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Preliminares

El objetivo de estas notas es dar una introducci´on al tema de Ecuaciones Diferenciales

Ordinarias (en adelante ODE) a nivel elemental. Las notas est´an dirigidas a estudiantes de

la materia An´alisis II – Matem´atica 3 de la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales de la

Universidad de Buenos Aires. Al dise˜

nar estas notas debemos tener en cuenta que en esta

materia el tema de ODE se dicta en no m´as de 5 semanas. Es por esta raz´on que ciertos

temas se dejan para desarrollar en los trabajos pr´acticos. Entre esos temas est´an los m´etodos

de resoluci´on de ecuaciones de primer orden y muchos ejemplos de aplicaciones que est´an como

ejercicio para los alumnos.

En estas notas discutiremos algunos problemas en los cuales aparecen ODE, daremos la

demostraci´on del Teorema de Existencia y Unicidad local de soluci´on y analizaremos el dominio

de definici´on de las mismas. A fin de dar claridad al texto, daremos las demostraciones bajo

condiciones simples.

Se dar´an los m´etodos de resoluci´on de ecuaciones y sistemas lineales a coeficientes constantes

(tanto homog´eneos como no homog´eneos).

Por otro lado, se discutir´a la noci´on de diagrama de fases y su relaci´on con la posibilidad

de predicci´on del comportamiento de las soluciones sin conocer una f´ormula an´alitica de las

mismas. Se ver´a c´omo son los diagramas de fases de sistemas lineales a coeficientes constantes

de dimensi´on 2 y tambi´en para sistemas no lineales conservativos. Se discutir´a la noci´on de

estabilidad lineal y se utilizar´a para determinar la estabilidad de equilibrios de sistemas no

lineales de dimensi´on 2.
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CAP´ıTULO 1



Introducci´

on

1. Generalidades.

Sea V (t, x, y, z) un campo de velocidades correspondiente a un fluido (por ejemplo). En el

curso ya vimos que una part´ıcula que se mueve en el fluido sigue una trayectoria σ(t) tal que su

vector velocidad, σ 0 (t), verifica σ 0 (t) = V (t, σ(t)) para todo tiempo t.

Esto es un sistema de ecuaciones diferenciales de 1er. orden. A saber, si σ(t) = (x(t), y(t), z(t))

se debe tener para todo t,

 0

x = V1 (t, x, y, z),





y 0 = V2 (t, x, y, z),

(1.1)



 0

z = V3 (t, x, y, z).

Claramente, para determinar la posici´on de una part´ıcula en un instante t debemos conocer

tambi´en su posici´on en alg´

un instante t0 ya que en un instante dado habr´a part´ıculas en diferentes

puntos y por lo tanto sus trayectorias no son iguales.

De modo que lo que nos plantearemos ser´a encontrar una soluci´on de (1.1) sujeta a que

σ(t0 ) = X0 donde t0 ∈ R y X0 ∈ R3 son dados.

Por ejemplo, en una variable podr´ıamos intentar resolver el problema

( 0

x = x,

x(0) = 1.

Tenemos



x0

x0 (t)

d

= 1, pero

=

log x(t). Por lo tanto, lo que queremos es que

x

x(t)

dt

d

log x(t) = 1

dt



para todo t.



De aqu´ı que se deba tener log x(t) = t + c para alguna constante c. Como para t = 0 tenemos

x(0) = 1. Debe ser log 1 = c. Esto nos dice que c = 0 y por lo tanto log x(t) = t o lo que es

equivalente

x(t) = et .

Por otro lado, si tenemos



(



x0 = x,

x(0) = a &gt; 0,

7



´

1. INTRODUCCION



8



la misma cuenta nos da log a = c. Por lo tanto,

log x = t + log a

x = et+log a = aet .

Vemos que a distintos datos iniciales le corresponden distintas soluciones y adem´as, si son

distintas en t = 0 son distintas para todo t. Veremos m´as adelante que este hecho es una

propiedad general de las soluciones de ODE que dice que dos trayectorias de part´ıculas diferentes

no se cortan.

Veamos otro ejemplo de sistema de ecuaciones.

Supongamos que tenemos una part´ıcula de masa unitaria sujeta a un campo de fuerzas

F = (F1 , F2 , F3 ). Entonces, como la fuerza es la masa por la aceleraci´on, si σ(t) es la trayectoria

de la part´ıcula, se verifica

σ 00 (t) = F (t, σ(t))

para todo t.

Es decir,



 00

x = F1 (t, x, y, z),





y 00 = F2 (t, x, y, z),



 00

z = F3 (t, x, y, z).



Ahora bien, si llamamos x0 = x , x1 = x0 , y0 = y , y1 = y 0 , z0 = z , z1 = z 0 . Entonces,

obtenemos el siguiente sistema de primer orden:

 0

x0 = x1 ,











x01 = F1 (t, x0 , y0 , z0 ),









 y 0 = y1 ,

0

 y10 = F2 (t, x0 , y0 , z0 ),









 z00 = z1 ,







 0

z1 = F3 (t, x0 , y0 , z0 ).

Este mismo enfoque permite tratar el caso en que el campo de fuerzas depende de la velocidad

(x0 , y 0 , z 0 ). Esto es as´ı cuando, por ejemplo, hay alg´

un tipo de fricci´on (como la resistencia del

aire). Esta fuerza de fricci´on es proporcional a la velocidad y con sentido opuesto. De modo

que en general la fuerza ser´a de la forma F = F (t, x, y, z, x0 , y 0 , z 0 ) y tendremos (reordenando las

ecuaciones)

 0

x0 = x1 ,











y00 = y1 ,









 z 0 = z1 ,

0





x01 = F1 (t, x0 , y0 , z0 , x1 , y1 , z1 ),









 y10 = F2 (t, x0 , y0 , z0 , x1 , y1 , z1 ),







 0

z1 = F3 (t, x0 , y0 , z0 , x1 , y1 , z1 ).

Es decir, un sistema de ecuaciones de la forma

ϕ0 = G(t, ϕ),
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donde ϕ ahora no es la trayectoria de una part´ıcula en el espacio, sino en lo que se llama el

“Espacio de Fases” donde una fase es un par (σ, σ 0 ) donde σ = posici´on y σ 0 = velocidad.

En el espacio de fases ϕ es una trayectoria del campo G. De modo que cualquier teor´ıa y

cualquier informaci´on que podamos recoger para sistemas de 1er orden, nos dar´a informaci´on

para sistemas de 2do. orden (mediante la reducci´on descripta arriba). Pero ahora, si queremos

determinar la trayectoria σ de la part´ıcula a partir de la trayectoria ϕ en el espacio de fases,

necesitamos datos iniciales para ϕ y ´estos son σ(t0 ) , σ 0 (t0 ). Es decir, hay que dar la posici´on y

velocidad en un mismo tiempo t0 para obtener la trayectoria de una part´ıcula sujeta a un campo

de fuerzas. Esto es bastante intuitivo desde el punto de vista f´ısico dado que una part´ıcula sujeta

a un campo de fuerzas que empieza, digamos en el instante t = 0, en un cierto lugar, podr´ıa

tener trayectorias distintas si originalmente su velocidad apunta en direcciones distintas.

En general, si tengo una ecuaci´on de orden n:

(1.2)



x(n) = f (t, x, x0 , x00 , · · · , x(n−1) ),



podemos reducirla a un sistema de n ecuaciones con n inc´ognitas de la siguiente forma: Llamamos

x0 = x , x1 = x0 , x2 = x00 , x3 = x000 , · · · , xn−1 = x(n−1) . Mediante este proceso (1.2) resulta

equivalente a

 0

x0 = x1 ,







 0





x1 = x2 ,











x02 = x3 ,





 0

x3 = x4 ,

(1.3)





..





.













x0n−2 = xn−1 ,





 0



xn−1 = f (t, x0 , x1 , x2 , · · · , xn−1 ).

Luego, en este caso, vemos que tenemos que dar condiciones iniciales

x(t0 ), x0 (t0 ), x00 (t0 ), x000 (t0 ), . . . , x(n−1) (t0 ),

para determinar la trayectoria x(t).

Un caso particular de sistemas de ecuaciones de 1er. orden que resultan ser de especial

importancia son los sistemas lineales, es decir aquellos sistemas X 0 = V (t, X), X ∈ Rn en donde

V es una funci´on lineal de X para cada t y continua con respecto a t. Estos sistemas tienen la

forma

 0

x1 = a11 x1 + a12 x2 + · · · + a1n xn ,











 x02 = a21 x1 + a22 x2 + · · · + a2n xn ,

(1.4)

..





.







 0

xn = an1 x1 + an2 x2 + · · · + ann xn .

Aqu´ı (x1 , x2 , · · · , xn ) = X y la matriz (aij ) es la matriz asociada a la funci´on lineal V . Los aij

son, en general, funciones continuas de la variable t. Cuando los coeficientes aij no dependen de

t, decimos que se trata de un sistema lineal de 1er. orden con coeficientes constantes.
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