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1. opravny termin 2011/2012, Skupina D

Priklad 1 (10b). Bud S symetrickd grupa na mnoziné R—{0, 1}, tj. grupa vSech permutaci
na mnoziné R—{0, 1} s operaci sklddani. Urcete podgrupu grupy S generovanou permutaci

{f1, f2}, kde fi(z) = -2, fo(z) = =L,

Reseni

Generovani mnoziny permutaci < {f1, fa} > z permutaci fi, fo nad operaci o se
systematicky provede postupnym vypliiovanim Caleyho tabulky. Pokud se pfi vyplinovani
tabulky vypocte nova permutace f,, je tabulka rozsifena o tuto permutaci a dopocteny
prislusné bunky.

ol filfe|Ss|fa| S5 | Je
filfs|fs | fi] fe| fo]| fa
Jo | Ja|Je | Jo| 5| J1] f3
s\ il fe| s fa| f5]| f6
Jal ol | fa| 3| Je| [5
s | felfa|fs | ol fs|
Je | [s | Js| Je | J1]| Ja] Jo

postupny vypocet tabulky:
fio fi= fi(fi(z)) = x ...je nova permutace, takze f3 = x.
fao f1 = fa(fi(x)) = ;: ...je nova permutace, takze fy = %

pozn. jelikoZ operace o neni komutativni f o g # g o f, je nutné poctivé vypocitat vzdy
obé varianty fo o f1 1 f10 fo.

Po vypocteni tabulky jsme dostali 6 permutaci, které tvofi podgrupu generovanou
permutacemi fi, fa:
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Vysledek < {f1, fo} >= {f1, f2, f3, fa, f5, fs}-



Priklad 2 (15b). Najdéte vSechny rozklady mnoziny M = {x,y, z} takové, Ze jim od-
povidajici ekvivalence jsou kongruence na algebie A = ({z,y,z},f), kde f(z) = y,
fy)=f(z) ==

Reseni

1. Relace odpovidajici kongruencim na algebfe A, kde kongruence: a,b € M, (a,b) €
R=(f(a), (b)) € R.
Ry ={(z,2), (y,9),(2,2), (¥, 2), (z,9)}

Rz ={(z.2),(y,9), (2, 2)}
={(z,2), (y,9), (2,2), (z, ), (y,2), (x, 2), (2, 2), (y, 2), (2, )} = M x M

2. Nalezeni rozkladi mnoziny M indukované relacemi R, M/R.
M/Ry = {{z},{y, 2}}
M/ Ry = {{x},{y}, {z}}
M/Rs = {{z,y, 2}}

Vysledkem jsou tedy tii rozklady mnoziny M.

P¥iklad 3 (15b). V Euklidovském prostoru R* naleznéte ortonormalni bazi podprostoru
W generovaného vektory u; := (1,1,1,1), ug := (1,1,1,-1), uz := (1,-1,-1,1), uyg :=
(—=1,1,1,1).

Reseni

1. Nejprimocarejsim postupem je napsat si vektory jako fadky matice a provést Gaus-
sovu eliminaci. Nenulové fadky pak tvori bazi (el. transformace neméni linearni obal).

1 1 1 1 1111 1 000
1 1 1 —1| gauss.elim. |0 1 1 1| gauss.elim. [0 1 1 0
1 -1 -1 1 ~ 0 001 ~ 0 001
-1 1 1 1 0 0 00 0 00O

By ={(1,1,1,1),(0,1,1,1),(0,0,0,1)} neni ortogonalni, neni ortonorméani.
By ={(1,0,0,0),(0,1,1,0),(0,0,0,1)} je ortogonalni, neni ortonormalni.

2. Provedeni ortonormalizace, vstupem je baze (tvorena linearné nezavislymi vektory),
ktera bude prevedena na ortonormalni bazi.

Ortonormalizace nap¥. pro Bs:
J1=(1,0,0,0), f2 = (0, 1,1,0) = (0,0,0,1)
_ A (1,0,0,0) o ,O,)
P1= 1] T Trorroror — \/17 = (1,0,0,0)
h21—(f27801)—0 1+1-041-040-0=0
= fo—ha1 -1 = (0,1,1,0) — 0-(1,0,0, 0) (0,1,1,0) — (0,0,0,0) = (0,1,1,0)
_ hy __ (0,1,1,0) _ (0,1,1,0) _ (0 11 0)
P2 = Tha| — V02412112402 NG) V2’ \/57
hs1 = (f3,01)=0-14+0-04+0-0+1-0=0
h32—(f37s02)—0 0401 +0 -2 +1-0=0
=f3—h31-<p1—h32-902: (0,0,0,1) =0-(1,0,0,0) —0- (0, 5,
(0,0,0,1) _ (0001) _
3= |h3| - \[02 024+02412) \/(12) (0 0 0 1)

%,0) =(0,0,0,1)




Vysledna ortonormélni béze je B = {(1,0,0,0), (0, %,%,o), (0,0,0,1)}, prostor

W je 3-dimenziondlni .

Priklad 4 (15b). Uvazujte jazyk L s rovnosti, jednim bindrnim predikatovym symbolem
p a jednim funkénim symbolem f. Bud R realizace jazyka L, jejimz univerzem je mnoZzina
R v8ech redlnych ¢isel a v niz plati: pr(a,b) < a < b, fr(a,b) = a + b. Uvazujte teorii
T =A{p(f(z,y), f(y,2)) = (p(x,2)),p(z, f(y,2))} a formuli ¢ = p(z, f(z,y)).
1) Rozhodnéte, zda R =T, tj. zda R je modelem teorie 7. (10b)
2) Dokazte, ze T' = ¢, tj. Ze ¢ je dusledkem teorie T'. (5b)
Reseni

1. Realizace R je modelem teorie T', pokud kazda formule ¢ z T je pravdiva v realizaci

R (R = ).

vysetteni formule: p(z, f(y, x))

r<y+tzx

0 < y tato formule neplati pro y, kterd jsou mensi jak nula, tudiz formule je neprav-
diva v realizaci R, tim padem realizace R neni modelem teorie T'.

2. Formule ¢ je dusledkem teorie T', pokud je formule ¢ pravdiva v kazdé realizaci R,
kterd je modelem teorie T'.

Priklad 5 (10b). Dokazte zapsdnim formalniho dikazu (s pouzitim véty o dedukci), ze
plati A= B,B—-CFA—-C

Reseni

1. axiom 1: (B—C) - (A— (B — ())
VD:B—-CFA— (B— ()
axiom 2: (A - (B—C)) - ((A— B) —» (A — (C))
MP:B—-CF(A—B)— (A—C)
VD: A—-B,B—-CkF(A—C)

ot N

Priklad 6 (15b). Jaky je nejmensi pocet hran grafu se 7 uzly, jehoz kazdy uzel ma stupen
2, 4 nebo 6 a kazdy z téchto stupnu je zastoupen? Nakreslete takovy graf.

ReSeni

2H|=2+4+6+4n
pron=2= |H| =10
Nejmensi pocet hran grafu je 10.




2. opravny termin 2011/2012, Skupina A

Priklad 1 (15b). Dokazte, ze plati - Vz(p — 1) — (Vzp — ). Zvolte si dva pfedpo-
klady. Na predpoklad aplikujte axiom substituce a potom metodu odlouceni. Stejny postup
aplikujte na druhy pfedpoklad. Poté aplikujte metodu odlouceni na predchozi vysledky, a
poté pouzijte dvakrat vétu o dedukci.

Reseni
1. pfedpoklad: Vzy F Vzp
2. axiom subst.: - Vzp — ¢
3. MP: Vxp ¢
4. predpoklad: Vz(p — o) F Va(e — 1)
5. axiom subst.: F V(e — ) = (¢ = )
6. MP: Vz(o —» ¢) F o — 4
7. MP 3,6: Vz(p — ), Vop F 9
8. VD: V(o —» ¢ FVap —
9. VD: FVa(p = ) = (Yop — 1))

Piiklad 2 (15b). Prevedte formule do prenexniho tvaru a rozhodnéte, zda jsou ekviva-
lentni. Formule jsou dvé nasledujici: ...

ReSeni

Priklad 3 (15b). Je dan grupoid s t¥i prvkovou mnozinou a s jednou operaci o, kterd
spliiuje zakon o kraceni. Sestavte tabulku pro tuto operaci. Zaroven grupoid neni grupou,
ukazte, ze neplati asociativni zakon.

Reseni
S TAIBITC asociativni zdkon: Vz,y,z € M : (xoy)oz=2x 0 (yo 2)
Al Al C B (AoB)oC = Ao(BoC(C)
BB A lC (C)oC = Ao(C)
ClC[BA A =B .
A # B = neplati asoc. zékon pro operaci o.

Priklad 4 (10b). Je déna grupa (Z, 1,2, f), kde Z je mnozina celych ¢isel, 1, 2 jsou kon-
stanty a f je unarni operace definovana f(x) = 3x. Uréete podgrupu < 6 > generovanou
prvkem 6.



Reseni
<6 >=<{1,2,6} >={1,2,3,6,9,18,27 ...} = {3",2-3"| kde n € Ny}

pozn. Ny zna¢i mnozinu pfirozenych cisel véetné nuly

Priklad 5 (15b). V obci Skorosice se kond amatérsky fotbalovy turnaj, kterého se u¢astni
9 tymi. V dopoledni ¢asti turnaje kazdy tym odehral 2 zapasy. Kolik zapasi v odpoledni
¢asti musi kazdy tym odehrat, aby si zahrali co nejvice zapast, avsak celkovy pocet ode-
hranych zapasil musi byt mensi jak 32.

Reseni

2|H| =9n

pro n = 6 rovnice plati 32 > %

Stupen uzlu vysel 6, tedy odpoledne kazdy tym odehraje 4 zapasy.
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