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2.1. Έστω a &lt; β µε a, β ≠ ±∞ .



β−x

που είναι 1-1 και επί. Άρα (a, β) =c (0,1) .

β −a

1

+

Επίσης θεωρούµε g : (0,1) → R µε x ֏

− 1 που είναι 1-1 και επί, άρα

1−x

(0,1) =c R + . Επίσης h : R + → R µε x ֏ ln x που είναι 1-1 και επί , άρα R + =c R ,

Θεωρούµε f : (a, β) → (0,1) µε x ֏



+



οπότε συνολικά έχουµε (a, β) =c (0,1) =c R =c R .

+



Αν β = +∞ , θεωρούµε την f : (a, +∞) → R µε x ֏ x − a που είναι 1-1 και επί, άρα



(a, +∞) =c R + . Αλλά ήδη R + =c R , οπότε (a, +∞) =c R .

Αν a = −∞ θεωρούµε την x ֏ −x και εργαζόµαστε ανάλογα.

2.2. Κατασκευάζουµε ισοµορφισµό των [0,1],[0,1) , Ο στόχος είναι να ‘βάλουµε’ µε κάποιο

τρόπο το 1 µέσα στο (0,1). Για το σκοπό πρέπει να βρούµε µια συνάρτηση που να παίρνει τιµές

στο (0,1) και να έχει πρώτο όρο το 1 ώστε να µετατοπίσουµε όλους τους όρους τις ακολουθίας



1

‘µια θέση προς τα µέσα’. Μια τέτοια ακολουθία είναι η  n 



.



 2 

n∈N

Για το σκοπό αυτό θεωρούµε τη συνάρτηση f : [0,1] → [0,1) µε

x ֏ 1 / 2n +1 αν x = 1 / 2n για κάποιο n και



x ֏ x αν x ≠ 1 / 2n , ∀n . Η συνάρτηση είναι 1-1 και επί, οπότε [0,1] =c [0,1) .

Οµοίως (0,1] =c (0,1) .

Ακόµα µέσω της f : (0,1] → [0,1) µε x ֏ 1 − x , η οποία είναι 1-1 και επί έχουµε επίσης

ότι (0,1] =c [0,1) . Έτσι τελικά έχουµε [0,1] =c [0,1) =c (0,1] =c (0,1) =c R .

2.3 Έχουµε δει στην θεωρία ότι P(N ) =c R , Επίσης έχουµε δει ότι



(A → {0,1}) =c P(A) ⇒ (N → {0,1}) =c P(N) .

N



Άρα R =c (N → {0,1}) ≡ {0,1} .

N



Οπότε ∃g : R → {0,1}



,1-1 και επί µε g(x ) = (x 0 , x 1,...) και x i ∈ {0,1}, ∀i .

N



Ορίζουµε f : R × R → {0,1} µε f (x , y ) = (x 0, y 0, x 1, y1,...) µε (x 0, x 1,...) = g(x ) και



(y 0, y1,...) = g(y ) . Τότε η f είναι 1-1 και επί.

Πράγµατι αν f (x , y ) = f (x ', y ') ⇒ (x 0 , y 0, x 1, y1,...) = (x '0, y ' 0, x '1, y '1,...)



(x , x ,...) = (x ' , x ' ,...) g(x ) = g(x ') x = x '

0

1

⇒

⇒

 ⇒ (x , y ) = (x ', y ') .

⇒  0 1

 

 



(y 0, y1,...) = (y '0, y '1,...) g(y ) = g(y ') y = y '



 

 



N

Επίσης έστω (a 0, a1,...) ∈ {0,1} , τότε υπάρχουν οι υποακολουθίες



(a 0, a2, a 4,...) ∈ {0,1}N και (a1, a 3, a 5,...) ∈ {0,1}N , οπότε αφού η g : R → {0,1}N είναι



επί, υπάρχουν x ∈ R µε g(x ) = (a 0, a2, a 4 ,...) και y ∈ R µε g(y ) = (a1, a 3 , a 5,...) ,

N



δηλαδή υπάρχει (x , y ) ∈ R × R µε f (x , y ) = (a 0, a1,...) . Άρα η f : R × R → {0,1}

N



N



είναι 1-1 και επί οπότε R × R =c {0,1} αλλά ξέρουµε ήδη ότι R =c {0,1} , οπότε



R × R =c {0,1}N =c R ⇒ R × R =c R .

2.4 Θεωρούµε την απεικόνιση G : (A → B ) → P (A × B ) µε f ֏ G f . Αρκεί να δείξουµε

ότι η G είναι 1-1. Πράγµατι έστω G f = G f

1



2



⇒ {(x , y ) ∈ A × B | y = f1(x )} = {(x , y ) ∈ A × B | y = f2 (x )}

⇒ {(x , y ) ∈ A × B | y = f1(x ) ⇔ y = f2 (x )} ⇒ f1(x ) = f2 (x ), ∀x ∈ A ⇒ f1 = f2 .

Άρα η G είναι 1-1 ⇒ (A → B ) ≤c P(A × B ) .

2.5. Με βάση την προηγούµενη άσκηση έχουµε ότι (N → N) ≤c P(N × N) =c P(N) .

Αλλά (N → {0,1}) ⊆ (N → N) ⇒ (N → {0,1}) ≤c (N → N) .

Όµως από της θεωρία ξέρουµε ότι (A → {0,1}) =c P(A) ⇒ (N → {0,1}) =c P(N) .

Άρα συνδυάζοντας τις σχέσεις έχουµε ότι

P(N) =c (N → {0,1}) ≤c (N → N) ≤c P(N × N) =c P(N) , δηλαδή



P(N) ≤c (N → N) και (N → N) ≤c P(N) οπότε από το θεώρηµα Schroder-Bernstein θα

έχουµε το ζητούµενο (N → N) =c P(N) .

2.6. Θα δείξουµε πρώτα ότι (N → [0,1)) =c [0,1) . Για το σκοπό αυτό θα χρησιµοποιήσουµε

N



τη δεκαδική αναπαράσταση των πραγµατικών αριθµών, οπότε για g ∈ [0,1) ≡ (N → [0,1))

γράφουµε :



g(0) = 0, x 01x 02x 03 .....

g(1) = 0, x 11x 12x 13 .....

g(2) = 0, x 21x 22x 23 ..... κ.ο.κ.

N



Και ορίζουµε e : [0,1) → [0,1) , µε



e(g ) = 0, x 00x 01x 10x 02x 11x 20x 03x 12x 21x 30 ....

Που µοιάζει λίγο µε το σχήµα που έχει στην σελίδα 10 (µόνο που τώρα

επιλέγουµε θέσεις από δεκαδικά ψηφία).

N



Η e είναι 1-1 (προφανώς) άρα [0,1) ≤c [0,1) .

N



Επίσης θεωρώντας την f : [0,1) → [0,1) µε f (x ) ֏ fx ώστε fx (n ) = x + n , έχουµε ότι

η f είναι 1-1 αφού αν f (x 1 ) = f (x 2 ) ⇒ fx = fx ⇒ fx (n ) = fx (n ) \

1



2



1



N



2



⇒ x 1 + n = x 2 + n ⇒ x 1 = x 2 . Άρα [0,1) ≤c [0,1) και Schroder-Bernstein έχουµε



[0,1) =c [0,1)N ⇒ [0,1)N =c R .



N



N



Θα δείξουµε τώρα ότι [0,1) =c R .

N



Θεωρούµε g ∈ [0,1) την f µε την οποία υλοποιείται η ισοπληθικότητα [0,1) =c R και και

N



N



N



ορίσουµε fN : [0,1) → R µε fN (g ) ≡ f  g ∈ R . Παρατηρούµε ότι αν



fN (g1 ) = fN (g2 ) ⇒ f  g1 = f  g2 ⇒ ( f  g1 )(n ) = ( f  g2 )(n ), ∀n

f :1−1

⇒ f (g1(n )) = f (g2 (n )), ∀n 

→ g1(n ) = g2 (n ), ∀n ⇒ g1 = g2 , δηλαδή η



fN : [0,1)N → R N είναι 1-1.

N



Επίσης αν h ∈ R τότε g = f

N



−1



 h ∈ [0,1)N και fN ( f −1  h ) = f  ( f −1  h ) = h ,



N



N



N



δηλαδή η fN : [0,1) → R είναι και επί, οπότε [0,1) =c R .

N



N



N



Έχουµε όµως δείξει ότι [0,1) =c R , άρα συγκεντρωτικά έχουµε R =c [0,1) =c R



⇒ R N =c R ή αλλιώς (N → R) =c R .

2.7. Θεωρούµε την απεικόνιση της υπόδειξης και δείχνουµε ότι είναι 1-1.

Έστω π(p1 ) = π(p2 ) ⇒ (π(p1 )(x ))(y ) = (π(p2 )(x ))(y ), ∀(x , y ) ∈ A × B



⇒ p1(x , y ) = p2 (x , y ), ∀(x , y ) ∈ A × B ⇒ p1 = p2 .

∆είχνουµε ότι είναι και επί. Έστω τώρα h : A → (B → C ) µε h(x ) = fx : B → C .

Ορίζουµε g : A × B → C µε (x , y ) ֏ g(x , y ) ≡ fx (y ) .

Τότε παρατηρούµε ότι (π(g )(x ))(y ) = g (x , y ), ∀(x , y ) ∈ A × B (από τον ορισµό της π ).

Οπότε (π(g )(x ))(y ) = fx (y ), ∀(x , y ) ∈ A × B ⇒ π(g )(x ) = fx , ∀x ∈ A



⇒ π(g )(x ) = h(x ), ∀x ∈ A ⇒ π(g ) = h δηλαδή η π είναι και επί.

∞



2.8 Αποδεικνύουµε ότι Tm ≤c



∞



∪ Tn . Πράγµατι θεωρώντας την f : Tm →



∪T



n =0



n =0



n



µε

∞



f (x ) = x , ∀x ∈ Tm , έχουµε ότι αν f (x 1 ) = f (x 2 ) ⇒ x 1 = x 2 οπότε η f : Tm →



∪T



n



n =0

∞



είναι 1-1 άρα Tm ≤c



∪T



n



.



n =0

∞



∞



Έστω τώρα ότι Tm =c



∪ Tn . Τότε υπάρχει f :



Θεωρούµε το Tn +1 ∈



∪T



n



n =0



∪T



n



→ Tm η οποία είναι 1-1.



n =0



n =0

∞



όπου λόγω του ορισµού 2-2 προφανώς Tn +1 = P(Tn ) .



Τώρα αφού η f είναι 1-1 έπεται και ότι ο περιορισµός της f |T



n +1



στο Tn +1 είναι 1-1. ∆ηλαδή



f |T : Tn +1 → Tn είναι 1-1, οπότε Tn +1 ≤c Tn ⇒ P(Tn ) ≤c Tn πράγµα που είναι άτοπο

n +1



∞



αφού όπως ξέρουµε A &lt;c P(A) . Άρα Tm &lt;c



∪ T , ∀m .

n



n =0



2.9. Σε αυτή την άσκηση θα αξιοποιήσουµε το γεγονός ότι οι συναρτήσεις που ορίζονται σε ένα

πυκνό υποσύνολο ενός χώρου επεκτείνονται µοναδικά σε όλο τον χώρο και αν δυο συνεχείς

συναρτήσεις ταυτίζονται σε ένα πυκνό υποσύνολο του χώρου, ταυτίζονται σε όλο τον χώρο.

Q



Έτσι αρκεί να µελετήσουµε τις συναρτήσεις που ανήκουν στο R µιας και το Q είναι πυκνό

υποσύνολο του R .

Σύµφωνα µε την άσκηση 2-22 αφού Q =c N και R =c R έπεται ότι



(Q → R) =c ( N → R) αλλά από την άσκηση 2-6 έχουµε ότι (N → R) =c R , οπότε

(Q → R) =c R . Οπότε για τις συνεχείς συναρτήσεις ισχύει ότι R Qσυνεχεις =c R



⇒ R R συνεχεις =c R .

Προφανώς R =c R



R

συνεχεις



≥ R[0,1]συνεχεις αλλά οι σταθερές συναρτήσεις f (x ) = c, c ∈ R

[0,1]

συνεχεις



είναι συνεχείς στο [0,1], οπότε θεωρώντας g : R



→ R µε g( f ) ≡ f (1 / 2) έχουµε



ότι είναι επί µιας και µόνο οι σταθερές συναρτήσεις αρκούν για το επί. Άρα



R =c R R συνεχεις ≥c R[0,1]συνεχεις ≥c R , οπότε R[0,1]συνεχεις =c R .
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