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Abstract

This paper examines the applications of knot theory to biotechnology. The appearance of knotted,

supercoiled and catenaned DNA in the cell nucleus is an unavoidable result of vital processes, and certain enzymes (topoisomerases and recombinases) are an important part, fixing these topological

changes in the DNA. Recombinases are also of great usage in genome engineering. Therefore an understanding of the topology of DNA and changes caused by said enzymes is an important topic in the molecular biological research. Knot theory can help shedding light on these issues. Through an account of

the fundamentals in knot theory, including the Jones polynomial, it is shown how to identify different

knots and links from one another. The mathematical tools of knot theory are used in the description of

topological aspects of DNA and processes involving.

The paper examines three fundamental processes of DNA: transcription, replication, and recombination. Furthermore an account of the chemical, as well as topological structure of DNA is explained. A

subclass of knot theory, tangle calculus, is then introduced. More precisely it is shown how rational

tangles can be classified by a Conway-vector which leads to the fraction of a rational tangle. In addition

to this Conway’s theorem which states that two rational tangles are equal iff they have the same fraction, is proved. This is then related to the so-called tangle-model, which is a mathematical protocol

used to deduce enzymatic actions of recombinases. The model is a major knot theoretical topic and it is

highly applicable in biotechnology. The introduced tangle calculus is only a small part of this model

and a further study of tangle calculus and topology is needed in order to use the tangle model in practice. In in spite of this reservation, the paper shows a clear connection between biotechnology and

knot theory.
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Indledning

DNA er et langt, strenglignende molekyle, med en meget kompleks struktur og topologi. Det spiller en

central rolle i alt liv ved at indeholde den genetiske kode. I forskellige cellulære processer, som fx replikationen før celledeling, bliver DNA’et nødt til midlertidigt at ændre topologi. I disse sammenhænge

kan der opstå mange topologiske komplikationer, i form af knuder, links og supercoils. Enzymer, der

kan regulere disse topologiske fænomener er derfor altafgørende. For at forstå og beskrive DNA’s

struktur og topologi, samt disse enzymernes mekanismer, har der været brug for en vis mængde matematik – det er her knudeteorien kommer ind i billedet. Knudeteorien kan bruges, som redskab til at

analysere og identificere knuder og den kan hjælpe med at kaste lys over hvordan enzymerne holder

DNA’et vedlige. Specielt har knudeteorien og den såkaldte tangle-model spillet en afgørende rolle i forståelsen af visse enzymers mekanismer.

Opgaven falder i tre hoveddele: Første del er en grundlæggende præsentation af knudeteorien, hvor

nogle af de mest centrale invarianter præsenteres. I anden del vil vi beskrive DNA’s struktur, topologi

og funktion. Her ser vi på de cellulære processer transskription, replikation og rekombination, og i

denne forbindelse forklarer topoisomeraser og rekombinasers roller og egenskaber. I sidste del præsenteres en undergren af knudeteorien, kaldet tangle-regning1, hvor vi bl.a. vil introducere den såkaldte Conway-vektor og bevise Conways sætning om klassifikation af rationelle tangles vha. brøker.

Til slut perspektiveres den introducerede tangle-regning til den såkaldte tangle-model, der er et vigtigt

knudeteoretisk redskab til bestemmelse af rekombinasers mekanismer.



Grundlæggende knudeteori

Knudeteori er en matematisk disciplin, der undersøger hvordan en eller

flere knuder er filtret sammen i det 3-dimentionelle rum,



. Vi skal fore-



stille os en knude, som vi kender den på et reb, blot hvor enderne på den

matematiske knude er sat sammen (fig. 1.1). Det, man grundlæggende er interesseret i, i knudeteorien, er at identificere forskelle og ligheder mellem

knuder.2



1

2



Engelsk for ”sammenfiltring”

Blaavand, 2010, ”Knudeteori og Jones-polynomiet”, s. 1



3



William Heyman Krill



Knudeteori og DNA



December 2013



Knudediagrammer og Reidemeister-træk3

Når vi arbejder med knuder og links, foregår det i det 2-dimentionelle plan,

, og vi forstår et knudediagram, som en projektion af den 3-dimentinelle

knude på planet. Alt efter hvordan man projicerer knuden fremkommer forskellige knudediagrammer, hvilket gør det vanskeligt at vurdere om to knudediagrammer repræsenterer den samme knude. Vi siger at to knuder K og K’

med knudediagrammerne D og D’ er ækvivalente, skrevet 𝐾~𝐾 ′ , hvis og kun

hvis det er muligt at deformere D på en måde så D’ fremkommer. Til denne

deformering benytter vi de såkaldte Reidemeister-træk (fig. 1.24). Disse træk

er ’lovlige’ at udføre, da ingen strenge gennemskærer hinanden, og de er desuden alt hvad vi behøver for at deformere et knudediagram.



Sætning 1.1 (Reidemeisters sætning):

Om to knuder K og K’ med knudediagrammerne D og D’ gælder, at

endeligt antal Reidemeister træk der fører D til D’.



hvis og kun hvis, der findes et



Reidemeisters sætning er vigtig fordi den fastslår, at man ikke taber information ved at projicere

knuderne ned i .

Eksempel 1.1

Vi vil vha. Reidemeister-træk vise, at relationen i figur 1.3 er sand. Dette

ses på figur 1.45.

Da der er et endeligt antal Reidemeister-træk, der fører D til D’, er de to

knuder altså ækvivalente.



Knudeinvarianter6

Det bliver hurtigt uoverskueligt at identificere knuder fra hinanden ud fra Reidemeister-træk. I stedet bruger man de såkaldte kundeinvarianter. Der findes mange forskellige knudeinvarianter, og de varierer meget i både styrke og kompleksitet. Af de simple er bl.a. tre-farvning og linktal og af de mere



Blaavand, 2010, ”Knudeteori og Jones-polynomiet”, s. 4-8

Blaavand, 2010, ”Knudeteori og Jones-polynomiet”, s. 5

5 Blaavand, 2010, ”Knudeteori og Jones-polynomiet”, s. 7 – med tilføjet bestemmelse af Reidemeister-trækkene

6 Blaavand, 2010, ”Knudeteori og Jones-polynomiet”, s. 10-16

3

4
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avancerede og stærkere har vi polynomiumsinvarianterne og de topologiske fx Genus-invariant7.



Definition 1.1

En knudeinvariant er en funktion 𝑓: 𝜅 → 𝑀, fra mængden af alle knuder 𝜅 til en given mængde M, der

opfylder:



.



Dvs. at en knudeinvariant er en funktion der tager en knude 𝐾 ∈ 𝜅 til en given mængde M, fx et heltal

eller et polynomium, og hvis to knuder er ækvivalente, skal mængden, der knyttes til dem, være ens.

Bemærk: dette betyder ikke nødvendigvis, at to knuder er ækvivalente, når mængden, der knyttes til

dem, er ens. Invarianten kan derfor ikke entydigt sige, om to knuder er ækvivalente, men i mange tilfælde sige, om de er forskellige. Vi kan på baggrund af biimplikationen i Reidemeisters sætning konkludere, at forudsætningen for en knudeinvariant er, at M skal være uændret under alle Reidemeistertræk.



Linktal8

Når flere knuder er lænket sammen kaldes det et link. Vi kan tildele

links og knuder en omløbsretning, hvilket illustreres med pile (fig. 1.59).

Dette kalder vi et orienteret link eller en orienteret knude. Linktallet er

en simpel invariant til orienterede links.



Definition 1.2

1

2



Linktallet er givet ved funktionen Lκ(D) = ⋅ ∑ x, hvor x er værdierne af

krydsene mellem forskellige knudediagrammer – dvs. selvkrydsninger

tæller ikke med. Disse værdier er defineret som vist på (fig. 1.610). Dermed

gælder, at linktallet er en funktion fra mængden af orienterede linkdiagrammer 𝒟L til heltallene, Lk(D): 𝒟L → ℤ



Sætning 1.2



Hvis D, D’ er to forskellige diagrammer af samme orienterede link L, gælder at 𝐿𝑘(𝐷) = 𝐿𝑘(𝐷′), og linktallet er altså en invariant: 𝐿𝑘 er en funktion fra mængden af orienterede links til heltallene, 𝐿𝑘: ℒ → ℤ,

der opfylder, at 𝐿~𝐿′ ⟹ 𝐿𝑘(𝐿) = 𝐿𝑘(𝐿′).



Hansen, 1998, Knudeteori

Blaavand, 2010, ”Knudeteori og Jones-polynomiet”, s. 13-15

9 Blaavand, 2010, ”Knudeteori og Jones-polynomiet”, s. 15

10 Blaavand, 2010, ”Knudeteori og Jones-polynomiet”, s. 14

7

8
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Bevis 1.1:



Vi skal blot vise, at linktallet er bevaret under Reidemeister-trækkene:



R0 ændrer intet, da ingen krydsninger er påvirket.



Under R1 sker der en selvkrydsning, og linktallet påvirkes derfor ikke.



Fortegnene er modsatte, uafhængigt af orienteringen, under R2, og højre- og venstresiden har derfor

begge linktallet 0.



Under R3 har hvert kryds på højresiden et tilsvarende kryds på venstresiden, og linktallet er uændret.

∎

Alt efter orienteringen har Hopf-linket linktallet +1 eller -1. Man skal altså være opmærksom på orienteringen når man bruger en invariant af denne type. Whitehead-linket har altid linktallet 0, da krydsværdierne til højre og venstre er modsatte. Linktallet kan altså ikke skelne mellem Whitehead-linket

og ikke-linket, (to knuder der ikke er lænket sammen) der også har linktallet 0. Da de begge er begge

er meget simple links, er linktallet er altså en relativt svag invariant

Bemærkning: I teorien er en knude også et link, men da knuden kun har selvkrydsninger, er linktallet

altid 0, og det er altså en ubrugelig invariant til knuder.



Kauffman-polynomiet11

Polynomiumsinvarianter har vist sig at være meget effektive i knudeteorien. Jones-polynomiet er det

mest berømte, og blev opfundet i 1984 af Vaughan Jones. Hans egen udledning er relativt kompliceret,

11



Hansen, 1998, Knudeteori s. 39-45
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men Louis Kauffman opfandt kort efter Kauffman-polynomiet, der er meget tæt beslægtet og kan bruges til at indføre Jones-polynomiet på en simpel måde. Vi introducerer først Kauffman-polynomiet og

vil bagefter kort præsentere Jones-polynomiet.

Kauffman-polynomiet dækker over to funktioner 𝑃(𝐿) og 𝑃̂(𝐿), og kun det sidste er en invariant. Inden

vi definerer Kauffman-polynomiet skal vi kende Laurentpolynomierne og vridningstallet.



Definition 1.3

Laurentpolynomierne ℤ[𝐴, 𝐴−1 ] er polynomier, som vi kender dem, blot hvor negative potenser af A er

tilladt, og koefficienterne er heltal.



Definition 1.4



Vridningstallet, 𝜔(𝐷), er summen af alle krydsninger i et orienteret linkdiagram – i modsætning til

linktallet regnes selvkrydsninger med, og vi deler ikke summen med to. Vridtallet er da en funktion fra

mængden af orienterede linkdiagrammer til heltallene, 𝜔: 𝒟𝐿 → ℤ.

Vridningstallet er ikke en invariant, da det ændres under

R1 (fig. 1.712 og fig. 1.8) – under R0, R2 og R3 opfører det

sig dog som linktallet. Bemærk at vridningstallet af løkkerne ikke afhænger af orienteringsretningen.



Denne egenskab under R1 skal vise sig nyttig, når vi skal gøre Kauffman-polynomiet, 𝑃(𝐿), til en invariant.



Kauffman-polynomiet 13

Ideen bag Kauffman-polynomiet er at ’kortslutte’ et kryds af gangen i et linkdiagram indtil det er reduceret helt (fig. 1.1014). På baggrund af kortslutningerne får vi et Laurentpolynomium af variablen A, som knytter sig til det oprindelige knudediagram. En kortslutning er defineret som vist på figur



Hansen, 1998, Knudeteori, s. 35

Hansen, 1998, Knudeteori, s. 39-47 (steder med notation fra Blaavand)

14 Hansen, 1998, Knudeteori, s. 39

12

13
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(1.815). Vi betegner de to produkter A- hhv. B-split, og linkdiagrammet L efter disse split får betegnelsen LA hhv. LB. Notationen kan udvides så vi efter to A-split og et B-split får LAAB etc.. Vi definerer desuden A- og B-lykke som vist på fig. 1.916. En knude K med en tilsat A- hhv. B-løkke betegner vi KA hhv. KB.



Definition 1.5

Kauffman-polynomiet, 𝑃(𝐿), er en funktion fra mængden af uorienterede linkdiagrammer til Laurentpolynomierne i variablen A, 𝑃: 𝐿 → ℤ[𝐴, 𝐴−1 ], og er defineret ved:

(i) 𝑃(𝑈) = 1, hvor U betegner uknuden

(ii) 𝑃(𝐿) = 𝐴 ∙ 𝑃(𝐿𝐴 ) + 𝐴−1 ∙ 𝑃(𝐿𝐵 )

(iii) 𝑃(𝐿 ⨆ 𝑈) = (−𝐴−2 − 𝐴2 ) 𝑃(𝐿)



Sætning 1.3

Kauffman-polynomiet, 𝑃(𝐿), er en invariant under alle Reidemeistertræk, undtagen R1, hvor der tilføjes en faktor −𝐴±3 .



Bevis 1.2

R0:

Dette ændrer ingen kryds og derfor heller ikke Kauffman-polynomiet.

R1:

Vi lader L betegne 𝐾 𝐴 og M betegne 𝐾 𝐵 (fig. 1.1117) – dvs. K betegner M og L med en løkke mindre.



Hansen, 1998, Knudeteori, s. 40

Hansen, 1998, Knudeteori, s. 43

17 Hansen, 1998, Knudeteori, s. 44

15

16
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