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PREFACE



Ce polycopi´e est l’anthologie des exercices pos´es aux ´el`eves de la M P ∗ du lyc´ee Chateaubriand dans diff´erents concours

depuis la r´eforme des classes pr´eparatoires et des concours, qui a pris effet au concours 1997. Cela repr´esente donc

exactement dix sessions d’oraux.

Certains exercices sont pr´esents `a plusieurs reprises, c’est parce qu’ils sont r´eguli`erement pos´es, quand ils n’ont pas ´et´e

pos´es plusieurs fois la mˆeme ann´ee. J’ai choisi, mˆeme pour une unique session, de donner les exercices autant de fois

qu’ils ont ´et´e pos´es. Vous avez ainsi une photographie plus fid`ele de l’oral des concours.

Un oral est souvent constitu´e (surtout dans le cas des concours communs MINES-PONTS et CENTRALE-SUPELEC)

de deux ou parfois trois de ces exercices. Un des ´el`eves a mˆeme atteint quatre exercices lors d’un oral des Mines-Ponts.

J’ai conserv´e dans ce polycopi´e tous les exercices qui correspondent `a l’ancien programme. Le programme a quand mˆeme

bien chang´e il y a trois ans. Vous ne devez donc pas vous inqui´eter si vous certains ´enonc´es vous paraissent difficiles ou

mˆeme incompr´ehensibles. Au fur et `a mesure que des exercices mieux adapt´es au nouveau programme enrichiront cette

collection, je ferai disparaˆıtre les plus anciens.

Mon adresse :

R. LOUBOUTIN

85 bis rue de Dinan 35000 Rennes

tel : 02 99 67 53 71

Trabujo.Louboutin@wanadoo.fr

Vous pouvez m’y signaler tous les fautes typographiques, ou incoh´erences d’´enonc´e que vous pourriez rep´erer. Je vous

en serai reconnaissant.

Avec l’accord des ´el`eves ce polycopi´e est disponible sur le Net `a l’adresse :

perso.wanadoo.fr\roland.louboutin dans le r´epertoire de la M P ∗ .

Remerciements

Un tr`es grand merci `a tous les candidats aux oraux des dix derni`eres sessions, qui bien que la r´ecup´eration des exercices

ne soit pas centralis´ee, ont fourni, au moins un exercice et pour la plupart l’int´egralit´e des exercices qui leur ont ´et´e

soumis. Merci d’avance `a vous tous, pour les efforts qui vous seront n´ecessaires pour que la prochaine r´ecolte soit aussi

bonne que les pr´ec´edentes.

R. LOUBOUTIN
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Chapitre 1



Arithm´

etique, structures

Ex 1: ENSAE

97

Pn

Calculer k=0 Cka Cn−k

.

b



Ex 15: CCP 98

R´esoudre dans Z3 l’´equation



Ex 2: CCP 97

√

On consid`ere la suite vn = ( 2 − 1)n .

1) Montrer que si une suite d’entiers est convergente, alors elle est stationnaire.

2) Prouver que la suite (v√

n ) est convergente.

u an et bn sont des entiers.

3) Etablir que vn√= an + 2bn o`

4) Montrer que 2 n’est pas rationnel.

5) En d´eduire une m´ethode pour prouver que la racine d’un entier n’est pas un

rationnel.



Ex 16: CCP 98

1) Soit G un ensemble d’une loi de composition interne ∗ associative. On suppose

que pour tout a de G les applications x 7→ ax et x 7→ xa sont surjectives. Montrer

que (G, ∗) est un groupe.



x2 + y 2 = 11z 2 .



Ex 17: MINES 98

Soient p et q deux nombres premiers impairs. On suppose que q divise 2p − 1.

Montrer que q est congru `a 1 modulo 2p.



Ex 3: CCP 97

Soit G un groupe fini de cardinal pair. Soit E l’ensemble des ´el´ements de G ´egaux Ex 18: CENTRALE 98

`a leur inverse. Que dire de la parit´e du cardinal de E ?

Factoriser (X − 1)n − (X + 1)n .

Ex 4: ENSAI 97

Ex 19: POLYTECHNIQUE 98

Trouver tous les automorphismes du corps R.

p

1) Soit p un nombre

 ∗ premier. Montrer que pour tout entier relatif q on a q = q [p].

Ex 5: X 97 P

Z

, et x un ´el´ement de G d’ordre maximal.

2) Soit G = pZ

n

Soit P (X) = i=0 an−i X i , un polynˆ

ome de K[X].

2

p−1

1) Soit c un ´el´ement de K. On effectue la division euclidienne de P par X − c ; on Posons E = {1, x, x , . . . , x }. Montrer que E = G.

obtient :

Ex 20: Mines-Ponts 99

Montrer que les ensembles suivants sont infinis :

P (X) = (X − c)Q(X) + r, o`

u Q(X) = b0 X n−1 + · · · + bn−1 .

{n; 5|2n − 3}, {n; 13|2n − 3}

Calculer les bi et r en fonction des ai , en d´eduire une m´ethode rapide pour calculer

P (c).

et qu’en est-il de {n; 5 ∗ 13|2n − 3} ?

On suppose d´esormais que P appartient `

a Z[X].

2) Trouver une condition n´ecessaire pour que α, appartenant `a Z, soit racine de Ex 21: M´et´eo 99

Z

Z

1) Quels sont les ´el´ements inversibles de 6Z

? Structure de 6Z

?

P . On se place dans cette hypoth`ese.

2)

Montrer

que

si

p

et

p

+

2

sont

premiers

(p

≥

5)

alors

p

est

congru

`a −1 modulo

3) On a donc P (X) = (X − α)Q(X). Montrer que Q appartient `a Z[X].

6.

4) On cherche un algorithme permettant de trouver rapidement les racines enti`eres

de P (c’est un probl`eme fr´equent dans les algorithmes de codage-d´ecodage, lecteurs Ex 22: M´et´eo 99

P (x)

appartient Montrer que l’ensemble des nombres premiers est infini.

laser. . .) Montrer que si α appartient `

a Z, alors pour tout x de Z,

α−x

Ex 23: LYON 99

P (1)

appartient `a Z.

`a Z. En particulier si 1 n’est pas racine

u n ∈ N∗ , est un groupe fini.

1) Montrer que SL2 ( 2nZZ ), o`

α−1

2) Montrer que tout ´el´ement de ce groupe est d’ordre inf´erieur ou ´egal `a 3 ∗ 2n−1 .

Application :rechercher les racines enti`eres ´eventuelles de X 3 − 2X 2 − X + 6.

Ex 24: X 99

2n−1

1

3

Calculer le pgcd des entiers C2n

, C2n

, ..., C2n

.



Ex 6: MINES 97

Z

R´esoudre dans

l’´equation

41Z

3



2



x − 21x + 29x − 9 = 0.



Ex 25: Mines-Ponts 99

4n+3

Montrer que, pour tout entier n, 17 divise (33

+ 10).

Ex 26: Mines 99

Montrer que : {n; p|n ∗ 2n + 1}, p premier, est infini (ne fonctionne pas pour p = 2).



Ex 7: ENSAE 97

R´esoudre dans Z3 l’´equation 2x2 + 5y 2 = 3z 2 .



Ex 27: Ulm 00

Soit n &gt; 2 un entier, et p un diviseur premier impair de n. On consid`ere l’ensemble {t1 , ..., tk } des entiers de {1, ..., n} premiers avec n. Montrer que p divise le

num´erateur de la fraction :

1

1

Ex 9: ENS PARIS 97

+ ... + .

t

t

1

k

Montrer qu’il n’existe pas de fonction f , de N vers N, telle que f (f (x)) = x + 1997,

pour tout x.

(Indication apr`es 20 min. de recherche : on pourra, pour commencer, ´etudier le

cas plus simple n = p, et montrer en justifiant tr`es soigneusement que le probl`eme

Ex 10: Centrale 97

Z

n

revient

`a montrer que la somme des inverses des ti vaut 0 dans pZ

).

Soit G un groupe de cardinal p o`

u p est un nombre premier et n un entier non

nul. Montrer que le centre de G n’est pas r´eduit `a l’´el´ement neutre.

Ex 28: TPE 00

R´esoudre dans R, si n ≥ 2.

Ex 11: Mines 97

n−1

Z

X cos kx

3

R´esoudre x ≡ 1 dans

.

= 0.

19Z

(cos x)k

k=0

Ex 12: ENS LYON 97

Soit M une matrice sym´etrique de Mn (Z). Soient t ∈ Z et p un nombre premier.

Ex 29: TPE 00

Notons



n

Soit p un nombre premier. Montrer que pour tout entier a : ap ≡ a [p]. En d´eduire

Z

t

α

; XM X = t mod(p )}.

Aα = {X ∈

qu’il existe une infinit´e de nombre premiers de la forme 4n + 1.

pα Z

Ex 30: TPE 00

On suppose que p ne divise pas 2t. Montrer que

M´ethode pour r´esoudre une ´equation de B´ezout (exemple : 47u + 111v = 1).

(n−1)(α−1)

|Aα | = p

|A1 |.

Ex 31: TPE 00

n−1

X cos kx

D´

e

terminer

les

solutions

r´

e

elles

de

=0

Ex 13: Mines 97

(cos x)k

k=0

Montrer que si n et p sont des entiers non nuls, p premier :

Ex 32: TPE 00

n

p−1 

X

Soit cn = card{(a, b) ∈ N 2 , 2aP+ 3b = n} o`

u a, b et n sont des entiers naturels.

lπ

nlπ

2 cos

cos

On consid`ere la s´erie enti`ere

cn xn .

p

p

l=0

Calculer sa valeur, son rayon

En d´eduire la valeur de cn .

P de convergence.

P

Indication : Consid´erer ( x2n )( x3n )

est un entier multiple de p.

Ex 8: ENS PARIS 97

Soient a et b deux entiers strictement positifs, estimer le nombre maximal de pas

dans l’algorithme de recherche du p.g.c.d de a et b, en fonction de min(a, b).



Ex 14: MINES 98

D´eterminer le nombre d’´el´ements inversibles de



Z

78Z .



Ex 33: X 01

Z

Nombre de matrices inversibles dans Mn ( pZ

).
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Ex 34: CCP 01

Soit G un groupe fini not´e multiplicativement dans lequel tout ´el´ement x v´erifie

x2 = e.

1) Montrer que G est commutatif.

2) Montrer que le cardinal de G est de la forme 2k .

Ex 35: TPE 01

On d´efinit sur R2 une loi de composition par

(x, y) ∗ (x0 , y 0 ) = (xx0 , xy 0 + x0 y).

1) Etudier les diff´erentes propri´et´es de cette loi.

2) On d´efinit pour tout couple (a, b) de R2 la fonction

f



:



R2

→

R2

(x, y) 7→ (a, b) ∗ (x, y)



Ex 46: Centrale-Sup´elec 03

Nombre de permutations d’ordre 12 dans S7 ?

Ex 47: X 03

Soit

rn =



n 

Y

k=1



1

1−

pk







o`

u (p1 , . . . , pn , . . .) est la suite des nombres premiers.

Montrer que la suite (rn )n∈N tend vers 0.

Ex 48: ENS Paris-Lyon-Cachan 03

Montrer que (Z, +) et (Z2 , +) ne sont pas isomorphes.

Ex 49: Mines-Ponts 03

Sn est le groupe des bijections de [1, n]. D´eterminer les extrema de

σ 7→



Condition sur (a, b) pour que f soit injective, surjective ou bijective.

3) Soit A = Z × Z la partie de R2 . Condition sur (a, b) pour que f (A) = A.



n

X



kσ(k).



k=1



Ex 36: X 01

Soit E un espace vectoriel de dimension n sur un corps fini de cardinal q. On

note SL(E) l’ensemble des endomorphismes de E de d´eterminant 1. Examiner les

propri´et´es de finitude de SL(E), pour arriver finalement au calcul du cardinal de

SL(E).



Ex 50: Centrale-Sup´elec 03

1) a ∈ Z, p premier, p ne divise pas a. Montrer que ap−1 = 1 [p]. On veut montrer

qu’il existe une infinit´e d’entiers non premiers p tels que ap−1 = 1 [p] On fixe a

entier sup´erieur ou ´egal `a 2 et p premier tel que p ne divise pas a(a2 − 1). Soit

2p

−1

.

np = aa2 −1

Ex 37: X 01

2) V´erifier que np = 1 [2p] puis montrer que anp −1 = 1 [np ]

Soit E un espace de dimension finie. Soit G un sous-groupe finie de GL(E). Pour 3) D´emontrer que np n’est pas premier et conclure.

f dans L(E) on pose

Ex 51: Mines-Ponts 03

X

1

f˜ =

gf g −1 .

Calculer

Card G

g∈G

C22n + C62n + C10

2n + · · ·

1) f˜ est-elle bien d´efinie ?

Ex 52: Centrale-Sup´elec 03

2) Montrer que

Soit G un sous-groupe fini de O(E), E espace vectoriel euclidien. On note G+ =

f = f˜ ⇔ ∀g ∈ G gf = f g.

G ∩ O+ (E). Montrer que G = G+ ou Card G = 2 Card G+ .

3) Enonc´e et justification du th´eor`eme de Cayley.

Ex 53: Mines-Ponts 03

4) Montrer que tout sous-espace de E stable par tout ´el´ement de G admet un Soient (a, b, c) trois r´eels strictement positifs tels que

suppl´ementaire stable par tout ´el´ement de G.

1 1 1

Ex 38: ENS Paris 01

abc = 1 et a + b + c &gt; + + .

a b

c

1) Etudier la suite de terme g´en´eral ( 3 + i 4 )n .

5



5



2) Pourquoi la suite est-elle ap´eriodique si arctan( 43 ) 6∈ πQ ?

Peut-on avoir a &gt; b &gt; 1 &gt; c ?

3) Pourquoi arctan( 43 ) 6∈ πQ ?

Ex 54: X 04

Indication : (Donn´ee apr`es quelque temps) s’int´eresser `a Q[i].

On pose le coefficient multinomial

Indication : (Eclaircissement donn´e apr`es un peu plus que quelque temps) si z n = 1





que dire de Q[z] ? Remarque : les indications ne constiuent pas un passage oblig´e.

m!

m

.

=

n

·

·

·

n

n

!

.

1

d

1 . . nd !

Ex 39: Centrale-Supelec 01

n est un entier impair plus grand que 3. Montrer que le groupe An (groupe altern´e)

Montrer que :

etement en dehors de l’esprit

est engendr´e par n−1

2 3-cycles. Reamrque : sujet compl`



X 

du programme.

m

m

(x1 + · · · + xd ) =

xn1 1 . . . xnd d .

n1 · · · nd

P

Ex 40: TPE 01

nk =m

Soit I un id´eal de l’anneau commutatif A. Montrer que

{x ∈ A; ∃n ∈ N∗ xn ∈ I}



Ex 55: E.N.S. Paris 04

1) Un groupe G est dit divisible si et seulement si



est aussi un id´eal.

Ex 41: TPE 02

D´eterminer les sous-groupes de



∀x ∈ G ∀n ∈ N∗

Z

nZ .



Ex 42: Mines-Ponts 02

Soit p un nombre premier, p ≥ 3





1 a b

Z

G = { 0 1 c  ; (a, b, c) ∈ ( )3 }.

pZ

0 0 1



Soit



∃y ∈ G



n.y = x

N



Up = {z ∈ C; ∃N &gt; 0 z p = 1}.

Montrer que Up est divisible.

2) Soit M un groupe tel que

∀x ∈ M ∃n ∈ N∗ n.x = 0.

Notons



1) Monter que G est un groupe.

2) Quel est le cardinal de G ?

3) Ordre de chaque ´el´ement de G ?



Mp = {x ∈ M ; ∃m ∈ N∗ pm .x = 0.

Montrer que M est isomorphe `a un certain sous-groupe de



Q



p∈P



Mp .



Ex 56: T.P.E. 04

(Exercice incomplet, il manquerait trois questions) Soit A un anneau dans lequel

n

x3 = x pour tout x.

Fn = 22 + 1.

1) Montrer que 6x = x + x + x + x + x + x = 0 pour tout x de A.

Montrer que si m et n sont distincts Fn et Fm sont premiers entre eux.

2) Soit A1 = {x; 2x = x} et A2 = {x; 3x = x}. Montrer que A1 et A2 sont des

anneaux

et que A = A1 + A2 . Que dire de xy si x est dans A1 et y dans A2 (ou

Ex 44: Centrale-Sup´elec 03

r´

e

ciproquement)

?

Soit G un groupe d’ordre n et p un nombre premier divisant n. Soit E = {(x1 , . . . , xp ) ∈

p

p

3)

Montrer

que

pour tout x de A1 x2 = x. En d´eduire que A1 est commutatif.

G ; x1 · · · xp = e. D´efinissons sur G la relation

4) Montrer que A2 est commutatif. Que dire de A ?

(x1 , . . . , xp )R(y1 , . . . , yp ) ⇔ ∃k ∈ [1, p] (x1 , . . . , xp ) = (yk , . . . , yp , y1 , . . . , yk−1 ).

Ex 57: Mines-Ponts 04



Ex 43: Mines-Ponts 02

On pose



1) Montrer que R est une relation d’´equivalence sur Gp .

2) Montrer que le cardinal d’une classe d’´equivalence est 1 ou p.

3) Soit r le nombre de classes d’´equivalence de cardinal 1 et s le nombre de classes

d’´equivalence de cardinal p. Montrer

r + ps = np−1 .



Soit n un entier non nul, Nn le nombre de chiffres de n et Sn la somme de ses

chiffres. Encadrer Sn et Nn `a l’aide de ln n.

Ex 58: E.N.S. Paris-Lyon-Cachan 04

D´eterminer les parties P de Z2 telles que

– P ∩ (−P ) = {0} ;

– P ∪ (−P ) = Z2 ;

– P + P ⊂ P.



4) Montrer que le nombre de solutions dans le groupe G de l’´equation xp = e est

divisible par p. Donner un exemple de groupe G pour lequel ce nombre de solutions Ex 59: Mines-Ponts 04

Soit G un groupe fini, A et B deux parties de G telles que Card G &lt; Card A +

n’est pas ´egal `a p.

Card B. Montrer que

Ex 45: Centrale-Supelec 03

Soit n = 1010101 · · · 01 (´ecriture d´ecimale) On appelle p le nombre de 0 de n en

G = AB = {g ∈ G; ∃(a, b) ∈ A × B g = ab}.

´ecriture d´ecimale. Pour quelles valeurs de p n est-il premier ?
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Ex 60: Centrale-Sup´elec 04

Soit n un entier au moins ´egal `

a n. On consid`ere la propri´et´e

(P)



∀a ∈ N



Ex 74: Mines-Ponts 05

D´eterminer les couples d’entiers naturels distincts (x, y) tels que xy = y x . Peut-on

trouver des solutions non enti`eres.



an ≡ a mod n.



1) Montrer que si n est premier P est v´erifi´ee.

2) On suppose n = p1 · · · pr avec pi &lt; pi+1 pour tout i et pi − 1|n − 1 pour tout i.

Montrer que P reste vraie.

3) Appliquer `a 561.

4) Montrer que si n est divisible par le carr´e d’un nombre premier alors P n’est

pas v´erifi´ee.

5) En d´eduire que les nombres v´erifiants P sont ceux d´ecrits `a la question 2.



Ex 75: Centrale-Sup´elec 05

D´eterminer le dernier chiffre de 20042005 .

Ex 76: X 05

1) Calculer

cos

2) Calculer

n−1

X



Ex 61: Centrale-Sup´elec 04

Quel est le dernier chiffre de 20042004 ?



cos



k=0



Ex 62: C.C.P. 04

Z

1) Quels sont les ´el´ements inversibles de nZ

?

Z

2) Montrer que pZ est un corps si et seulement si p est un nombre premier.

Ex 63: X 04

Soit p un nombre premier impair. D´eterminer le nombre de carr´es dans



Z

pZ .



Ex 64: Centrale-Sup´elec 04

Dans Sn (bijections de [1, n]), soit t = (1, 2) et c = (1, 2, . . . , n).

1) Calculer ck puis ck tc−k .

2) En d´eduire que {c, t} engendre Sn .

Ex 65: E.N.S.-Lyon 04

Soit A une R-alg`ebre unitaire de dimension finie.

1) D´emontrer que ∀x ∈ A, ∃a, b ∈ R, x2 − ax + b = 0.

2) Soit x ∈ A tel que x2 ∈ R+ , montrer que x ∈ R.

3) Soit I = {x ∈ A/x2 ∈ R− }. D´emontrer que ∀x ∈ A, ∃!t ∈ R, (x − t) ∈ I.

4) Si x, y ∈ I, α, β ∈ R sont tels que αx + βy ∈ R montrer que αx + βy = 0.

Ex 66: X. 04

Soit E une alg`ebre commutative et unitaire et I un id´eal. I est maximal si et

seulement si ∀J id´eal tel que I ⊂ J, I 6= J alors J = E

1) D´emontrer que I est maximal si et seulement si ∀e0 ∈ E\I, I + e0 E = E.

2) Un id´eal I est principal si et seulement si ∀e1 , e2 ∈ E × I, e1 e2 ∈ E\I. Relations

d’implications entre maximal et principal ?

3) On consid`ere E = C ∞ (R, R) et {I = f ∈ E/f (0) = 0}. I id´eal ? I maximal ?

4) J = {f ∈ E, ∀k, f (k) (0) = 0}. J id´eal ? J maximal ? J principal ?

1

5) On d´efinit f : f (0) = 0 et ∀x ∈ R, f (x) = e− x2 . f appartient-elle `a J ?

Ex 67: E.N.S. Paris-Lyon-Cachan 04

Consid´erons

f : λ 7→



π

3π

11π

+ cos

+ · · · + cos

.

13

13

13

(2k + 1)π

.

(2n + 1)



Ex 77: Centrale-Sup´elec 05

Soit σ1 et σ2 deux permutations de [1, n] et S1 et S2 leurs supports. On suppose

que σ1 et σ2 commutent et que S1 et S2 ne sont pas disjoints.

1) Montrer que S1 = S2 .

2) Montrer que le sous-groupe engendr´e par σ1 est le mˆeme que celui engendr´e par

σ2 .

Ex 78: T.P.E. 05

Z 2

R´esoudre dans ( 36Z

) :





5x − y = 11

3x + 5y = 1



Ex 79: Centrale-Sup´elec 05

Montrer que pour tout (x, y, z, t, u) dans N5 :

x2 + y 2 + z 2 6= (8t + 7)4u .

Indication : Etudier d’abord le cas u = 0.

Ex 80: X 05

On note

an = (1 +



√



2)n + (1 −



√



2)n .



1) Montrer que pour tout entier n an est dans Z.

2) Montrer que (an )n∈N v´erifie une r´ecurrence lin´eaire.

3) Montrer que dan e = n mod 2.

Ex 81: Mines-Ponts 05

Donner un exemple de groupe commutatif non cyclique, d’ordre 9.



1

.

λ − E(λ)



Ex 82: Centrale-Sup´elec 05

Montrer qu’un groupe infini poss`ede un nombre infini de sous-groupes.



1) Trouver les λ dont toutes les it´er´ees par f existent.

Ex 83: Centrale-Sup´elec 05

2) Soit λ un quadratique irrationel. Montrer que

Soit n un entier non nul et A un anneau commutatif. On d´efinit

√

a+ D

Sn (A) = {x ∈ A, ∃(x1 , . . . , xn ) ∈ An x = x21 + · · · + x2n }.

,

λ=

c

√

1) Montrer que S2 (A) est stable par multiplication.

o`

u a, c, D sont des entiers tels que D soit pas entier et c divise D − a2 .

2) Montrer 15 n’appartient pas `a S3 (Z). En d´eduire que S3 (Z) n’est pas stable

3) Montrer que si λ est un quadratique irrationnel, f (λ) est de la mˆeme forme (et

pour la multiplication.

avec le mˆeme D).

3) Soient (a, b, c, d) dans Z4 tel que

4) Ceci permet de d´efinir (an ) et (cn ) par r´ecurrence. Montrer que

√

√

√

a2 + b2 + c2 + d2 = 0 mod 8.

|an | ≤ D ⇒ (|an+1 | ≤ D et |cn+1 | ≤ 2 D).

√

Montrer que a, b, c et d sont tous pairs. En d´eduire que si n ≡ −1 modulo 8 alors

5) Pourquoi a-t-on que si |an | ≤ D `

a partir d’un certain rang, alors la suite est

n n’appartient pas `a S3 (Z). Montrer que n n’appartient pas non plus `a S3 (Q).

p´eriodique ?

Ex 84: Mines-Ponts 05

Ex 68: Centrale-Sup´

√ elec 05

L’entier

1) Montrer que √2 est irrationnel.

10000000000001

2) Montrer que 3 est irrationnel.

3) (Question non transmise par le candidat,√que j’ajoute

pour

donner

une

justifi√

est-il premier ?

cation `a la question pr´ec´edente) Que dire de 2 + 3 ?

Ex 85: Centrale-Sup´elec 05

Ex 69: T.P.E. 05

1) Soit G un groupe multiplicatif tel que g 2 = e pour tout ´el´ement g de G (e est

Z

D´eterminer les sous-groupes additifs de nZ

.

l’´el´ement neutre). Montrer que G est commutatif.

Ex 70: Centrale-Sup´elec 05

2) Soit G un sous-groupe de GLn (C) tel que A2 = In pour tout ´el´ement A de G.

On dispose de 2n + 1 cailloux de masses (m1 , . . . , m2n+1 ). On suppose que quelque Montrer qu’il existe une matrice P inversible telle que P −1 AP soit diagonale pour

soit le caillou qu’on enl`eve on peut faire avec les autres deux tas de n cailloux de tout ´el´ement A de G.

mˆeme masse. Montrer que tous les cailloux ont la mˆeme masse.

3) Quel est l’ordre maximal d’un tel groupe ?

4) En d´eduire que si n 6= m alors GLn (C) et GLm (C) ne sont pas isomorphes.

Ex 71: Mines-Ponts 05

Soit p un nombre premier, diff´erent de 2 et 5. Montrer que p divise un des nombres Ex 86: Centrale-Sup´elec 05

1, 11, 111, 1 · · · 1.

Soit E = {(m, n) ∈ N2 , 3m − 2n = 1}.

1) Si (m, n) appartient `a E et si m ≥ 3 montrer que n est pair.

Ex 72: I.N.T. 05

Soit P un polynˆome de C[X] de degr´e n et Q un polynˆome de C[X] de degr´e m, 2) En d´eduire E.

non constants.

Ex 87: I.N.T. 05

1) Montrer que P et Q ont une racine commune si et seulement si la famille

1) Structure de GLn (R) ?

Soit H un sous-groupe de GLn (R) tel que tout ´el´ement A de H v´erifie A2 = In .

m−1

n−1

(P, XP, . . . , X

P, Q, XQ, . . . , X

Q)

2) Montrer que H est commutatif.

3) Montrer que tout ´el´ement de H est diagonalisable.

est li´ee.

2) Montrer que cette condition ´equivaut `

a la nullit´e d’un d´eterminant que l’on 4) On admet que tous les ´el´ements de H sont codiagonalisables. Montrer que H

est fini de cardinal inf´erieur ou ´egal `a 2n .

explicitera.

2

0

5) Existe-t-il un tel Hde cardinal 2n ?

3) Calculer ce d´eterminant si P = aX + bX + c et Q = P .

Ex 73: Mines-Ponts 05

Montrer que si a est entier et si an + 1 est premier alors n = 2p .



Ex 88: T.P.E. 05

Calcul de (5n + 6n ) ∧ (5n+1 + 6n+1 )



´
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Ex 89: ENS Paris 06

Soit (G, ×) un groupe.

Soit H un sous-groupe de G.

On pose E = {aH, a ∈ G}.

On suppose E de cardinal fini p et on d´efinit la proposition :

(∗) : ∀a ∈ G, a ∈

/ H ⇒ a2 , a3 , ..., ap−1 ∈

/H

1. Montrez que : ∗ ⇒ (H est distingu´e dans G)

2. A-t-on : (H est distingu´e dans G) ⇒ ∗ ?

3. On suppose p premier,

– munissez E d’une loi ∗ v´erifiant : aH ∗ bH = (a × b)H

– montrez que (H est distingu´e dans G) ⇒ ∗

Ex 90: X 06

1) Connaissez vous des triangles rectangles dont les cˆ

ot´es ont des longueurs enti`eres ?

2) Pouvez-vous d´eterminer tous ces triangles ?

3) Pouvez-vous me trouver le plus petit triangle `

a cˆot´es entiers avec un angle de

120◦ ?

Ex 91: E.N.S. Paris 06

Soit G un groupe dont la loi est not´ee multiplicativement. Soit D =&lt; {xyx−1 y −1 ; (x, y) ∈

G2 } &gt; et C =&lt; {x2 ; x ∈ G} &gt;.

1) Montrer que D ⊂ C.

2) On suppose maintenant G =&lt; {x; x ∈ G, x = x−1 } &gt;. Montrer C = D.

Ex 92: E.N.S. Paris-Lyon-Cachan 06

Q

On choisit n dans N, n ≥ 2. Comment maximiser N = i=1 xi avec la contrainte

n = x1 + · · · + xk (k non fix´e).

Ex 93: Centrale-Sup´elec 06

Trouver les fonctions f d´efinies sur N∗ `

a valeurs dans N∗ telles que f (x)f (y) = y x .

Ex 94: T.P.E. 06

Soit (A, +, ×) un anneau tel que ∀x ∈ A x3 = x. Montrer que pour tout x de A

6.x = 0 (n.x repr´esentant l’it´er´e n-i`eme pour l’addition).

Ex 95: Centrale-Sup´elec 06

1) Soit G un groupe multiplicatif (non n´ecessairement commutatif) fini de cardinal

n. Soit H un sous-groupe de G de cardinal p. On note aH = {ah; h ∈ H}. Montrer

que pour tout couple (a, b) de G2 , aH et bH sont disjoints ou ´egaux.

2) Montrer que p divise n (note1 ).

3) On suppose n = pq, p et q premiers et p &lt; q. Montrer que G poss`ede au plus

un sous-groupe d’ordre p (on pourra supposer l’inverse).

4) Soit G un groupe d’ordre 9. Montrer qu’il poss`ede un sous-groupe d’ordre 3.

Montrer qu’alors il y en a un ou quatre distincts.

Ex 96: E.N.S. Paris-Lyon-Cachan 06

Soit (x1 , . . . , x5 ) dans R5 . On note S la collection des xi + xj , i 6= j (on compte les

r´ep´etitions).

1) Quel est le cardinal de S ?

2) Connaissant S, retrouver les xi .

Ex 97: Mines-Ponts 06

Soit E = R∗ × R. On d´efinit sur E la loi ∗ par

(x, y) ∗ (x0 , y 0 ) = (xx0 ,



y0

+ x0 y).

x



1) Montrer que (E, ∗) est un groupe.

2) Pour f : R∗ → R, on appelle Gf le graphe de f :

Gf = {(x, f (x)); x ∈ R∗ }

D´eterminer l’ensemble des fonctions dont le graphe est un sous-groupe de (E, ∗).

3) Soit f une fonction non nulle v´erifiant la condition pr´ec´edente. Soit (x, x0 ) dans

R∗2 , soient M , M 0 et I les points du graphe de f d’abscisses x, x0 et 1. D´eterminer

les points d’intersection de la droite parall`ele `

a M M 0 passant par I avec le graphe

de f . Interpr´etation.

Ex 98: T.P.E 06

Soit I un id´eal (bilat`ere) de Mn (K).

1) Montrer que si A est dans I toute matrice ayant mˆeme rang que A est dans I.

2) Montrer que I contient toutes les matrices de rang 1, s’il contient une matrice

non nulle.

3) D´eterminer tous les id´eaux de Mn (K).

Ex 99: Centrale-Sup´elec 06

1) E(x) d´esignant la partie enti`ere du r´eel x, ´etablir :

∀(x, y) ∈ R2

2)

a)

b)

c)



E(x) + E(y) + E(x + y) ≤ E(2x) + E(2y).



Si α est un entier non nul on d´efinit fα : x 7→ E( αx ).

Prouver que fα ◦ E = fα .

Prouver que fα ◦ fβ = fαβ .

Si p est un nombre premier et m un entier non nul, on note vp (m) le plus grand

entier k tel que pk divise m. Montrer que :

X

vp (n!) =

fpk (n).

k∈N∗



3) Prouver :

∀(m, n) ∈ N2

1 C’est



le th´

eor`

eme de Lagrange



(2m)!(2n)!

∈ N∗ .

m!n!(m + n)!



Chapitre 2



Alg`

ebre lin´

eaire, polynˆ

omes

Ex 100: CENTRALE 97

Soit P un polynˆome de degr´e au plus n − 1 et r ∈]0, +∞[ tels que



Ex 110: CENTRALE 97

On consid`ere la matrice `a coefficients r´eels :



∀k ∈ [1, n] P (k) = rk .



a −b

b a

A=

c −d

d c



1) Exprimer P en fonction de r et des Lk , avec

n

Y



Lk =



i=1,i6=k



X −i

.

k−i



2) Calculer P (n + 1).





−c −d

d −c 

.

a

b

−b a







1) Calculer AtA et le d´eterminant de A.

2) A est-elle diagonalisable dans M4 (R) ? Si oui, donner une base de diagonalisation.

3) Mˆeme question que pr´ec´edemment mais dans M4 (C).



Ex 101: CENTRALE 97

Soit P ∈ R[X] irr´eductible. Soit u ∈ L(E), E de dimension finie tel que P (u) = 0.

D´eterminer la dimension de Vect{uk (x), k ∈ N}.

Ex 111: CENTRALE 97

Ex 102: CCP 97

1) Soit M dans Mn (Z). Montrer qu’il existe N appartenant `a Mn (Z) telle que

f et g sont deux endomorphismes qui commutent, E est un C-espace vectoriel (non M N = In si et seulement si det M = ±1.

r´eduit `a {0}).

On suppose n = 2, on consid`ere l’ensemble des matrices M de M2 (Z) telles qu’il

1) Montrer que tout sous espace propre de f est stable par g.

existe un entier p pour lequel M p = −I2 .

2) Prouver que f et g ont un vecteur propre commun.

2) Donner des exemples de telles matrices.

Ex 103: CENTRALE 97

3) Montrer que M est diagonalisable sur C et qu’il existe une infinit´e de telles

Soit (α1 , . . . , αn ) et (β1 , . . . , βn ) des r´eels deux `

a deux distincts. Soit γ diff´erent des matrices.

αi .

4) Une telle matrice M v´erifie M 12 = I2 .

1) R´esoudre le syst`eme lin´eaire suivant, o`

u (x1 , . . . , xn ) sont les inconnues :

Ex 112: CENTRALE 97

xn

1

x1

Soit M une matrice de M2 (R) telle que det M = 1 et | tr M | = 2. Montrer qu’il

+ ··· +

=

.

1≤i≤n

αi − β1

αi − βn

αi − γ

existe une matrice U dans GL2 (R), de d´eterminant 1 et telle que U M U −1 soit une

des quatre matrices

2) Mˆeme question, en utilisant la fraction rationnelle :

F (X) =



x1

xn

1

+ ··· +

−

.

X − β1

X − βn

X −γ



Ex 104: TPE 97

Soient A et B deux matrices de Mn (C). Montrer que les conditions suivantes sont

´equivalentes :

– AM + B et AM ont mˆeme polynˆ

ome caract´eristique, pour toute matrice M ;

– BA = 0 et B est nilpotente.







1

0



0

1









ou



1 −1

0 1









ou



−1 1

0 −1









ou



−1 0

0 −1





.



Ex 113: CENTRALE 97

Soit u un ´el´ement de L(E) (dim E = n), nilpotent. On suppose qu’il existe un r dans

[1, n − 1] tel que dim ker ur = r, montrer que pour tout p de [0, n] dim ker up = p.

Ex 114: ENSAI 97

R´eduire la matrice







Ex 105: CENTRALE 97

5 −7 3

E est un C-espace vectoriel de dimension n, u un endomorphisme de E. On suppose

0 1 0.

qu’il existe x tel que (x, u(x), . . . , un−1 (x)) soit libre.

4 −5 2

1) Montrer que E est le seul sous-espace vectoriel stable par u et contenant x.

Enoncer et d´emontrer une r´eciproque.

2) Soit v un autre endomorphisme, montrer que u ◦ v = v ◦ u si et seulement si v Ex 115: X 97

m

n

X

X

appartient `a Vect{Id, . . . , un−1 }.

Soient f et g deux polynˆomes de K[X]. On note f =

ai X i , g =

bi X i .On

3) Que dire dans le cas o`

u notre hypoth`ese n’est plus v´erifi´ee ?

Ex 106: ENSAE 97

suppose am bn 6= 0.

Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie E, et dn = 1) Montrer que f et g ont

dim Ker un . Montrer que la suite (dn ) est croisssante, et de moins en moins crois- existe deux polynˆomes U et

sante ; c’est-`a-dire :

dn+2 − dn+1 ≤ dn+1 − dn

pour tout n.



i=0



i=0



un facteur commun non constant si et seulement si il

V de K[X] tels que :



 deg U &lt; n = deg g,

deg V &lt; m = deg f, .



U f + V g = 0.



Ex 107: CCP 97

Si B = tCom(A), alors tout vecteur propre de A est vecteur propre de B (quel que

2) Montrer que f et g ont un facteur commun non constant si et seulement si un

soit le rang de A).

d´eterminant de taille m + n qu’on visualisera, fonction des ai et des bj est nul.

Ex 108: ENSAE 97

Soit E un espace vectoriel de dimension n, f un endomorphisme diagonalisable de Ex 116: MINES 97

E. Montrer qu’il existe un ´el´ement v de E tel que

R´esoudre l’´equation

(v, f (v), . . . , f n−1 (v))



X + (tr X)A = B



soit libre si et seulement si f poss`ede n valeurs propres distinctes.



dans Mn (R).



Ex 109: CCP 97

Soit E un espace vectoriel de dimension 3, et f un endomorphisme de E tel que

f 2 6= 0 et f 3 = 0.

1) Montrer que :



Ex 117: MINES 97

Soit S l’espace vectoriel des suites complexes d´efinies `a partir du rang 1. Soit g

l’application qui `a un ´el´ement u de S associe l’´el´ement g(u) = (u∗n ) avec



{0} ⊂ Im f 2 = Ker f ⊂ Ker f 2 = Im f ⊂ E,

et que les inclusions sont strictes.

2) Montrer qu’il existe une base de E



0

0

0



n



u∗n =



1X

uk .

n

k=1



dans laquelle la matrice de f est :



1 0

0 1.

0 0



1) Montrer que g est un automorphisme de S.

2) D´eterminer le spectre de g.

Ex 118: TPE 97

Si A et B sont deux matrices de Mn (R), que dire du rang de AB ?
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