DYNAMIKA

DYNAMIKA: badanie ruchu ciat materialnych oraz zwigzkow
pomiedzy sitami i ruchem, korzystajgc z poje¢ kinematyki.

SILA - pojecie pierwotne

SILA — wynik wzajemnego mechanicznego oddziatywania
na siebie co najmniej dwoch ciat. Oddziatywania te przeja-
wiajg sie przez wyprowadzenie ciata ze stanu spoczynku
lub zmiane parametréw ruchu ciata juz poruszajacego sie™.

PRAWA NEWTONA (1687)
| prawo Newtona (prawo bezwtadnosci)
Il prawo Newtona (prawo zmiennosci ruchu)

Il prawo Newtona (prawo akcji i reakciji)

Prawa Newtona sg stuszne przy zatozeniu istnienia NIERU-
CHOMEGO UKELADU ODNIESIENIA, zwigzanego z ABSO-
LUTNA PRZESTRZENIA oraz czasu niezaleznego od uktadu
odniesienia - CZASU ABSOLUTNEGO.

Uktad Galileusza, uktad bezwtadnosciowy (inercyjny)

W ZAGADNIENIACH TECHNICZNYCH
UKLADEM ODNIESIENIA JEST ZIEMIA

(w pewnych przypadkach — SLONCE).

! Uwaga — szersza definicja pojecia sity zostata przedstawiona we wprowadzeniu do mechaniki (rozdz. 1).
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DYNAMICZNE ROWNANIE RUCHU
PUNKTU MATERIALNEGO

MASA
(staty wspotczynnik
proporcjonalnosci)

t }
PRZYSPIESZENIE PUNKTU SILA DZIALAJACA NA
wywotane oddziatywaniem sity P PUNKT MATERIALNY
SKALARNIE:
m-a="P
MASA [kg]

PRZYSPIESZENIE [m/s’]

m
SKEA:P=m-a= kg? =1 NEWTON (niuton)

ZASADA NIEZALEZNOSCI DZIALANIA Sl

Przyspieszenie punktu materialnego na ktéry dziatajg sity
P,P,.....P., réwne jest sumie geometrycznej przyspieszen,
ktore miat ten punkt, gdyby kazda z tych sit dziatata na niego
osobno.
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ZAGADNIENIE (ZADANIE) PROSTE

P OBIEKT | X(1).y(t)Z(t)
(punkt, ciato)

-

Znane skutki — nieznane przyczyny

Rozwigzywanie zagadnien prostych:

Dane: réwnania ruchu x=x(t), y=y(t), z=2z(t)

Szukane: sity
P.=m-X

Py:m.y
P,=m-Z

Wypadkowa warto$¢ sity: P = [P? + P2 +P?
Cosinusy kierunkowe wypadkowey:

cos(P,x) = = cos(P,y) - il cos(P,z) = =
R P T p

ZAGADNIENIE (ZADANIE) ODWROTNE

Znane przyczyny — nieznane skutki

Rozwigzywanie zagadnien odwrotnych:

Dane: sity P =P(t), wspotrzedne potozenia (X, y, z), predkosé

P = P(t,% )]

Szukane: réwnania ruchu X=X(), y=y(t), z=2z(t)
m-X =P,
m.y =P METODY NUMERYCZNE
Y ZALOZENIE: P = const
m-Z=P,

05 Dynamika 65



RUCH SWOBODNY

Ruch swobodny nie jest ograniczony dziataniem wiezow:

—
—

m-a=P
Opis ruchu punktu materialnego w ruchu swobodnym we wspoét-
rzednych kartezjanskich przy statej sile czynnej P = const dla
znanego przyspieszenia a(t) = (a,(t),a,(t)) = (x(t), ¥(t)),:

Y P Sktadowe sity P:

Punkt materialny o masie m PX =m- X(t) 2 2
ol ’ P =¥t } P(t) = |[PZ +PZ.

Warunki poczgtkowe: dlat =10
,,,,,,,,, punkt m startuje z potozenia
| | X,=(Xo, Yo) z predkoscig po-
X(® Xo X' czatkowg V, = (Voy,Vy, ).

2

X(t) = X, + Voy 't+&t§,
Wspoditrzedne ruchu punktu: m ’
y R

)=y, +Vyy - 1+—
y() yO (004 m2

RUCH PROSTOLINIOWY PUNKTU MATERIALNEGO:

m P'\
0 K | N
X

Il prawo Newtona:

—

m-a=P — m-aX:PX - m-a=P
Zaleznosci z kinematyki: | Dynamika:
. P =P(t, x, x)
Vi =X m°X=P(t,X,).()
ay = Vx =X X= X(t, Cy, Cz)
Warunki poczagtkowe:
(X)t=0 = Xo, (X)=0 = Vo
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RUCH KRZYWOLINIOWY PUNKTU MATERIALNEGO.
RZUT UKOSNY W PROZNI

Y
Vo~ -
/
\
of & Q=mg
a
Réwnania dynamiczne ruchu dla osi X i Y:
Px=0 P,=-G =-mg
m-x=0 m-y =-mg
Vx=x=C; V,=y=-gt+C, vy-= 9 ctic
X= C1t + C2 Y ° 2 3 4
Warunki poczgtkowe:
(X)io =0 (¥)io =0
(Vy o = Vo -COSQL (Vy oo = Vo *SiNQL
State catkowania:
C,=v,-cosa C,=0 C,=v,-sina C,=0
V, =V, -Sina —gt
V, =V, COSa o0 J
. t?
X =(V,-cosa)-t y=(v,-sina)-t— -
2

Roéwnanie toru:

g 2
=X-tga — X
Y 9 2v3 -cos® a
Analiza ruchu:
Ve Ve
y=0 x=a a=-sin2a a,,=-2 dlac = 45°
g
2 2
x=1a y=h h=Ysin?q h__ =20  dlag=90°
2 29 2g

(rzut pionowy w gore)
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RUCH NIESWOBODNY

Ruch swobodny ograniczony dziataniem wiezow i ich reakcji.
m-a=P+R
RUCH PROSTOLINIOWY PUNKTU MATERIALNEGO:
! _
a

—-A Kievunele vael o
_,._.—P._

)

A
Sk A CZFNNA-

(N\j adkowq Sl‘k
dzrq?l'q]q% U he ?H‘*H:)

[
-

|

E

I

P

Schemat sit w ruchu nieswobodnym prostoliniowym (z uwzglednieniem sit tarcia)

Przyktad ruchu prostoliniowego nieswobodnego:

Réwnanie dynamiczne ruchu dla osi X: | Roéwnanie dynamiczne ruchu dla osi Y:

m-X=Gsino—T m-y =N-Gcosa y=0

N=G-cosa, T=uN=uG-cosa

Przyspieszenie ciata w ruchu nieswobodnym:

m-a=G(sino—p-cosa) — a=g(sino.—pu-cosa)|,

05 Dynamika



St A BEZWEADNOSCI

m-a=P = P-m-a=

Site —m-a, réwng co do wartosci iloczynowi masy
| przyspieszenia punktu materialnego, skierowang
przeciwnie do przyspieszenia, hazywa sie
silg bezwtadnosci lub sitg d’Alemberta.

Tor punktu

materialnego

SILA
BEZWLADNOSCI

Wypadkowa sit
czynnych dziataja-
cych na punkt

ZASADA D'ALEMBERTA

Podczas ruchu punktu materialnego w kazdej chwili
wszystkie sity rzeczywiste dziatajgce na punkt materialny
oraz jego sita bezwtadnosci pozostajg w rownowadze.

;ﬁc‘ ruch

[m i @J Spoczynek  lub _
N2 = jednostajny
r e prosioliniowy
E p m
4—@/-—_ | — - ruch
[ DbF——==
\V \/"T' a>0 przyspieszony
m. F
]T@—> F - ruch
N Y e
N/ @“I a< 0 opdZniony
Gz 777
Dziatanie sity d’Alemberta

Dzieki zasadzie d’Alemberta rownaniom rézniczkowym
ruchu punktu materialnego nadana zostaje postac
réwnan robwnowagi (rbwnan statyki)
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ZASTOSOWANIE ZASADY D’ALEMBERTA

Przykfad:

Przez gtadki krgzek przerzucono lekki, doskonale wiotki sznur, do
ktérego jednego konca przymocowano ciato 1 o masie m,, a drugi
koniec przymocowano do ciata 2 o masie m, lezgcego na chropo-
watej poziomej ptaszczyznie o wspoétczynniku tarcia u. Wyznaczyc
site napiecia S w linie oraz warto$¢ przyspieszenia a, z jakim poru-

szac sie bedg oba ciata.

m, q a

T

I myg

Réwnania dynamiczne ruchu:

T=u-N, N=m,g —>T=pum,g

ma=mg-3S
m,a=S-T

a = g(m, —um,)
m, +m,

S - mm,g(1+ p)
m,+m,

. \
Kierunek
[
X ‘) ruchu
I
\ /
' /
\ /
\ /
\ /
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Réwnania statyki z zastosowa-

(1){

(2){

niem sity d’Alemberta:
>P(x)=0

2P(y)=0 S+ma-P=0

ZP(y)=0 N=Q
_ 4P —KQ
a=9 P+Q
g P-QA+w
P+Q

Q:ng P:mlg

2P(x)=0 S-T-m,a=0
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DYNAMIKA UKLADU CIAL SZTYWNYCH

Uktady punktéw materialnych

Dla uktadu punktéw materialnych w jednorodnym
polu grawitacyjnym srodek masy pokrywa sie ze
srodkiem ciezkosci.

SILY ZEWNETRZNE | WEWNETRZNE W UKLADZIE CIAL
SILY ZEWNETRZNE CZYNNE | BIERNE
Sity zewnetrzne czynne — wywotujg ruch.
Sity zewnetrzne bierne (reakcje wiezéw) — przeciwdziatajg ru-
chowi.
Uktad (zbidr) ciat sztywnych — uklad mechaniczny
SILY WEWNETRZNE W UKLADZIE MECHANICZNYM - sity

oddziatywania miedzy elementami uktadu (sity zewnetrzne dla
danego elementu).

ZASADA RUCHU SRODKA MASY

Srodek masy ciata (uktadu ciat) porusza sie jak punkt
0 masie rownej masie catego uktadu, do ktorego przy-
tozono wszystkie sity zewnetrzne dziatajgce na ciato
(ukfad ciat).
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PED | POPED
Predkos¢ ciata w ruchu jednostajnie przyspieszonym:
V=V +at.
Na podstawie Il prawa Newtona:
m-v - m-vg = F-t.

PED CIALA (ilos¢ ruchu): iloczyn masy i predkosci m-v.
POPED CIALA (impuls): iloczyn sity i czasu jej dziatania F-t.

TWIERDZENIE O PEDZIE | POPEDZIE:

Przyrost pedu ciata rowna sie
popedowi udzielonemu temu ciatu.

ZASADA ZACHOWANIA PEDU:

Jezeli w uktadzie dwaoch ciat dziatajg tylko sity wewnetrzne,
wowczas suma pedow tych ciat pozostaje zawsze stata.

Sity wewnetrzne — sity wewnagtrz uktadu (pomija sie sity pocho-
dzgce od ciat nie nalezgcych do ukfadu).

Ped ciata 1: p; = mj-vy Ped ciata 2: p, = my-v,

Sity wywotujgce zmiane pedu: Fi, F»
lIl prawo Newtona: F; + F, =0

Stad: m;-Vi + My-V, = const.
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PRACA SILY

Pracg sity statej co do wartosci i kierunku na prostoliniowym

przesunieciu punktu przytozenia tej sity nazywa sie iloczyn

wartosci bezwzglednej przesuniecia i miary rzutu tej sity na
kierunek tego przesuniecia.

| =P.8 L=(Pcosa)-s=P-s-cosa

P -7 P
/
X 4 03
A S A,

Gdya=0—> L=P-s [Nm]

2

[L]:lkg'zm-lmzlkg',!n
S S

L=P-s=P,-s, +P,-s +P, s,

=1Nm=1J

T
[N

> e
mZ R
Tl ~U
2]
=
[l
0!
n!
[l
R
I__I)
Iao]
N S
n!
[l
H-Ul
n!
+
N
n!
+
_|_
=}
0!

Prac wypadkowe;j sit przytozonych do danego punktu
jest rowna sumie prac poszczegolnych sit.

PRACA SitY W RUCHU OBROTOWYM

Praca sity w ruchu obrotowym réwna jest iloczynowi momentu
sity wzgledem osi obrotu i kata, o jakie obrdci sie ciato:

L=M_-o ¢=w-t [rad]

M. — moment sity wzgledem osi obrotu
w — predkosc¢ katowa [rad/s]
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PRACA Sit. CIEZKOSCI

Jednorodne pole sit ciezkosci (w obszarze o rozmiarach
matych w poréwnaniu z promieniem Ziemi R = 6 371 km).
Praca wzdluz tuku AAz: L= [(P,dx+P,dy +P,dz)

A1A2

Praca wykonana przez site ciezkosci m - g dziatajgcg na punkt
materialny o masie m, przy przejsciu punktu z A; do A..

/

O e T T T T T T T~

Zatozenie: P.=P,=0 P,=-m-g
Praca sity P na skonczonym odcinku tuku A;A>:

L= [(Pdx+P,dy+P,dz)=-m-g [dz=m-g-(z,-Z,)

AA, AA,

Praca L nie zalezy od ksztattu toru po ktorym porusza
sie punkt materialny.

Prace L w jednorodnym polu sit ciezkosci
(grawitacyjnych) nazywa sie energia potencjalna.

L:V1_V2 :mg(zl—zz):mgh
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MOC

Moc — praca wykonana przez urzadzenie w jednostce
czasu. Moc jest miara przydatnosci silnika (maszyny).

dL=P.d§ ——— 5 ds
dl - ds = _ a Y
N=—=P.—>=P.V
dt dt
N=P.-V=P-v-cosa gdy a=0 N=P-v
2
[N]:E:kg 3m =1W WAT — jednostka mocy
S

W praktyce moc maszyn mierzy sie w kW (kilowatach, 1 kW =
= 10° W) i MW (megawatach, 1 MW = 10° kW = 10° W).)

W praktyce stosuje sie tak ze podawanie mocy w koniach mechanicznych

(1 KM =0,7355 kW, 1 kW = 1,36 KM). KM — jednostka spoza ukfadu SlI.

Jezeli moc N wyrazona jest w kW, pred- N N N
ko$¢ obrotowa n [obr/min], to wytwarzany M= o  mn 9555 n [N-m]
moment obrotowy wynosi: 30-100

Przykfad: Obliczy¢ prace wykonana w t = 5 min przez koto
pasowe o r = 1,8 m wykonujgce n = 120 obr/min. Sity na-
ciggu w pasach wynoszg: S; = 3600 N, S, = 7200 N. Obli-
czy¢ moc wykonywang przez koto pasowe.

Sw LIMO'(P
I\/Io :(Sl_Sz)'r
- M, = (7200 — 3600)-18 = 6480 N-m

PRACA: droga w czasie t = 5 min:
¢=2nmn-t=27-120-5=3769,9 rad

L=M, ¢=6480-37699 =2443-10" Nm

MOC = PRACA/CZAS t=5-60=300s

7
N = L_2443100 8143-10"W = 81,43 kW
t 300

M, -2n-n _6480-2r-120
60 60

Inaczej: N=M, - o = =8143-10" W.
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SPRAWNOSC

L — praca (energia) dostarczona do urzgdzenia (maszyny)
L, — praca uzyteczna
Ls — straty pracy (energii), tarcie, opory

L=1L,+ L
Sprawnoscig maszyny nazywa sie stosunek:
L L
=4, = —.100%
7L TEL TR

Maszyna idealna: n = 1.
Sprawnos¢ maszyny ztozonej:n=n1-N2-M3 " .... Nn-
Definicja sprawnosci oparta o moc:

N N
=, =—4.100%
n N n N 0

Moc uzyteczna maszyny: N, = n-N.

ENERGIA KINETYCZNA
Z prawa pedu i popedu, dla vp = 0: Ft=m-wv-mO.

Droga przebyta przez ciato w czasie t
rowna sie iloczynowi sredniej predkosci v | czasu:

:V+V°t=%v-t.

s=v, -t
Praca wykonana na rozpedzenie ciata i nadanie predkosci v:
m-v v-t 1 1 5
L=F-S=——=—m-v.Vv=—m-V".
t 2 2 2
W ruchu postepowym ciato o masie m i predkosci v posiada
energie kinetyczng Ei, rowng nagromadzonej pracy:

E, :Emvz_
2
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ENERGIA KINETYCZNA

Energia kinetyczna i — tego punktu materialnego:

2
E = Vi)
2

Energia kinetyczna uktadu punktéw materialnych:

m. - v’

2

E=2E=2

Energia kinetyczna ciata w ruchu postepowym:

_m-v
2
m — masa ciata, vs — predkos¢ srodka masy ciata

E

Energia kinetyczna ciata w ruchu obrotowym:

2
J o

2
JL — moment bezwiadnosci ciata wzgledem osi obrotu
o — predkosc¢ katowa ciata

=

Energia kinetyczna ciata sztywnego w ruchu ogolnym:

:m-v§+JL-m2
2 2 |

Vs — predkos¢ srodka masy
J. — moment bezwtadnosci ciata wzgledem osi chwilowego
obrotu, przechodzgcej przez srodek masy,
o — chwilowa predkosc¢ kagtowa wokoét osi chwilowego obrotu.

E
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TWIERDZENIE O ROWNOWAZNOSCI
PRACY | ENERGII KINETYCZNEJ
Przyrost energii kinetycznej ciata sztywnego w skonczonym
przedziale czasu jest rowny sumie prac, ktére wykonaty w

tym samym czasie wszystkie sity zewnetrzne dziatajgce na
to ciato.

El — Ez — I—1—2

E. — energia kinetyczna w chwili ty,
E1 — energia kinetyczna w chwili t;,
>

ENERGIA MECHANICZNA:
suma energii kinetycznej i potencjalnej E + V.

W czasie ruchu punktu materialnego w zachowawczym polu sit
energia mechaniczna pozostaje wielkoscig stata.
Pole zachowawcze (potencjalne) — pole sit, w ktérym praca
zalezy od potozenia poczatkowego i koncowego, nie zalezy od
postaci toru punktu (patrz: praca sit ciezkosSci).

ZASADA ZACHOWANIA ENERGII MECHANICZNEJ

Podczas ruchu punktu materialnego w zachowawczym
polu sit, jego energia mechaniczna jest wielkoscig stata.

El_EZZVl_VZ
E,+V,=E +V,

SiLY ZACHOWAWCZE | NIEZACHOWAWCZE

SIitY ZACHOWAWCZE (POTENCJALNE) — praca wykonana
przez te sity nad punktem materialnym poruszajgcym sie po
dowolnej drodze zamknietej jest rowna zeru (sity ciezkosci).

SILY NIEZACHOWAWCZE - praca wykonana przez te sity nad
punktem materialnym poruszajgcym sie po dowolnej drodze
zamknietej nie jest rowna zeru (opor powietrza, sity tarcia).
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MOMENTY BEZWLADNOSCI

Momenty bezwtadnosci charakteryzujg rozktad w prze-
strzeni masy danego uktadu punktow materialnych lub

bryty.
Bryta
jednorodna —
% . RUCH
: : POSTEPOWY
Bryta
niejednorodna e
L RUCH PLASKI
— (postepowy +
- obrotowy)

Na skutek nierbwnomiernego rozktadu masy, przy tej
samej masie wystepujg rozne rodzaje ruchu.

/

n
PR
@

=
2 a

[pxdV, [pxdV, [pxdV| masowe momenty statyczne
V V V

m=[dm=[pdV  p-gestos¢ ciata [kg/m’]
V \Y

Momenty bezwtadnos$ci charakteryzujg rozktad
W przestrzeni masy ciata materialnego.

Centralne osie bezwtadnosci — osie wzgledem srodka masy.
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Myslowo wydzielony
~~~~~ o2 element ciata

/<

DEFINICJA MOMENTOW BEZWLADNOSCI WZGLEDEM
OSI UKLADU XYZ:

J, = [h®dm = [ph®*dV = jp(x2 +y2)dV Jo=[p-Z2dV + [p-y%dV
v v Y v v

J, =jp(y2 +22)W J, =[p-Z2°dV+ [p-x*dV
\Y \% \%

3, = [plz% +x2)av J, =[p-x°dV+[p-ydV
Vv \Y \

DEFINICJA MOMENTOW BEZWLADNOSCI WZGLEDEM
PLASZCZYZN UKLADU XYZ:

J,,=[x*dm J,=[y*dm, J, =[z’dm, dm=pdV
\% \Y \Y

Wymiar momentu bezwladnosci: 1kg - m.

Moment bezwtadnosci wzgledem osi rowny jest sumie momen-
tow wzgledem dowolnych dwoch wzajemnie prostopadtych
ptaszczyzn przecinajgcych sie wzdtuz tej osi.

BIEGUNOWY MOMENT BEZWLADNOSCI:
J, = [ridm = [p(x? +y? + 2% )dV = %(JX +J, +J,).

DEWIACYJNE MOMENTY BEZWLADNOSCI
w uktadzie osi XYZ:

D, =[xydm, D, =[xzdm, D, =[yzdm
\% \% \%

Momenty osiowe i biegunowy sg zawsze dodatnie, momenty
dewiacyjne — mogg by¢ dodatnie, ujemne lub rowne zeru (przy-
padek szczegdélny - GLOWNE MOMENTY BEZWELADNOSCI).
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CHARAKTERYSTYKI GEOMETRYCZNO-MASOWE WYBRANYCH
JEDNORODNYCH FIGUR PLASKICH ORAZ BRRYL

z Masa: m = A-L
A — gestosé liniowa preta [kg/m]
X 1 1
J =J, =3, =—mL" J =J,=J,=—mL
c c cYe 12 3
Masa: m = u-L
u — gestos¢ powierzchniowa masy [kg/mz]
. = L, J, =3, =3, =3, = imLZ
7 Z, Masa: m = p-bh
J, =J, =imh2, J =3, =imb2,
o m ‘ e 12 ‘ e 12
=
C
1Y 3, = Em?+h?)
o [e 12
2 Y Jy:JXy::)l,mhz, JZ:JXZ:;me
_ 1
z Z, Masa.m:p-abh
& BN 3, =3, = tmh?, 3, =3, = Smp?,
C Y c e 18 c cse 18
<~ X O- c
gl | 3 = Ltm@+h’), D, = mbh,
Y * 18 36
A
JYch = DXCZC = Dxcyc =0
Zﬁ 7 Masa: m = p-abc
Cc
u — gestos¢ objetosciowa masy [kg/m3]
o x =2 b .
S e ©2 © 2 ¢ 2’
i Xe Jo=tmat 3 =Ltmp? 3 = Ltme?
1Y g2 TR 12 T TR
a
X b Dy, =Dy, =Dy, =0
- Masa: m=p-nar’h
N
ey J,=J, :}mrz, J, :imcz, J, :Emrz,
a C YeZe Ze 4 Ye 12 c 2
v D,, =D,, =D, =0
X
81
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