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1 Intérét du probléme

Un armateur met 'un de ses paquebots en vente publique. Il se charge lui-méme d’aller
demarcher des acquéreurs et se réserve le droit d’accepter ou de refuser leurs offres de maniére
a réaliser un profit maximum. Etant trés pris par ses affaires, il ne peut rendre visite qu’a un
acquéreur par mois, et celui-ci lui fait une offre le ler jour du mois. Afin d’éviter certaines
pratiques malhonnétes, les offres d’achat que 'armateur recoit ne sont pas rendues publiques.
Cependant, 'armateur ne doit pas attendre trop longtemps pour accepter une offre. En effet,
il doit d’une part tenir compte du fait que son paquebot, en attendant d’étre vendu, est en
mouillage dans la rade de Saint-Nazaire ce qui lui cotite m K-€ par mois. D’autre part, il ne
doit pas non plus négliger le taux d’inflation mensuel de « €]0;1[, en un mois, la valeur d’1
€ passe a (1+ «).

On a donc :

— m € R% : Le cott du mouillage du bateau (en milliers d’euros) dans la baie

~ « €]0; 1] : Le taux d’inflation mensuel

2 Modélisation

Afin de pouvoir comparer les gains associés a chaque offre, il s’agit tout d’abord de les
actualiser en les replacant sur une méme période de temps, par convention celle du mois n =
0. Alors, chaque offre d’achat étant supposée étre 'une des réalisation d’une variable aléatoire
et, dans la mesure ou il n’est pas possible de prévoir les montants des offres d’achat, 'armateur
décide de définir sa stratégie optimale comme étant une stratégie financiére qui maximise son
gain actualisé moyen.

On note X,, la variable aléatoire qui désigne le montant, exprimé en K-€, de la n-iéme
offre d’achat.

Pour le mois n > 0, le gain actualisé pour ’armateur est :

X, m
(I+a) ; (14 )t

La stratégie de vente optimale correspond au moment 1" € N pour lequel le gain moyen est
maximisé. La stratégie revient au choix du moment auquel vendre le bateau. Cette stratégie
est modélisée par une variable aléatoire T' & valeur dans N.

On se réduit au cas ot T € © ou O est I'ensemble des (F,)nen temps d’arréts presque
stirement finis. Ici, (F,)nen représente la filtration naturelle du processus (X, )nen, ¢’est donc
o(X1, X, ..., X;), c’est-a-dire la plus petite tribu rendant (X7, ..., X;,) mesurable.

Pour tout T' € ©, on définit alors la gain moyen par I’espérance du prix de vente actualisé
au temps d’arrét T' actualisé moins le cotit de mouillage actualisé.

X7 " m
(1—i—a)T] -2 (1+ a)

=1

u(T) =E[



1l s’agit alors de trouver la stratégie optimale de vente, i.e le temps d’arrét T' qui maximise
ce gain moyen.

On fait par ailleurs, 'hypothése que (X,,)nen est une suite de variables aléatoires indé-
pendantes et de méme loi intégrable, de densité positive sur |A;4+oo[ ot A > 0 et A est
grand.

3 Une stratégie de vente optimale

Pour tout 7 > 0, on note T'(7) le (F,,)n>0-temps d’arrét presque sirement fini défini comme
suit : .
T(r)=inf{n>0: X, + — > 71}
e

m
On remarque alors que X,,+— est en fait la partie aléatoire du gain actualisé de ’armateur.
Q@
En effet,

1
X, _n m_ X, m _(1+a)n
(1+a) Z;(Ha)i 1+a)" (1+a) 1
1+a
Xy m 1 .,
_(1+a)n_a<1_(1+a)>
1 m m
:(1+a)n<X”+E>_E
Zn

m
On note donc cette partie "aléatoire" du gain moyen par la variable aléatoire Z,, = X,,+—,

@
Vn > 0. Z est alors un variable aléatoire de méme loi que Zy et G la fonction de répartition
de Z. On peut alors réécrire le temps d’arrét par rapport a Z :

T(t)=inf{n>0:2, > 71}

Le temps d’arrét correspond au premier moment a partir duquel le gain moyen atteint ou
dépasse une certaine valeur dépendant de 7.

On calcule alors le gain moyen pour ce temps d’arrét T'(7) en utilisant la variable aléatoire
YA

Zr(r) m =z
w(T(r)) =E [(1 n a)T(T)] - =E kZO Ata) L=k

Or {T(r) = k} = |NEg{% < 7} {2 > 7}



d’ott on déduit que

+00 k—1
wT(r)) =E [Z @f’;)kﬂ { Nz <2 > }H -z

k=0

De plus, la suite (Z;,),>0 est une suite de variables aléatoires indépendantes car c’est une
transformée de (X,,)n>0 qui est une suite de variables aléatoires indépendantes.

On a donc,

+oo k—1
Z m
u(T(r)) =E [Z (1 _,_ka)k H ]l{Zi<T}]l{Zk’>T}]
i=0

k=0 a
Et d’aprés Fubini,

+o00 1
Zy, -
w(T (7)) = kZOE m g ]l{Zz’ST}]l{Zk>T}] -
+o00 1 k1 N
- k=0 m E) E [H{Ziéfr}] E [an{Zk>7—}] -

(Par indépendance des Z; et linéarité de 'espérance)

On remarque alors que E [1{Z; < 7}] = P(Z; < 1), et comme les Z; suivent tous la méme
loi, H?;ol P(Z; < 1) = P(Z < 71)* ce qui donne :

Et comme, 1 +a > 1 et G(7) <1 la série <Z§:o( G(r)

e a)i>k converge. On a donc :

p(T()) = E[Z1(z5m] — gy — =




Ce qui donne le résultat présenté dans le probléme :

W(T(7) =B [Z172r)] H;f;g() -z 1)

On cherche alors & expliciter E [Z 1y Z>T}]. D’aprés le théoréme de transfert,
E [Z]I{Z>T}:| = /RHJ]II>T %(Z') dx

— —
densité de Z

T 9G
= /T m%(m)dx

oG
Or les — est une fonction continue, par IPP on obtient :

ox
+oo
E [Z1(75m] = [-(1 - G(x))a]+* + / (1 - G(a))dz

d’ou

T——+00

+oo
E[Z1iz>m] = lim (—(1—=G(x))+7(1—G(7)) + / (1-G(x))dx

Or liT (=(1—=G(z))) = 0 car on suppose que G converge vers 1 a une vitesse exponentielle
T—r+00

ce qui est cohérent compte tenu de la défnition de X.

On en déduit donc :
+oo
E [Z1(75m] = (1 - G(r)) + / (1- G(x))dz @)
En réinjectant (2) dans (1), on obtient :

“+00

(1 - G(r) +/ (1- G))da| - ™ (3)

- o

W) = e |

B 14+ a+G(7)

G étant dérivable en tant que fonction de répartition d’une variable aléatoire a densité (on
note g sa dérivée), la fonction précédente u(T(t)) est dérivable sur R™ par rapport a t. On a
donc pout t € RT :



e Feo
W) = e - o)+ [ - G

(1+a)
THat Gl (1= G(t) —tg(t) — (1 - G(1))]
D’ou
+o0
W(T(D) = 0o Hj(—?G(t) [t(l —G() +/t (1— G(x))dac] —tg(t) =0

+o0
Stl+atGi)=t1—GE)+ /t (1 - G(z))dz

S ot = /t‘"@o (1 —-G(z))dz

Il reste & montrer que le point v qui vérifie cette égalité est un maximum global.

3.1 Montrons que 7'(7y) est une stratégie de vente optimale

Dans un premier temps, remarquons que E (max(Z,7v)) = v+ a. En effet,

Et d’apres (2)

Et par définition de v :
E (maz(Z,v)) = v+«
On consideére ensuite le processus suivant :

max(Zn, )

Y N,V, =
nel (1+a)



Montrons qu’il s’agit d’une surmartingale :

vn € N, V,, est F,,-mesurable car Z,, est Fj,-mesurable
V,, est intégrable pour tout entier n (cf ci-dessus)
Vn € N,

maz(Zp+1,7)

E[Vpi1|Ey] =E | ——— U Fy
[ +1‘ ] (1+()[)n+l ’
maz(Xpi1 + —,7)
=K o |R,
(14 )l
OI", Xn+1 1 O'(Xl, ,Xn) d’ou
max(Zn+1,’y)
E\Vpi|Fy =E | —————=|F,| = E|V,
Vsl &[22t | gy,

Par ailleurs, v < max(Z,,~) par définition

= (I+a)y < (1 +a)maz(Zn, )

Or (1 + )y = E[maxz(Z,v)] d’apres (4)

= E[maz(Z,v)] < (1 + a)maz(Zy, )

Or Z, et Z,4+1 ont la méme loi

= Elmaz(Zn+1,7)] < (1 + a)maz(Zy, )

et en divisant pas (1 + )" >0

= ]E[VnJrl] < Vn

et on sait que E [V,,41|F,] = E[V;,41]



Donc (Vy,)n>0 est une surmartingale (par rapport a la filtration o (X1, ..., X,)).
T étant un temps d’arrét, on sait que (V,1), < 0 est également une surmartingale (cf cours
processus). On a donc U'inégalité suivante Vn € N,

E[V,[] <E[Vy] =E[W] =~(1+a) & E[V,] <~(1+a)¥neN

On admet ensuite que lim E[V,]] = E[V7]. On a alors

n—-+o0o
E[Vr] <~v(1+4a) (5)
Et
maz(Zr,y) Zr
>
I'="03aT Z0+al
Zr m
> _ - -
:>VT_(1+a)T acara>0
= E[Vy] > E 21
el
Zr
En reprenant (5),on a: E {(1 n a)T} <y(1+a)
1 + « oo m. ., .
et w(T(v)) = TTa—G() (1 -G()) +/ (1 -G(z))dz | — . d’ont
v
ary par déﬁ;ition de v
14+« m
wWT(y)) = T+a-G0) (v —1G(v) +av) — o
14+« m
“Tra—am e my
m
=7(1+a)- o

On a donc en reprenant l'inégalité (5) et en soustrayant ™ des deux cotés :
«
VT € ©, p(T) < u(T(v)) (6)
CarE | —20 | =™ _ (1) et v(1 +a) — ™ = u(T(7))
(1 + O[)T a - lu’ /y « - .LL ry

T est donc bien un stratégie de vente optimale.



4 Estimation de Gamma -y

Apres avoir déterminé la stratégie de vente optimale, il s 7agit de déterminer la valeur du
parameétre pour une densité des (X, ),en donnée. Cette densité est sensée modéliser le montant
de la n-iéme offre d 7achat. Le paramétre - est estimé de la maniére suivante : le paramétre
est défini comme 'unique racine de ’équation F' = 0 avec F définie pour tout ¢t € R par

Flt) = at - /too(l — G(s))ds

Soit Gy, la fonction de répartition empirique induite par les observations Z,...,Zp, i.e
1 n
Gn(t) = - Z; 1iz.<n
1=

L’estimateur naturel de la fonction F est alors F), définie pour tout t par

n

B(t) = at — /tooa — Culs))ds = at — =S (Zi - )40

n-<
i=1
. _ . Ao 1
On considére alors l'estimateur 4, tel que F,(4,) < —.

Pour estimer ~, nous allons en premier lieu choisir une densité simple. Nous pourrons alors :
— Calculer la véritable valeur du paramétre
— Avec des simulations, estimer la valeur de 4,
— Observer la précision de notre estimateur
On appelle cette densité fx et on la définit comme la densité d’une loi exponentielle de
paramétre 1. On a donc

fx(x)=0siz <0
=exp(—xz)sixz >0

11 s’agit dés lors de trouver la fonction G, fonction de répartition de Zy, avec la variable
m
aléatoire (Z,)nen définie telle que Z,, = X,, + —. On obtient donc aprés calculs :
Q

G(ac):Osi;zc<m
o'

=1—exp(—x) siaUZm

a

On rappelle que la vraie valeur du paramétre v est définie comme 'unique racine de
I’équation F' = 0 avec F définie pour tout ¢ € R par

F(t) = at — /toou _ G(s))ds

10



Ce qui équivaut, en remplacant G par sa vraie valeur, a :

m -m. . m
at=— —t+exp(—)sit<—
« a a

) m

=exp(—t)sit>—

o
On choisit alors une valeur pour les parameétres m (cott du mouillage dans le port de Saint-
Nazaire par mois en milliers d’euros) et a(taux d’inflation mensuel). On prend arbitrairement
m =1et a =0,02, on prend un taux anormalement élevé pour faciliter les calculs. On a alors

— = 50 et notre équation se réécrit :
«

0,02t = 50 — t + exp(50) si ¢ < 50
= exp(—t) si t > 50

On sait que cette équation posséde une unique solution sur R, cette solution ce trouve
clairement sur I'intervalle [0,50[ la deuxiéme équation ne possédant pas de solution pour ¢ > 50
. On obtient donc dans le cas d’une loi exponentielle de paramétre 1 :

’Y_a(l—i—a) P

En remplacant par les valeurs des paramétres,
v 249,02

Intéressons-nous désormais & I’estimateur que l'on obtient pour n = 100. En implémentant
la procédure décrite au début de cette partie sous le logiciel R (voir le code en annexe), on
obtient :

4 = 50,035

L’estimateur semble donc consistant car 1’écart est trés faible et il est bien comnsistant,
chose qui se démontre rigoureusement mais qui fait appel & des résultats non vus en cours
(théoréeme de Dini notamment). Ce résultat permet donc a 'armateur de définir une stratégie
de vente optimale. En effet il peut dés lors savoir & partir de quel montant il doit accepter I'offre
afin de maximiser ses gains. Ici nous sommes dans un cas particulier, la valeur de  trouvée
impliquerait que 'armateur vende son bien dés la premiére offre supérieure a 0, cela est due au
choix de la densité, en effet la valeur prise en moyenne par une variable aléatoire suivant une
loi (1) est 1, sachant que le coiit du mouillage est également de 1 par mois (en milliers d’euros
toujours) il est logique de conserver son bien le moins longtemps possible sachant que notre
perte va probablement augmenter le mois suivant (plus les mois avance plus la probabilité
d’avoir une offre qui compenserait les pertes dues au mouillage est infime). Nous rappelons
que cette densité a été choisie dans un souci de concision (elle permet de calculer facilement

11



Densité d'une loi du Khi-deux a k degrés de liberté

la vraie valeur du paramétre ) et non de réalisme, on peut par exemple tenter de modéliser
le montant des offres d’achat par une loi dont l'allure de la densité correspond davantage a
notre cas de figure : la loi du khi-deux (cf graphe). Par ailleurs, il s’agit de choisir un degré de
liberté (qui est aussi espérance) proche du prix moyen d’un bateau afin d’avoir un résultat
représentatif.

Dans le cas d’une loi du khi-deux & 10 degrés de liberté, on obtient :

4 = 61,42

L’armateur accepte donc l'offre dés qu’elle dépasse 11 420 euros. Enfin, on peut également
calculer la durée moyenne de cette opération commerciale optimale et son gain actualisé moyen
grace aux formules que 'on rappelle :

_ GOy =
1-G(v)

YL+ a) = = = u(T())

Dans notre cas précis, la durée moyenne de cette opération commerciale est :

ET'(v)

ET(y) = 2,07, comprendre 2,07 mois

12



. Le gain actualiseé moyen est :
w(T(y) = 12,65, comprendre 12 650 euros.

Notons que ces résultats sont dépendants du choix de la densité initiale, plus elle est sera
représentative de la vraie situation, plus notre simulation sera significative.

13



5 Annexe

5.1 Code R de la partie IV : estimation de Gamma

#on définit les paramétres

n=100

m=1

alpha=0.02

#on simule X et on définit Z & partir de X
x=rchisq(n,10) #Ici une loi exponentielle de paramétre 1
z=x+(m/alpha)

z=x+(m/alpha)

#on définit les paramétres
n=100
m=1
alpha=0.02
#0n deéfinit F
F<-function(t,n,z)
{
#0n créer un vecteur d’indicatrice sur Z comme convenu
I=vector(length=n)
for (i in 1:n){
I[i]=ifelse(z[i]>t,1,0)
}
F=(alphax*t)-(1/n)*sum(I*(z-t))
return (F)
}
#0n deéfinit une fonction de recherche de 1l’estimateur
gamma<-function(n)
{
t=48 # point de départ choisi proche de 50 car notre résultat devrait en &tre proche
while (abs(F(t,n,z))>1/n){
t=t+1/1000} #On fixe notre pas
return(t)
}
#Calcul la durée moyenne de 1l’opération
E=pchisq(61.42-50,10)/(1-pchisq(61.42-50,10))
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