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Question 1: Simuler de façon uniforme une permutation de l’ensemble         

Algorithme : 

Entrée :                    

 

(i) Simuler          ,   nombres tirés uniformément sur l’intervalle [0,1] 

(ii) Former la liste [(1,            ] 

(iii) Faire un tri fusion de cette liste par rapport au deuxième argument de chaque couple : 

[           ),…,            )], 

(iv) Former à partir de la liste triée, la liste suivante : 

[            . 

 

La liste [             est bien une permutation de l’ensemble        , et elle a été tirée 

uniformément parmi toutes les permutations possibles car les           sont i.i.d sur [0,1]. 

 

Complexité : le tri fusion s’exécute en           , donc l’algorithme de génération d’une permutation 

tiré uniformément parmi toutes les permutations est en             

 

Question 2: Simuler des grilles de sudoku. Donner la nature de l’algorithme, discuter de son 

efficacité et l’améliorer 

 

Algorithme de création de grilles de Sudoku – Version 0 : 

 

Entrée :      

Algorithme : 

              (la matrice que l’on remplit au fur et à mesure qui sera le sudoku) 

    

Tant que       

(i) Simuler une permutation   et placer cette permutation à la ligne   de la matrice   

(ii) Si cette permutation convient par rapport à celle du dessus (aucun conflit sur chacune des 

colonnes) : 

      

  Sinon:   

    

Retourner la matrice  . 

Temps d’exécution de l’algorithme version 1 pour un sudoku     :  Très long  

Cet algorithme est mauvais pour plusieurs raisons. La principale, est que la génération de la dernière 

ligne sera en général assez dure. En effet, une fois les     lignes remplies, il n’y a qu’une seule 

solution pour la  -ième ligne. En tirant uniformément parmi les permutations de       , la 

probabilité que la permutation tirée convienne est : 
 

  
 . Pour    , il y a 362880 permutations 

possibilités, et chaque test coute d’une part la génération de la permutation (          , et aussi la 

verification des conflits  sur chaque colonne :             Il est donc impératif d’améliorer cet 

algorithme. Notons que cet algorithme est une heuristique (question posée dans l’énoncé). 
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Algorithme de création de grilles de Sudoku – Version 1 : 

Une première chose à dire est que l’algorithme version 0  est affaibli par le fait qu’il ne retient rien en 

mémoire. En effet, la génération d’une permutation à l’étape   ne tient pas compte des     

permutations tirées précédemment. Nous allons utiliser les listes chainées afin de remédier à ce 

problème. Les nombres tirés dans une certaine colonne pour les lignes précédemment remplies ne 

pourront plus être utilisés dans cette colonne (Cf. exemple à la suite du principe de l’algorithme). 

Principe:  

Entrée:     

Variables : M une matrice qui représente le sudoku 

Références :   listes chainées (notées           contenant les entiers de          

 Etape 0:  

Pour la première ligne on génère une permutation tirée de façon uniforme parmi les permutations 

de l’ensemble         . 

Pour       : 

 Supprimer     dans    (*on ne pourra plus utiliser     dans la colonne  =1… *) 

    

Tant que i     

Etape  :  

Création d’une liste chainée    contenant les   premiers entiers 

Création de références sur les    que nous noterons les     

Tant que          

Tirer un nombre   aléatoirement dans    et un nombre   tiré aléatoirement dans     

   Placer   à la position             .  

Supprimer   dans     

Supprimer   dans               . 

(*Si l’algorithme tombe sur un    vide lorsqu’il tire, le remplissage est « mauvais », 

l’algorithme  s’arrête et recommence au début de l’étape  ). 

Pour       : 

 Supprimer     dans    (*Permet de réduire le nombre de possibilités pour les lignes 

suivantes, réduit donc le nombre de « mauvais » remplissage*) 

         

 Etape k-1 : 

   On remplit la dernière avec ce qui reste dans les    qui sont tous réduits à un singleton 

 Pour       :  

        =      

 Retourner M 

Temps d’exécution de l’algorithme version 1 pour un sudoku       : 4 secondes 

Cet algorithme est bien plus rapide que le précédent car il ne teste aucune permutation qui ne 

marcherait pas, en fait il n’en « teste » aucune, car on évite tout algorithme de vérification qui serait en 

plus à priori en            pour la chaque ligne   ce qui correspond à une complexité totale en 

     . On évite également un algorithme de générations de permutations qui est en             . Du 

temps sera surement perdu à tenter de remplir une ligne (si la ligne ne convient pas, l’algorithme s’en 

rend compte avant de finir le remplissage de celle-ci car il tombe sur un      vide) ce qui fait qu’il 

n’aurait jamais à vérifier si une ligne convient. Ci-dessous un exemple explicatif. 
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Exemple : 
   
   
   

 

Disons que nous remplissons la 2eme ligne. On a : 

        ] 

  
        

          

  =[1,2,3]  

 

On tire        , on remplit : 
   
   
   

 

      ] 

  
        

        

          

 

On tire        , on remplit : 
   
   
   

 

      ] 

  
      

       

        

On tire     mais       , l’algorithme s’arrête et recommence. Avec ce procédé il ne testera jamais 

de permutation car il sait qu’elle convient si au  cours du remplissage il ne tombe jamais sur  

      . 

 

Notons que dans cet algorithme la dernière ligne est trouvée instantanément car les listes    ne 

contiennent qu’un seul élément à la dernière étape.   

Exemple :  
   
   
   

 

 

     ] 
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Question 3: Algorithme CE / Recuit simulé pour la résolution de Sudoku  

 

(i) Algorithme d’entropie croisée avec famille paramétrique multinomiale : 

On modélise une grille      d’entier par un élément de         il est alors possible de définir une 

fonction score sur ces grilles (relativement aux conditions qu’impose un sudoku): 

                 
 

 
∑        

            

 

                                                                          

                                                                                                                   

                                  De plus si                , on ajoute une pénalité 

             qui est la distance de       à cet ensemble 

L’objectif va être de maximiser la fonction –  , ce qui maximisera les chances de trouver une une grille 

qui convient. Bien entendu les coefficients déjà présents en entrée ne seront pas changé par cet 

algorithme. L’algorithme d’entropie croisée génère des échantillons de sudoku selon une certaine lois, 

calcule leur score et change sa façon de générer en apprenant de ses erreurs. On doit donc définir une 

famille paramétrique de densités sur les grilles de sudoku. Ceci peut se faire avec une loi multinomiale 

donc le vecteur de probabilité est égale au nombre de coefficients qu’il reste à remplir. La famille 

paramétrique utilisée sera la loi multinomiale      ,…,   ),  . 

On dit que                  ,…,   ),  , si sous les contraintes : 

{
 
 

 
 
∑    

 

   

 

 ∑    

 

   

 

 

              ∑    

 

   

  

                         
  

       
  

     
   

 

En pratique, si il y a   coefficients dans le sudoku donné en entrée : 

       

 

De plus, l’autre contrainte à respecter est que sur un sudoku     bien rempli, la somme des 

coefficients est égale à    ∑     
      

 

 
   . Donc en notant         les coefficients présents dans le 

sudoku donné en entrée, on doit respecter la contrainte : 

  
        

 
 ∑  
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Ceci fait que contrairement au vecteur de probabilités    ,…,   ), le coefficient   ne pourra pas être 

modifié. Cela pourrait poser problème car les coefficients générés dans le vecteur aléatoire qui suit la 

loi      ,…,   ),   (avec lequel on remplit le sudoku), pourrait excéder   ou valoir 0. Ceci est corriger 

par le fait que le coût d’un élément du sudoku est augmenté si celui-ci n’est pas dans l’ensemble 

         Ce qui fait que l’optimisation de    ,…,   ) en fonction du cout des sudoku générés fera que 

les coefficients générés seront le plus souvent dans          

Principe de l’algorithme : 

 

Entrée:                            , N   (nombre de grille générée à chaque étape),               

 n= 
        

 
 ∑   

 
    ou les    sont les coefficients déjà présents dans le sudoku 

 

Etape 0 :     ,…,   )=(
 

 
   

 

 
  

 

Etape  :  (**) 

Générer T= (  , …,     selon       ,…,   ), ) 

  =                 (*quantile d’ordre 1-  *) 

        :  

 STOP et retourner    ,…,   ), 

Sinon :Trier T par rapport au score des grilles 

        ,…,     =
 

  
(
∑   

      

   

   
   

∑   
      
   

   
  et revenir à (**)     

                                             

 

 

Ceci va nous donner avec un   assez faible, une façon de générer des grilles qui auraient plus de chance de 

marcher que si on les générait aléatoirement. L’algorithme de remplissage qui en découle est le suivant : 

 

Entrée:                            , N   (nombre de grille générée à chaque étape),               

     ,…,     = Algorithme_CE(M,N,      

Générer un remplissage selon la loi      ,…,   ), ) 

S’il convient :  

  S’arrêter 

Sinon :  

  Générer un autre remplissage selon la même loi      ,…,   ), ) 

 

 

 

NB : En pratique    . 
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(ii) Algorithme d’entropie croisée avec famille uniforme sur chaque case : 

Il s’agit du même algorithme que précédemment sauf que la famille paramétrique et la fonction score 

changent légèrement. Les remplissages de sudoku générés  ne prendront que des valeurs qui sont 

dans l’ensemble         , la nouvelle fonction score est donc : 

                       
 

 
∑        

            

 

                                                                          

                                                                                                                                       

En prenant les mêmes notations qu’en (i) : 

 

(i) à l’étape 0 on va générer N remplissage du sudoku en donnant à chaque case un nombré tiré de façon 

uniforme sur l’ensemble           

(ii) A l’étape  , on trie les N remplissages en fonction de leur score, et chaque      à remplir (qui ne fait pas 

partie des cases remplies dans le sudoku donné en entrée) se voit attribuer un nombre tiré uniformément 

parmi les       des N remplissages qui sont dans le quantile d’ordre     .Puis on recommence jusqu’à 

atteindre la contrainte voulue sur le quantile d’ordre     
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(iii) Algorithme de recuit simulé 

Cette partie est rédigée en prenant     par rapport aux questions précédentes. 

 

Il est possible de définir des fonctions de « coûts » sur les sudoku, ainsi qu’un ensemble de solutions. 

Le but étant de minimiser la fonction coût. En notant             l’ensemble des solutions 

possible (si   coefficients sont déjà écrits sur le sudoku donné en entrée : card(        ) et   la 

fonction de coût, ainsi que      {       } (rangés par ordre croissant). Le but étant de trouver    

tel que           Ceci définit un problème d’optimisation combinatoire. 

 

Plus précisément, notons                  le sudoku donné en entrée (en python les valeurs 

manquantes seront remplacées par des 0). 

La fonction coût   est définie de la manière suivante : 

                       
 

 
∑        

            

 

                                                                          

                                                                                                                   

 

Le facteur 
 

 
 vient du fait que chaque collision est comptée deux. Par exemple, si           , alors 

        et         comptabiliseront ce conflit. Une fonction de coût nul fournit alors un sudoku bien 

remplit, car aucun conflit n’y figure. 

 

La méthode s’énonce alors de la manière suivante : 

 

Entrée :    température minimale,    erreur maximale, M  sudoku donnée en entrée,      . 

(i) On fixe une température initiale égale au maximum de l’erreur 

(ii)  choisit une grille aléatoire qui  respecte les conditions initiales (chiffres déjà présent), notons   cette 

grille. On simule alors une nouvelle grille     « voisine » (i.e. en changeant un seul coefficient, qui n’est 

pas un de ceux donné initialement).  

(iii) On accepte la grille    avec la probabilité       
          

  ). 

On effectue cette étape  autant de fois qu’il y a des coefficients (81 fois). 

 

(iv) On diminue la température une fois que tous les coefficients ont été visités : 

           

On choisit     
 

  
         

    
 
 où       assez petit (permet de se rapprocher de la loi invariante assez rapidement 

après un changement de température). Ceci tant que       

On s’arrête dès que l’on trouve un coût nul. 

Retourner M. 
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