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Mathe I Zusammenfassung



Quellen: Vorlesung Mathematik für Ingenieure der CAU Kiel bei Gesine Hellwig,

„Vorlesungsmitschrift von Torsten Krause zur Vorlesung Mathematik für Ingenieure I – III , bei Priv.-Doz.

Dr. rer. nat. Peter Klopsch, WS 2005/06 – WS 2006/07“, das Internet, Bücher, Freunde, Verwandte



Anmerkung:

Matrizen und LGS sind NICHT enthalten, die Nummerierung dieser Punkte in der

Vorlesungsmitschrift (s.o.) stimmt wieder mit der Nummerierung von Frau Hellwig überein.

Zur internen Nutzung bestimmt.
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Teil 0: Mathematische Sprache

1.



Aussagen &amp; ihre Verknüpfungen

Unter einer Aussage (im mathematischen Sinne) verstehen wir ein (grammatikalisch korrektes,)

sprachliches Gebilde, welches einen Sachverhalt ausdrückt, der wahr (w) oder falsch (f) sein kann [ ].



1.



Verknüpfung von Aussagen (Junktoren):

A, B seien Aussagen

Name

Symbol

Negation

⇁

Konjunktion

∧

Disjunktion

∨

Implikation

⇒

Äquivalenz

⇔



2.



Bedeutung

Nicht, non

Und

Oder

Folgt; wenn, dann

Äquivalent zu,

genau dann wenn



Entstandene Aussage

⇁ A, nicht A

A ∧ B, A und B

A ∨ B, A (und/)oder B

A⇒B, wenn A, dann B

A ⇔ B, A äquivalent zu B,

(= wenn A, dann B; wenn B, dann A)



Bemerkung zu Verknüpfungen

a) Die Implikation aus A ⇒ B ist genau dann falsch, wenn die Voraussetzung A wahr und die

Konklusion B falsch ist.

Die Implikation aus A ⇒ B ist genau dann wahr, wenn die Voraussetzung A wahr und die

Konklusion B wahr ist.

b) “A⇔B“ ist gleichwertig zu „(A⇒B) und (B⇒A)“

c) Vorrangregeln

i.

Negation

ii.

Konjunktion

iii.

Disjunktion

iv.

Folgerung

v.

Äquivalenz



3.



Satz: Gesetzmäßigkeiten

a) Assoziativität

f ür ∧:

f ür ∨:



b) Kommutativität

f ür ∧:

f ür ∨:



(beliebige Klammerung möglich)



A ∧ ( B ∧ C) = (A ∧ B) ∧ C

A ∨ ( B ∨ C) = (A ∨ B) ∨ C



(Vertauschbarkeit der Aussagen)



A ∧B = B ∧ A

A ∨ B= B ∨ A



c) Distributivität

A ∧ (B ∨ C) = ( A ∧ B) ∨ ( A ∧ C)

A ∨ (B ∧ C) = ( A ∨ B) ∧ ( A ∨ C)



d) Regeln für Negation

⇁(⇁A) =A

⇁(A ⇒ B) = A ∧ (⇁B)

| ⇁(A ∧ B)= (⇁A) ∨ (⇁B)

| ⇁(A ∨ B) =(⇁A) ∧ (⇁B)



(doppelte Verneinung)

(Verneinung der Implikation)

(Verneinung der Konjunktion)

(Verneinung der Disjunktion)



|→ De morgan´sche Regeln



4.



Satz: Kontraposition

Seien A, B Aussagen. Dann gilt: Die Implikation „A⇒B“ ist äquivalent zu ihrer sogenannten

Kontraposition „(⇁B) ⇒ (⇁A)“.
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2.



Aussageformen und Quantoren (Quantoren-Kalkül)

Unter einer Aussageform verstehen wir ein (sinnvolles, grammatikalisch korrektes) Gebilde,

welches mindestens eine Variable enthält und durch Belegung aller vorkommenden Variablen

mit zulässigen Werten stets in eine Aussage im Sinne von (1.) übergeht.



1.



Spezialfall: Aussageform mit einer Variablen

Sei M eine Menge und x eine Variable für beliebige Elemente aus M. Dann verabredet man

für eine Aussageform A(x) über M:



2.



Allaussage: ∀ = Allquantor

∀ x ∈ M: A(x) oder ∀ ∈ x M : A(x )



3.



Existenzaussage: ∃ = Existenzquantor

∃ x ∈ M: A(x )



oder



∃ 1 x ∈ M: A(x)



4.



(für al le x Element von M gi lt Aussage A)



∃ ∈ x M : A(x) (für min de stens

ein Ele ment der Menge M gilt die Aussage A)

(für gena u ein Element der Menge M gi lt die Aussage A)



Negierung von Aussagen

1) Negation einer Allaussage

⇁(∀ x ∈ M: A(x)) ⇔ ∃ x ∈ M: ⇁ A(x)

1) Negation einer Existenzaussage

⇁(∃ x ∈ M: A(x)) ⇔ ∀ x ∈ M: ⇁A(x)



(e s exi stiert ein x ∈ M für das A nicht gi lt)

( für al le x ∈ M gilt nicht A)



Warnung: Bei gleichzeitiger Anwendung verschiedener Quantoren (∀,∃) auf Aussageformen

ist die Reihenfolge von Entscheidender Bedeutung:

∃x ∀y:



A(x,y)



∀ y ∃ x : A(x, y)



3.



Beweismethoden

Satz: Sei …

Dann gilt: A ⇒ B



1.



(Absol ute Existen za ussage, x unab hängig von y ,

dasselb e x f ür al le y )

(r elati ve Exist entaussage, x abhängig von y, x=x (y)

zu je de m y kann e s ein an dere s x geb en)



(Liste der Vorraussetzungen)

(Mathematische Aussagen)



Direkter Beweis

Mit Hilfe der Voraussetzung und A erhält man durch logisches schließen B.



2.



Indirekter Beweis (Widerspruchsbeweis)

Mit Hilfe der Vorraussetzungen und A und der Annahme ⇁B wird durch logisches schließen

ein Widerspruch erzeugt



3.



Beweis durch Kontraposition

Mit Hilfe der Vorraussetzung und ⇁B wird auf ⇁A geschlossen. (vgl.

Kontrapositionsprinzip)
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Teil I: Mengen, Relationen, Abbildungen

Wichtige Zahlenmengen:

ℕ:

Menge der natürlichen Zahlen ohne Null

ℕ0:

Menge der natürlichen Zahlen mit Null

ℤ:

Menge der ganzen Zahlen

ℚ:

Menge der rationalen Zahlen (Brüche ganzer Zahlen)

ℝ:

Menge der reellen Zahlen (Dezimalzahlen)

ℂ:

Menge der komplexen Zahlen



1.



Elementarbeziehung (€-Relation)

Ist a ein mathematisches Objekt und M eine Menge, so schreibt man

a ∈ M für a Element von M und a ∉ M für a NICHT Elemente von M



2.



Teilmengenbeziehung (Inklusion)

Sind A, B Mengen, so heißt A Teilmenge von B, wenn jedes Element von A auch Element

von B ist. Man schreibt:

A⊆B

für A ist Teilmenge von B und A ⊆ B für A nicht Teilmenge von B

Ist A eine Teilmenge von B und es gibt ein Element in B, welches kein Element von A ist, so

heißt A eine echte Teilmenge von B, man schreibt

A ⊂ B

bz w. A ⊂ B



3.



Gleichheitsprinzip (Extensionalitätsprinzip)

Sind A, B Mengen, so schreiben wir

A = B für A is t gl eic h B und A ≠ B für A u ngl eic h B

Es gilt die Aussage A = B genau dann, wenn die beiden Aussagen A ⊆ B und B ⊆ A wahr

sind. Zwei Mengen sind stets dann gleich, wenn sie beide die selben Elemente haben. Dies

rechtfertigt die Bezeichnung {a1, a2, a3, … , an} für die Mengen, deren Elemente genau die

Objekte a1, a2, a3, … , an sind.



4.



Aussonderungsprinzip (Komprehensionsprinzip)

Ist A eine Menge und E eine Eigenschaft, so gibt es genau eine Menge, deren Elemente genau

die

x ∈ A sind, welche die Eigenschaft E besitzen. Diese Menge wird mit

{x ∈ A | x hat die Eigenschaft E+



bezeichnet. Sie ist Teilmenge von A.



5.



Definition: Leere Menge

Es gibt genau eine Menge, die gar keine Elemente enthält. Diese Menge heißt leere Menge.

Bez eich nung: ∅ ≔ * +
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6.



Definition: Vereinigungsmenge

Es seien A, B Mengen, dann gibt es die Vereinigungsmenge von A und B:

A ∪ B: {x| x ∈ A ode r x ∈ B }



Sei 𝔐 eine Menge von Mengen, dann gibt es die Vereinigungsmenge von 𝔐:

⋃ 𝔐 ≔ ⋃ A≔ {x| es exist iert e ine Menge A ∈ 𝔐: x ∈ A}

A∈𝔐



Hinweis: Ein Element einer Vereinigungsmenge ist KEINE Teilmenge, da es nur ein Element

ist.

Ist n ∈ A und sind A1, A2, … , An Mengen, so setzt man:

A1 ∪ A2 ∪ … ∪ An≔ ⋃ *A1, A2, … , An+



7.



Definition: Schnittmenge

Es seien A, B Mengen. Dann gibt es die Schnittmenge von A und B (auch Durchschnitt):

A ∩ B ≔ { x | x ∈ A und x ∈ B}



Gilt A ∩ B = ∅ , so heißen A, B disjunkt.

Sei 𝔐 eine nichtleere Menge von Mengen, dann gibt es die Schnittmenge von 𝔐:

⋂ 𝔐≔



⋂



A∈𝔐



A≔ {x| für a ll e A ∈ 𝔐: x ∈ A}



Ist n ∈ ℕ und sind A1, A2, … An Mengen, so setzt man

A1 ∩ A2 ∩ … ∩ A3 ≔ ⋂ *A1, A2, … , A3+



8.



Definition: Differenzmenge

Seien A, B beliebige Mengen. Dann gibt es die Differenzmenge von A und B:

A \ B: {x | x ∈ A un d x ∉ B}



Gilt B ⊆ A, so heißt A \ B das Komplement von B in A.

Weiterhin gibt es die symmetrische Differenzmenge von A und B:

A Δ B≔ (A\B) ∪ ( B\A) = (A ∪ B) \ (A ∩ B)



9.



Definition: Potenzmenge

Es sei A eine Menge. Dann gibt die Potenzmenge von A, die alle (an) Teilmengen von A

enthält:

Pot(A) = *X | X ⊆ A+



10.



Definition: Mächtigkeit

Eine Menge A heißt endlich, wenn es ein n ∈ ℕ gibt, so dass A genau n Elemente hat. ∅ ist endlich.

Ist A eine endliche Menge, so bezeichnet man als Mächtigkeit (also Anzahl der Elemente) von A:

|A| o der //A



ℕ,ℕ0,ℤ,ℚ,ℝ,ℂ sind unendliche Mengen (nicht genau n Elt), man bezeichnet ihre Mächtigkeit als:

|A| = ∞
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