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1. Podaj definicje i pokaz przyktad

1. Zdaniem logicznym nazywamy skonczony ciag symboli oraz funktoréw z
jezyka oraz nawiaséw. W przypadku logiki dwuwarto$ciowej ma ono okre$long
wartos¢ logiczna, czyli jest na nim okreslona funkcja o wartosciach 01 1.

Np. 2 <3AT76, 7 €R,

(Q,<) : Vayetaty T=Y=>Tocorx F2FYyYNs <2<y

2. Funkcja zdaniowa, nazywamy schemat logiczny zawierajacy zmienne, ktére
po skwantyfikowaniu badz zastapieniu przez symbole z jezyka staje sie
zdaniem logicznym.

Np.z <y,p€P, (x) ¢(z) A p(y) = d(x +y)

(*) jest funkcja zdaniows ze zmiennymi uwigzanymi na wy#szym niz pierwszy poziomie

3. Funktorem zdaniotwérczym nazywamy wyrazenie (spdéjnik), ktére z innym
wyrazeniem zwanym argumentem funktora tworzy zdanie logiczne badz
funkcje zdaniowa.

Np. N\, ~, <=

4. Tautologia lub prawem rachunku zdan nazywamy schemat logiczny, ktéry
jest zawsze prawdziwy niezaleznie od wartosci logicznych zmiennych
zdaniowych.

Np.E~(pA~p),F (a=p) &= (~B=~a), YViex 0(z) = Jpex 0(z)

5. Patrz 4.

6. Regula wnioskowania

Niech Ay, As, ..., A, bedzie skoniczonym ciggiem dowolnych schematéw
logicznych. Mowimy, ze B # A;,i € 1,2,...,n, jest logiczna konsekwencja tego
ciggu schematéw, jezeli dla dowolnego uktadu wartosci logicznych tych
schematéw tautologia jest zdanie (*) (Ay, Ag, ..., A,) = B. Wtedy schemat

(*) nazywamy regula wnioskowania i zapisujemy [%} .

Np a,a=>0 a=p, =7 ~a=a
. ’ a=y ) «
7. Dowdd ”a contrario” jest forma dowodzenia logicznego polegajaca na

dotozeniu do zalozen zaprzeczenia teza i wykazania noeprawdziwoéci tak
powstalego schematu logicznego, czyli wykazania prawdziwosci tezy. Opiera sig¢
on na tautologii ((pA ~ q) =~ p) = ¢

Np. 1)Teza: istnieje nieskoniczenie wiele liczb pierwszych

Dowdd nie wprost. Zalézmy, ze istnieje skoniczenie wiele liczb pierwszych i
oznaczmy je p1, pa,...,Pn. Rozwazmy liczbe postaci (p1ps...pn) + 1. Latwo
zauwazy¢, ze jest to liczba naturalna, wiec istnieje jej rozklad na liczby
pierwsze, jednak nie dzieli sie ona przez zadna z liczb p1, po,...,Dn, czyli jest
liczba pierwsza co jest spreczne z zatozeniem, ze py po,...,p, byt zbiorem
wszystkich liczb pierwszych. [J

2)Teza: nie istnieje zbidr wszystkich zbioréw

Dowdéd nie wprost. Zalézmy, ze I' jest zbiorem wszystkich zbioréw. Rozwazmy
taki jej podzbiér T, Ze jest on zbiorem tych elementéw I', ze nie sa one swoim
elementem. Wtedy T jest swoim elementem wtt, gdy nim nie jest, co jest
sprzecznoécia.[]

T+ [ x24y?
S)VLyER 2y < 4

2
Dowdd nie wprost. Zatézmy, ze
ElxyyeR% > \/# = 22+ 2y +y? > 2202 +2y? <= 0> (v —9)? co
jest sprzecznoécia. O
8. Kwadrat logiczny
Oznaczmy (1) a=03,2)=>a,B)~a=>~03,4)~ =~ a, wtedy
kwadratem logicznym nazywamy uklad réwnowaznosei (1) = (4) ¢ (2) = (3)
Np.ACB < B' cA,z2>0=2+1>0=z2+1<0=2<0
9. Kwantyfikator ogdlny to kwantyfikator méwiacy, ze dana funkcja zdaniowa
jest zdaniem prawdziwym dla dowolnej zmiennej.
Np. ¥V
10. Kwantyfikator szczegblowy (egzystencjalny) to kwantyfikator méwiacy, ze
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istnieje takie podstawienie zmiennej by funkcja zdaniowa zostala zamieniona w
zdanie prawdziwe.

Np. 3

11. AUB={2x€Qap:x€ AVr € B}

12.ANB={x€Qap:x€ ANz € B}

13. A\B={z€Qup:x€ ANz ¢ B}

4 A+B={zecQup:(rcANzc¢B)V(xr€eB Ne g At ={r€Qyp:
re€AUBAxz ¢ AN B}

15. ($1,£L’2) €Al XAy &1 € Al ANag € Ay

16. Zbiorem potegowym zbioru A nazywamy zbiér wszystkich podzbioréw
zbioru A, tzn. Z€P(A) < ECA

Np. P{0,1} = {(07 {1},{0},{0,1}}, P{1,{1}} = {@, {15 {1 {1, {1}}}

17. Uniwersum nazywamy zbior, do ktérego naleza wszystkie rozpatrywane
elementy, czyli w ktérym zawieraja sie wszystkie badane zbiory.

18. Continuum definiowane jest jako moc zbioru liczb rzeczywistych i
oznaczane przez gotyckie c.

Np. |R\ Q| = ¢, niech B oznacz zbidr wszystkich liczb rzeczywistych
niebedacych pierwiastkiem niezerowego wielomianu o wspotczynnikach
wymiernych, wtedy |B| = ¢, |[P(N)| =¢

19. Para uporzadkowana nazywamy element (x,y) taki, ze (x,y)={{z}, {z,y}},
gdzie x jest poprzednikiem, a y nastepnikiem pary.

20. Funkcja nazywamy relacje f C X x Y taka, ze dla kazdego x€ D(f) zbidr
fz jest jednoelementowy, czyli

[ = funkcja = Vien(p)Vy, ey (@,91) € fA(2,52) € f) = y1 =12

21. Funkcja jest iniekcja, wtt gdy dowolnemu elementowi z dziedziny
przyporzadkowuje doktadnie jedna wartosé, czyli

[ —iniekcja <= Y, a,en(r) T1 # T2 = f(21) # f(22)

22. Funkcja jest surjekcja, wtt gdy obrazem dziedziny przez funkcje jest cata
przeciwdziedzina lub réwnowaznie gdy dowolny element przeciwdziedziny
nalezy do zbioru wartosci tej funkcji, czyli

f - surjekeja <= R(f) =Y <= YyeyIoen(s) : f(@) =y

23. Funkcja jest bijekcja, wtt gdy jest rownoczesnie surjekcja i iniekcja.

24. Izomorfizmem nazywamy bijektywne odwzorowanie zbioru na zbiér
zachwujace relacje i elementy wyréznione.

25. Obraz zbioru przez funkcje

Niech f: X Y iACX, wtedy f(A)={y €Y :Tpex x € AN f(z) =y}
Np. Niech x bedzie funkcja charakterystyczna zbioru liczb wymiernych.
Wtedy x(C) ={0,1}, x(N) = {1}, x(B) = {0}

26. Przeciwobraz zbioru przez funkcje

Niech f: X - Y iBCY, wtedy f~}(B)={z € X : f(z) € B}

Np. x({0}) =C\Q, x({1}) =Q

27-32. Relacje R C X? nazywamy

27) zwrotna, gdy Vyex xRz

28) przeciwzwrotna, gdy V.ex ~ xRz

29) symetryczna, gdy Y, yex (zRy = yRz)

30) przeciwsymetryczna, gdy Y, yex ((zRy AyRz) =z =1y)

31) antysymetryczna, gdy Vg yex (zRy =~ yRx)

32) przechodnia, gdy YV, .cx ((zRy A yRz) = xRz)

Np. 27) relacja identycznosciowa, relacja stabej mniejszosci 28) relacja silnej
mniejszodci, relacja ojcostwa 29) relacja identycznosciowa, relacja
réwnoleglodci prostych 30) relacja silnej mniejszosci, relacja R C N:z = 2y
31)relacja stabej mniejszosci, relacja inkluzji 31)relacja podzielnosci , relacja
inkluzji w danej rodzinie zbioréw

33. Relacja spéjna nazywamy relacje R C X2 taka, ze

Veyex TRYVyRz VT =9

Np. relacja stabej nieréwnosci na zbiorze liczb rzeczywistych,

34. Relacja réwnowaznoéci nazywamy relacje R C X2, ktora jest réownoczesnie
zwrotna, symetryczna i przechodnia.

Np. relacja réwnosci, relacja przystawania modulo
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35. Relacja czesciowego porzadku nazywamy relacje R C X2, ktéra jest
rownoczesnie zwrotna, przechodnia i antysymetryczna.

Np. relacja inkluzji na zbiorze potegowym, dowolny porzadek liniowy

36-43. Niech (%, <) bedzie zbiorem z porzadkiem czesciowym oraz niech

A C X. Wtedy element a € A nazywamy:

36) najwiekszym, gdy a € AAVzea < a

37) najmniejszym, gdy a € AAVyeca a < x

38) maksymalnym, gdy a € AAV,ea a <=2 =0

39) minimalnym, gdy a € AAVyea x <a=a=z

40) ograniczeniem gérnym, gdy Vieea < a

41) ograniczeniem dolnym, gdy Vyea a < &

42) kresem gérnym, gdy (Vyea @ < a) A (Vyex(Voca 2 <y) = a <y)

43) kresem dolnym, gdy (Vaca a < ) A (Vyex(Viea ¥y < 2) =y < a)

44. Lancuch

Niech (%, <) bedzie zbiorem z cze$ciowym porzadkiem. Wtedy zbiér A C X
nazywamy lancuchem, jesli (A, < |4) jest porzadkiem liniowym.

Np. Zbior (N, <) jest tancuchem, dowolny zbiér jednoelementowy jest
tancuchem.

45. Antytancuch

Niech (%, <) bedzie zbiorem z cze$ciowym porzadkiem. Wtedy zbiér A C X
nazywamy antylancuchem, jesli Vo yea ( #y =~ (2 <y)A ~ (y < 2))

Np. 1) dowolny zbiér jednoelementowy jest antylancuchem

2) niech X = {0, 1}*. Okredlmy relacje f < g <= Vaer f(z) < g(x). Wtedy
antytaicuchem jest zbi6r {X{,} fnen 2 tak okreslonym porzadkiem.

46. Porzadek izomorficzny

Niech (X,<) i (Y,=) beda zbiorami z cze$ciowym porzadkiem. Wtedy bijekcje
¢: X =Y taka, ze V, yexz < y = <(2) = ¢(y) nazywamy izomorfizmem, a
zbiory te izomorficznymi.

Np. 1)Niech P bedzie zbiorem liczb pierwszych Wtedy zbiory (N, <), (P, <) sa
izomorficzne. Izomorfizmem jest funkcja ¢ : n — p,,, gdzie p,, jest n-ta liczba
pierwsza.

2) Niech H,, bedzie zbiorem n pierwszych liczb naturalnych. Wtedy zbiory
(N, <), ({H,, }nen, C) sa izomorficzne. Izomorfizmem jest funkcja ¢ : n +— H,,.
47. Porzadek czeSciowy (X, <) nazywamy liniowym, jesli jest spojny, tj.
Veyex TyVy<zVz=y

Np. (Z,<)

48. Porzadek czesciowy (X, <) nazywamy gestym, jesli

Voyex TY=>hex v #2FYyNc <2<y

Np. (Q,<)

49. Porzadek cze$ciowy (X, <) nazywamy ciaglym, jesli jest gesty i kazdy
podzbiér ograniczony z géry (dotu) ma réwniez kres gérny (dolny)

Np. (R,<)

50. Porzadek czesciowy (X, <) nazywamy dobrym, jesli jest liniowy i kazdy
niepusty podzbiér X ma element najmniejszy

Np. (N,<)

51. Selektor

Niech 2 bedzie rodzina zbioréw. Wtedy zbiér S taki, ze S C (2 i

Vaea |AN S| =1 nazywamy selektorem rodziny 2.

Np. 1) Selektorem rodziny zbioréw {H, }nen jest zbiér {0}, przy zalozeniu ze
0 € N 2) Selektorem rodziny {n},en jest zbiér N.

52. Podzial zbioru

Patrz: 53. Partycja zbioru

53. Partycja zbioru

Zbior X = {x1, 22, ...}, gdzie 1 C X, xo C X, ... nazywamy partycja zbioru
X, Jeéh (1) vi,je{l’g’m}/\ng} x; N Tj = @ oraz (2) Ux =X

Np. Niech X = {1,2,3}, wtedy partcja zbioru X jest na przyktad zbiér

X ={{1,2,3}} albo zbior X' = {{1,2},{3}}.

54. Klasg abstrakcji elementu = wzgledem relacji réwnowaznosci R C X2
nazywamy zbior [z]gr = {y € X : yRx}
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Np.1) Niech zRy <= z =y, wtedy [%}R ={3,2,2,...} 2) Niech

TRy < z+y=>51iRCN? wtedy [2]r = {3}

55. Zbiorem ilorazowym danej relacji R C X2 nazywamy zbiér wszystkich klas
abstrakcji (warstw) i oznaczamy X g, czyli X, g = {[z]r}sex

Np. 1) Niech R bedzie relacja zdefiniowana w 54.1 oraz utozsamijmy klase
abstrakcji elementu z nim samym, tzn z := {[z]g}, wtedy X,z = R(*) 2)
Niech R bedzie relacja zdefiniowana w 54.2, wtedy

X = ({0}, {1}, {2}, 13}, {4}, {5}}.

(*)zbiér ten nie jest calkowicie bezsensowny z uwagi na fakt, ze pozwala nam na zapis % zamiast % bez utraty
56. Dzialania uogélnione na zbiorach

Niech T, X beda dowolnymi niepustymi zbiorami oraz niech 20 = P(X). Wtedy
funkcje f: T — 2 nazywamy indeksowang rodzing zbioréw i zapisujemy
(AT)TGT

D xeU,er Ar <= Frer v € Ar

(2)x€Nyer Ar <= Yoer v € A;

(3) Produktem kartezjanskim indeksowanej rodziny zbioréw nazywamy zbior
wszystkich funkcji f:T — (J.cp A- takich, ze Voer f(7) € A,

2. Podaj tres¢ i przyklad zastosowania

(1) Hipoteza continuum

Nl =
(2) Reguta symplifikacji
fe!
0=«
(3) Regula tozsamosci
a
!
(4) Reguta Dunsa Scotusa
~
a=0
(5) Regula Claviusa
~a= o
o)
(6) Reguta odrywania
a, a=0
B
(7) Regula sylogizmu warunkowego
a=p, =7
a =7y

(8) Lemat Kuratowskiego- Zorna

Niech (X%, <) bedzie takim zniorem z porzadkiem czesciowym, ze kazdy laficuch
ma gérne ograniczenie. Wtedy w ((X), <) istnieje element maksymalny.

(9) Twierdzenie Zermelo

Dla dowolnego zbioru A istnieje taki porzadek <, ze zbiér (A, <) jest dobrze
uporzadkowany

(10) Aksjomat wyboru

Kazda rodzina niepustych i parami roztacznych zbioréw ma selektor
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3. Podaj tresé, przykltad zastosowania i schemat dowodu

(1) Zasada abstrakcji

— jesli R C X? jest relacja réwnowaznosci to zbiér ilorazowy X /R jest
partycja zbioru X

— dla kazdej partycji X zbioru X relacja zdeginiowana
TRy <= Jacx v € ANy € A jest relacja réwnowaznosci

(2) Twierdzenie o rozszerzaniu funkcji

Niech T bedzie zbiorem indekséw, A = {A;}+er taka rodzna zbioréw, ze
Uier At = X, natomiast niech F' = {f;: A; — Y} taka rodzina funkcji, ze
Verer fir|Ae N Ap = fr|Ar N Ag. Wted y istnieje dokladnie jedna funkcja
f:X —Y taka, ze vteT ﬂAt = ft

(3) Twierdzenie o izomorfizmie kanonicznym

Niech (X, <) bedzie zbiorem czesciowo uporzadkowanym. Wtedy istnieje
rodzina A C P(X) taka, ze porzadki (X, <) i (A, C) sa izomorficzne.

(4) Lemat Banacha o punkcie stalym

Niech ¢: P(X) — P(X) bedzie funkcja montoniczna, tzn.

Va,Berx) A C B = ¢(A) C ¢(B). Wtedy istnieje punkt staly tego
odwzorowana, tzn. Ioep(x) ¥(C) = C

(5) Twierdzenie Cantora

Dla dowolnego zbioru A zachodzi |A| < |P(A4)]

(6) Twierdzenie Cantora- Bernsteina

Dla dowolnych zbioréw A, B jedli |A| < |B| i |B| < |4] to |A| = |B|



