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ΚΕΦŸΑΛΑΙΟ 1



Το Αξίωµα τής Πληρότητας

Κάνουµε τη σύµβαση ότι όλα τα σύνολα στους ορισµούς και στις διατυπώσεις των ϑεωρηµάτων είναι µη

κενά.

Ορισµός. ΄Ενα σύνολο A ⊂



R λέγεται



R

R



(1) ΄Ανω ϕραγµένο, αν υπάρχει s ∈

τέτοιο ώστε a ≤ s για κάθε a ∈ A. Κάθε τέτοιο s ονοµάζεται άνω

ϕράγµα τού A.

τέτοιο ώστε a ≥ ℓ για κάθε a ∈ A. Κάθε τέτοιο ℓ ονοµάζεται κάτω

(2) Κάτω ϕραγµένο, αν υπάρχει ℓ ∈

ϕράγµα τού A.

(3) Φραγµένο, αν είναι άνω και κάτω ϕραγµένο.



Γεωµετρικά, όλα τα στοιχεία ενός άνω ϕραγµένου συνόλου είναι αριστερά από κάποιον αριθµό. ΄Ολα τα

στοιχεία ενός κάτω ϕραγµένου συνόλου είναι δεξιά από κάποιον αριθµό. ΄Ολα τα στοιχεία ενός ϕραγµένου

συνόλου είναι ανάµεσα σε δυο αριθµούς.

Παραδείγµατα. Το (0, +∞) είναι κάτω ϕραγµένο, όχι άνω ϕραγµένο. ΄Ενα κάτω ϕράγµα είναι το −1289092.

΄Ενα άλλο κάτω ϕράγµα είναι το 0. Στην πραγµατικότητα, κάθε αριθµός µικρότερος από ή ίσος µε µηδέν είναι

κάτω ϕράγµα. Το (0, 1) είναι ϕραγµένο. ΄Ενα κάτω ϕράγµα είναι το 0 και ένα άνω ϕράγµα είναι το 101000 + 5647.

΄Ενα άλλο άνω ϕράγµα είναι το 1. Παρατηρήστε και εδώ ότι κάθε αριθµός µεγαλύτερος από ή ίσος µε 1 είναι

άνω ϕράγµα. Το 1 είναι το ελάχιστο από όλα τα άνω ϕράγµατα.



R



Παρατήρηση. ΄Ενα σύνολο A ⊂

είναι ϕραγµένο αν και µόνο αν υπάρχει c &gt; 0 τέτοιο ώστε |a| ≤ c για κάθε

a ∈ A. Η µια κατεύθυνση είναι προφανής : Αν υπάρχει τέτοιο c τότε ένα άνω ϕράγµα τού A είναι το c και ένα

κάτω ϕράγµα είναι το −c. Αντίστροφα, αν το A είναι ϕραγµένο και s, ℓ είναι ένα άνω και ένα κάτω ϕράγµα

αντίστοιχα, τότε για c µπορούµε να πάρουµε το max{|s|, |ℓ|}.



R



Αξίωµα (Η πληρότητα των πραγµατικών αριθµών). ΄Εστω A ⊂

άνω ϕραγµένο. Τότε το A έχει ελάχιστο άνω

ϕράγµα το οποίο ονοµάζεται supremum τού A και συµβολίζεται µε sup A. Αν το A δεν είναι άνω ϕραγµένο τότε

γράφουµε sup A = +∞.

Παραδείγµατα. sup(0 + ∞) = +∞, sup(−∞, 1) = sup(0, 1) = sup(0, 1] = 1.



R



Θεώρηµα (΄Υπαρξη infimum). ΄Εστω A ⊂

κάτω ϕραγµένο. Τότε το A έχει µέγιστο κάτω ϕράγµα το οποίο

ονοµάζεται infimum τού A και συµβολίζεται µε inf A. Αν το A δεν είναι κάτω ϕραγµένο τότε γράφουµε inf A = −∞.

Απόδειξη. Θέτουµε B = {−a : a ∈ A}. Αφού το A είναι κάτω ϕραγµένο, το B είναι άνω ϕραγµένο, εποµένως από

το αξίωµα τής πληρότητας έχει supremum, έστω s. Τότε το −s είναι το infimum τού A.



Παραδείγµατα. inf(−∞, 0) = −∞, inf(0, +∞) = inf(0, 1) = inf[0, 1) = 0.



R



R



Θεώρηµα (Η χαρακτηριστική ιδιότητα τού supremum). ΄Εστω A ⊂

άνω ϕραγµένο και s ∈ . Τότε s = sup A

αν και µόνο αν το s είναι άνω ϕράγµα τού A και για κάθε t &lt; s υπάρχει a ∈ A τέτοιο ώστε t &lt; a.



t



s = sup A

a∈A



Απόδειξη. ΄Εστω ότι s = sup A και t &lt; s. Τότε το t δεν είναι άνω ϕράγµα τού A αφού το s είναι το ελάχιστο άνω

ϕράγµα. Εποµένως υπάρχει στοιχείο τού A µεγαλύτερο από t. Για την αντίστροφη κατεύθυνση, αν το s δεν
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ήταν το supremum τού A, τότε ϑα υπήρχε κάποιο άνω ϕράγµα s′ τού A τέτοιο ώστε s′ &lt; s. ΄Ετσι από υπόθεση,

ϑα υπήρχε a ∈ A µε s′ &lt; a, άτοπο γιατί το s′ είναι άνω ϕράγµα τού A.





R



R



Θεώρηµα (Η χαρακτηριστική ιδιότητα τού infimum). ΄Εστω A ⊂

κάτω ϕραγµένο και ℓ ∈ . Τότε ℓ = inf A αν

και µόνο αν το ℓ είναι κάτω ϕράγµα τού A και για κάθε t &gt; ℓ υπάρχει a ∈ A τέτοιο ώστε t &gt; a. Η απόδειξη είναι

τελείως ανάλογη µε αυτήν τής χαρακτηριστικής ιδιότητας τού supremum.



ℓ = inf A



t

a∈A



΄Ολα τα παρακάτω είναι συνέπειες τού αξιώµατος τής πληρότητας.



N δεν είναι άνω ϕραγµένο. Το Z δεν είναι ούτε άνω ούτε κάτω ϕραγµένο.

Απόδειξη. Ας υποθέσουµε ότι το N είναι άνω ϕραγµένο. Θέτουµε s = sup N. Από την χαρακτηριστική ιδιότητα

τού supremum, υπάρχει n ∈ N τέτοιο ώστε s − 1 &lt; n. Αλλά n + 1 ∈ N, άρα n + 1 ≤ s αφού το s υποτίθεται

ότι είναι άνω ϕράγµα τού N. ΄Ετσι, n ≤ s − 1, άτοπο. Εποµένως το N δεν είναι άνω ϕραγµένο, άρα ούτε το Z.

∆είχνουµε τώρα ότι το Z δεν είναι κάτω ϕραγµένο. ΄Εστω ένα τυχόν x ∈ R. Αφού το N δεν είναι άνω ϕραγµένο,

υπάρχει n ∈ N τέτοιο ώστε −x &lt; n, άρα −n &lt; x. ∆ηλάδη για το τυχόν x υπάρχει ακέραιος µικρότερος από x.

Αυτό σηµαίνει ότι το Z δεν είναι κάτω ϕραγµένο.



Θεώρηµα. Το



Θεώρηµα (Η Αρχιµήδεια ιδιότητα τού



Απόδειξη. Το

Ϲητούµενο.



N). Για κάθε ε &gt; 0 υπάρχει n ∈ N τέτοιο ώστε 1n &lt; ε.



N δεν είναι άνω ϕραγµένο, άρα υπάρχει n ∈ N τέτοιο ώστε n &gt; 1ε , από το οποίο προκύπτει το





N



Παράδειγµα. Θέτουµε A = {1/n : n ∈ }. Τότε inf A = 0. Πράγµατι, το 0 είναι προφανώς κάτω ϕράγµα.

Επίσης, αν πάρουµε τυχόν t &gt; 0, τότε από την Αρχιµήδεια ιδιότητα των ϕυσικών, υπάρχει n ∈

τέτοιο ώστε

1/n &lt; t. Αλλά το 1/n είναι στοιχείο τού A, άρα από την χαρακτηριστική ιδιότητα τού infimum, έχουµε το

Ϲητούµενο.



N



Z



Θεώρηµα. ΄Εστω A ⊂ . Αν το A είναι άνω ϕραγµένο τότε έχει µέγιστο στοιχείο. Αν το A είναι κάτω ϕραγµένο

τότε έχει ελάχιστο στοιχείο.

Απόδειξη. Αποδεικνύουµε µόνο τον πρώτο ισχυρισµό. Ο δεύτερος αποδεικνύεται ανάλογα. ΄Εστω λοιπόν ότι

το A είναι άνω ϕραγµένο. Θέτουµε s = sup A και ας υποθέσουµε ότι το A δεν έχει µέγιστο στοιχείο. Από την

χαρακτηριστική ιδιότητα τού supremum, υπάρχει n ∈ A τέτοιο ώστε s − 1 &lt; n. Αφού το A δεν έχει µέγιστο

στοιχείο, πρέπει n &lt; s. Πάλι από την χαρακτηριστική ιδιότητα τού supremum, υπάρχει m ∈ A τέτοιο ώστε

n &lt; m. Αφού το A δεν έχει µέγιστο στοιχείο, πρέπει m &lt; s. Εποµένως, s − 1 &lt; n &lt; m &lt; s. ∆ηλαδή τα n και m

έχουν απόσταση µικρότερη από 1, άτοπο γιατί είναι ακέραιοι αριθµοί.



Ορισµός. ΄Εστω x ∈



R. Θέτουµε

Z



A = {n ∈



Z : n ≤ x}.



Το A δεν είναι κενό (αφού το

δεν είναι κάτω ϕραγµένο), και άνω ϕραγµένο (από το x). Εποµένως, από το

προηγούµενο ϑεώρηµα, το A έχει µέγιστο στοιχείο το οποίο ονοµάζεται ακέραιο µέρος τού x και συµβολίζεται µε

[x]. ∆ηλαδή το [x] είναι ο µεγαλύτερος ακέραιος ο οποίος είναι µικρότερος από ή ίσος µε x.

Παρατήρηση. Προφανώς [x] ≤ x &lt; [x] + 1 (το [x] είναι ο µεγαλύτερος ακέραιος ο οποίος είναι µικρότερος από

ή ίσος µε x, άρα κατ’ ανάγκη το [x] + 1 είναι µεγαλύτερο από x) . Αυτό λέει ότι κάθε πραγµατικός αριθµός x

πέφτει ανάµεσα σε δυο διαδοχικούς ακεραίους. Ο µικρότερος από τους δυο είναι το ακέραιο µέρος τού x.
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[x]

0



1



[x] + 1



2



x

Παραδείγµατα. [1] = 1, [1.2] = 1, [−1] = −1, [−1.2] = −2.



R



Θεώρηµα (Η πυκνότητα των ϱητών). ΄Εστω a, b ∈

µε a &lt; b. Τότε υπάρχει q ∈

ανάµεσα σε οποιουσδήποτε δυο πραγµατικούς υπάρχει ϱητός.

Απόδειξη. Από την Αρχιµήδεια ιδιότητα τού



Q τέτοιο ώστε a &lt; q &lt; b. ∆ηλαδή



N, υπάρχει n ∈ N τέτοιο ώστε 1n &lt; b − a. Θέτουµε

q=



[na] + 1

.

n



Τότε το q είναι ϱητός αριθµός. Επίσης



1

[na] + 1 na + 1

≤

= a + &lt; a + b − a = b,

n

n

n

και



[na] + 1 na

&gt;

= a.

n

n



΄Αρα a &lt; q &lt; b.







R



Θεώρηµα (΄Υπαρξη n-οστής ϱίζας). Για κάθε a ∈

µε a &gt; 0 και κάθε n ∈

√

bn = a. Το b αυτό λέγεται n-οστή ϱίζα τού a και συµβολίζεται µε n a ή a1/n .



N υπάρχει µοναδικό b &gt; 0 τέτοιο ώστε



Απόδειξη. Για απλότητα, ϑα δώσουµε την απόδειξη στην ειδική περίπτωση a = n = 2. Η ιδέα στη γενική

περίπτωση είναι ακριβώς η ίδια. Θέτουµε



A = {x &gt; 0 : x2 &lt; 2}.

Το A είναι µη κενό (1 ∈ A) και άνω ϕραγµένο (το 666 είναι ένα άνω ϕράγµα). Θέτουµε b = sup A και ισχυριϹόµαστε ότι b2 = 2. Πράγµατι, αν υποθέσουµε ότι b2 &lt; 2, επιλέγουµε ένα ε ∈ (0, 1) τέτοιο ώστε



ε&lt;



2 − b2

.

2b + 1



Τότε



(b + ε)2 = b2 + 2bε + ε2 &lt; b2 + 2bε + ε = ε(2b + 1) + b2 &lt;

΄Αρα b + ε ∈ A. Αυτό είναι άτοπο γιατί το b είναι άνω ϕράγµα τού A.

Αν τώρα υποθέσουµε ότι b2 &gt; 2, επιλέγουµε ένα ε &gt; 0 τέτοιο ώστε



2 − b2

· (2b + 1) + b2 = 2.

2b + 1



b2 − 2

&lt; b.

2b

Από την χαρακτηριστική ιδιότητα τού supremum, υπάρχει x ∈ A τέτοιο ώστε b − ε &lt; x. ΄Αρα

ε&lt;



x2 &gt; (b − ε)2 = b2 − 2bε + ε2 &gt; b2 − 2bε &gt; b2 − 2b ·



b2 − 2

= 2,

2b



άτοπο γιατί x ∈ A. Συµπεραίνουµε ότι b2 = 2. Το b είναι ο µοναδικός ϑετικός αριθµός µ’ αυτήν την ιδιότητα,

γιατί αν b21 = 2 για κάποιο b1 &gt; 0, τότε b2 = b21 , άρα b = b1 αφού τα b και b1 είναι ϑετικά.





√

2 δεν είναι ϱητός αριθµός.

√

√

m

για κάποια m, n ∈ . Χωρίς ϐλάβη τής γενικότητας,

Απόδειξη. ΄Εστω ότι το 2 είναι ϱητός. Τότε 2 =

n

µπορούµε να υποθέσουµε ότι οι m και n δεν είναι και οι δυο άρτιοι. Υψώνοντας στο τεράγωνο παίρνουµε ότι

m2 = 2n2 , δηλαδή ο m2 είναι άρτιος, άρα και ο m. Αυτό σηµαίνει ότι m = 2k για κάποιον ϕυσικό k. Εποµένως

2n2 = (2k)2 = 4k2 , άρα n2 = 2k2 . ∆ηλαδή και ο n2 είναι άρτιος, άρα και ο n, άτοπο.





Θεώρηµα (΄Υπαρξη άρρητων αριθµών). Το



N



7



Θεώρηµα (Η πυκνότητα των άρρητων). ΄Εστω a, b ∈



R µε a &lt; b. Τότε υπάρχει άρρητος γ τέτοιος ώστε a &lt; γ &lt; b.

√



√



Απόδειξη.

√ Από την πυκνότητα των ϱητών, υπάρχει ϱητός q√ , 0 τέτοιος ώστε a/ 2 &lt; q &lt; b/ 2. Θέτουµε

γ = q 2. Τότε ο γ είναι άρρητος (αν ήταν ϱητός τότε και το 2 = γ/q ϑα ήταν ϱητός), και a &lt; γ &lt; b.





8



Ασκήσεις

1.1. ΄Εστω x ≥ 0 τέτοιο ώστε x &lt; ε για κάθε ε &gt; 0. ∆είξτε ότι x = 0.

Λύση. Αν το x ήταν ϑετικό, τότε για ε =



x

x

ϑα είχαµε x &lt; , άτοπο.

2

2







1.2. ΄Εστω x, y τέτοια ώστε x &lt; y + ε για κάθε ε &gt; 0. ∆είξτε ότι x ≤ y.

Λύση. Αν είχαµε x &gt; y τότε για ε = x − y ϑα παίρναµε x &lt; y + x − y = x, άτοπο.







1.3. ΄Εστω x, y ϑετικοί αριθµοί τέτοιοι ώστε x &lt; ty για κάθε t &gt; 1. ∆είξτε ότι x ≤ y.

Λύση. Αν είχαµε x &gt; y, τότε για t = x/y ϑα παίρναµε x &lt;



x

· y = x, άτοπο.

y







R ϕραγµένο τέτοιο ώστε sup A = inf A. ∆είξτε ότι το A είναι µονοσύνολο.



1.4. ΄Εστω A ⊂



Λύση. Θέτουµε c = sup A = inf A. Τότε για κάθε a ∈ A έχουµε c ≤ a ≤ c. ΄Αρα A = {c}.







1.5. ΄Εστω A µη κενό άνω ϕραγµένο σύνολο πραγµατικών αριθµών. Υποθέτουµε ότι κάποιο a ∈ A είναι άνω

ϕράγµα τού A. ∆είξτε ότι sup A = a.

Λύση. Το sup A είναι άνω ϕράγµα τού A και το a στοιχείο τού A, άρα a ≤ sup A. Το a είναι άνω ϕράγµα τού A

και το sup A το µικρότερο άνω ϕράγµα τού A, άρα sup A ≤ a. Εποµένως sup A = a.



1.6. ΄Εστω a ∈



R. Θέτουµε A = {q ∈ Q : q &lt; a}. ∆είξτε ότι sup A = a.



Λύση. Το a είναι άνω ϕράγµα τού A, άρα sup A ≤ a. Αν είχαµε sup A &lt; a, τότε, από πυκνότητα ϱητών, ϑα

τέτοιος ώστε sup A &lt; q0 &lt; a. Αλλά τότε το q0 ϑα ήταν στοιχείο τού A µεγαλύτερο από sup A,

υπήρχε q0 ∈

άτοπο.





Q



1.7. ΄Εστω A, B ⊂



R µη κενά, ϕραγµένα µε A ⊂ B. ∆είξτε ότι

inf B ≤ inf A ≤ sup A ≤ sup B.



Λύση. Το sup B είναι άνω ϕράγµα τού B, άρα και τού A αφού κάθε στοιχείο τού A ανήκει στο B. Εποµένως

sup A ≤ sup B. Οµοίως inf B ≤ inf A. Η ανισότητα inf A ≤ sup A είναι προφανής.



1.8. ΄Εστω A, B ⊂



R µη κενά, άνω ϕραγµένα. Θέτουµε



A + B = {a + b : a ∈ A, b ∈ B}.

∆είξτε ότι



sup(A + B) = sup A + sup B.

Λύση. Για κάθε a ∈ A, b ∈ B έχουµε a + b ≤ sup A + sup B, άρα το sup A + sup B είναι άνω ϕράγµα τού A + B.

Εποµένως sup(A + B) ≤ sup A + sup B. ΄Εστω τώρα ε &gt; 0 τυχόν. Τότε υπάρχουν a ∈ A, b ∈ B τέτοια ώστε

sup A − ε/2 &lt; a και sup B − ε/2 &lt; b (χαρακτηριστική ιδιότητα τού supremum). ΄Αρα



sup A + sup B &lt; a + b + ε ≤ sup(A + B) + ε.

Εποµένως



sup A + sup B &lt; sup(A + B) + ε.

Η σχέση αυτή ισχύει για κάθε ε &gt; 0, άρα sup A + sup B ≤ sup(A + B) (άσκηση 1.2).

1.9. ΄Εστω A, B ⊂



R µη κενά, άνω ϕραγµένα σύνολα ϑετικών αριθµών. Θέτουµε

A · B = {a · b : a ∈ A, b ∈ B}.



∆είξτε ότι



sup(A · B) = sup A · sup B.

9
















        

  


      Download analysis1

        


        analysis1.pdf (PDF, 965.49 KB)

        

        Download PDF


        

    


  




        
  Share this file on social networks

  

  

  
    
      
    
     
  
    
      
    
     
  
    
      
    
     
  
    
      
    
  
  







        
  
  Link to this page

  


  Permanent link

    Use the permanent link to the download page to share your document on Facebook, Twitter, LinkedIn, or directly with a contact by e-Mail, Messenger, Whatsapp, Line..


  
  
  Copy link
  

  

  
      


      Short link

      Use the short link to share your document on Twitter or by text message (SMS)


      
        
          
          Copy link
        

      
      

  


  HTML Code

    Copy the following HTML code to share your document on a Website or Blog


  
  
    PDF Document analysis1.pdf
    Copy code
  

  
  



  QR Code to this page

    

      [image: QR Code link to PDF file analysis1.pdf]

      


      
  

  
  




This file has been shared publicly by a user of PDF Archive.

Document ID: 0000207481.

 Report illicit content





      

    

  













  
  
    
      
        
          [image: PDF Archive]
        

        
          2023 · 
          Legal notice · 
          Terms of use

          Privacy policy / GDPR ·

          Privacy settings ·

          Contact
          

          Report illicit content · 
          FR · 
          EN
        

      

    

  





















    