
Çàäà÷à 1.

Ïóñòü òî÷êà x ∈ P , ãäå x1, x2, . . . , xm ñóòü âåðøèíû P . Òîãäà x ÿâëÿåòñÿ
âûïóêëîé êîìáèíàöèåé âåðøèí P , çíà÷èò ∃λi ≥ 0 òàêèå, ÷òî

∑
λixi = x,

a
∑
λi = 1. Âûáåðåì èç âñåõ òàêèõ ïðåäñòàâëåíèé òàêîå, â êîòîðîì êî-

ëè÷åñòâî íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ ìèíèìàëüíî. Ïîêàæåì, ÷òî èõ íå
áîëüøå, ÷åì n + 1: ðàññìîòðèì âñå âåðøèíû y1, y2, . . . , yl ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå íåíóëåâûì λi . Ò.ê. l ≥ n+2, òî ∃λ′i òàêèå, ÷òî

∑
λ′iyi = 0 è

∑
λ′i = 0,

äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî ïåðåóïîðÿäî÷èòü íàáîð òàê, ÷òî yl ïðèíàäëåæèò
ëèíåéíîé îáîëî÷êå y1, y2, . . . , yl−1 (ìîæíî âûáðàòü ìàêñèìàëüíîå ïîäìíî-
æåñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ âèäà (y1−yj) è âûðàçèòü (y1−yl)
÷åðåç íèõ) òî åñòü yl =

∑l−1
1 λ′jyj, ãäå

∑
λ′j = 1 Ïðèíÿâ λ′l = −1 ïîëó÷èì

íóæíûé íàì íàáîð. Òîãäà äëÿ ëþáîãî âåêòîðà λ′′ = λ + λ′µ âåðíî, ÷òî∑
λ′′i yi = x è

∑
λ′′i = 1 Çàìåòèì, ÷òî ìîæíî ïîäîáðàòü µ ÷òîáû îäíà

èç åãî êîìïîíåíò çàíóëèëàñü, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó λ. Çíà÷èò, ñóùå-
ñòâóåò âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ íåêîòîðûõ n+ 1 âåðøèí ïîëèòîïà äàåò x.

Çàäà÷à 4.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äàííûé ãðàô G = (V,E = A
⊔
B) ñâÿçåí, èíà÷å,

ìîæíî ïðèìåíèòü àëãîðèòì äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè.
Äîêàæåì ñíà÷àëà, òî âñå öèêëû ñáàëàíñèðîâàííû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ∃f : V → R òàêàÿ, ÷òî ∀v ∈ A, u ∈ B è vu ∈ Ef(u)− f(v) = c(vu)
1) Ïóñòü íàøåëñÿ íåñáàëëàíñèðîâàííûé öèêë v1, v2, . . . , v2l. Ïðîñóììè-
ðîâàâ ðàâåíñòâà èìåþùèåñÿ óñëîâèÿ ïîëó÷èì:∑

(f(vi)− f(vi+1)) = ±
∑

c(vivi+1)(−1)i

Ïðàâàÿ ÷àñòü, î÷åâèäíî, ðàâíà íóëþ, çíà÷èò âûáðàííûé öèêë ñáàëàíñè-
ðîâàí. Ïðîòèâî÷åðèå.
2) Ïóñòü âñå öèêëû ñáàëàíñèðîâàíû. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
óäîâëåòâîðÿþùèÿ óêàçàíûì óñëîâèÿì: Ïîñòðîèì f ñëåäóþùèì îáðàçîì:
âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó v ∈ V è ïîëîæèì f(v) = 0. Çàïóñòèì èç
âåðèøíû v ïîèñê â ãëóáèíó. Ïðè äîáàâëåíèè êàæäîé íîâîé âåðøèíû u
áóäåì óñòàíàâëèâàòü äëÿ íåå f(u) èñõîäÿ èç çíà÷åíèé f(w) è c(uw), ãäå
w - ïðåäîê u. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ðåáåð íå âõîäÿùèõ â äåðåâî T ïîèñêà â
ãëóáèíó óñëîâèå íà ôóíêöèþ òàêæå f âûïîëíÿþòñÿ: ïóñòü ∃a ∈ A, b ∈ B
è ab ∈ Ef(a)−f(b) 6= c(ab) Ðàññìîòðèì ïóñòü ìåæäó a è b ïðîõîäÿùèé ïî
ðåáðàì T . Äîáàâèâ ê íåìó ðåáðî ab, ïîëó÷èì ñáàëôíñèðîâàííûé öèêë â
êîòîðîì óñëîâèÿ íà f âûïîëíÿþòñÿ äëÿ âñåõ ðåáåð êðîìå ab. Ðàññìîòðåâ
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ñóììó ðàâåíñòâ âèäà (f(vi) − f(vi+1)) = c(vu)(−1)i ïîëó÷èì ïðîòèâîðå-
÷èå êàê è â ïóíêòå 1.
Çàìåòèì, ÷òî èçëîæåííûå ðàññóæäåíèÿ äàþò íàì àëãîðèòì ðàáîòàþùèé
çà O(E). Äëÿ ýòîãî ìîæíî îòäåëüíî ïðîâåðèòü âûïîëíÿþòñÿ ëè ðàâåí-
ñòâà íà f ïîñëå îêîí÷àíèÿ DFS, à ìîæíî äåëàòü ýòî ñðàçó (åñëè íà òåêó-
ùåé èòåðàöèè âåðøèíà èìååò ïîñåùåííîãî ñîñåäà, òî ñìîòðèì âåðíî ëè
ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîé ïàðå âåðøèí ðàâåíñòâî). Òàêèì îáðàçîì àëãîðèòì
èëè ñòðîèò ôóíêöèþ f , ÷òî äîêàçûâàåò ôàêò ñáàëàíñèðîâàííîñòè âñåõ
öèêëîâ, èëè íàõîäèò ïðåïÿòñòâèå - ðåáðî ïðèíàäëåæàùåå íåñáàëàíñèðî-
âàííîìó öèêëó.

Çàäà÷à 6. Ñîïîñòàâèì êàæäîìó ðåáðó ïî íåîòðèöàòåëüíîé ïåðåìåííîé.
Êàæäîé âåðøèíå ñîïîñòâèì ñëåäóþùåå óñëîâèå: ñóììà ïåðåìåííûõ ñî-
îòâåòñòâóþùèõ âñåì èíöèäåíòíûì ðåáðàì íå ìåíüøå åäèíèöû. Èìååì
x ≥ 0, b - âåêòîð èç åäèíèö. Ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé èíöèäåíò-
íîñòè ãðàôà G è èìååò âèä: |V | ñòðîê è |E| ñòîëáöîâ. Ñòðîêà ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ âåðøèíå v ∈ V ñîñòîèò èç íóëåé è åäèíèö, ïðè÷åì åäèíèöû
ñòîÿò â ñòîëáöàõ ñîîòâåòñòâóþùèì èíöèäåíòíûì ðåáðàì. Ôóíêöèîíàë
îïòèìèçàöèè: cTx → min, ãäå c = b Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå íå
âëÿåòñÿ òîòàëüíî óíèìîäóëÿðíîé. Ïîêàæåì, ÷òî ïîëèýäð P ïîëó÷åííîé
ëèíåéíîé ïðîãðàììû 

Ax ≥ b

x ≥ 0

cTx→ min

ÿâëÿåòñÿ öåëûì, êîãäà G - äâóäîëüíûé ãðàô. Äëÿ ýòîãî ïîêàæåì, ÷òî
åñëè òî÷êà p ∈ P íå ÿâëÿåòñÿ öåëîé, òî îíà íå ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé è
∃u : p ± u ∈ P . Çàìåòèì, ÷òî åñëè pi > 1, òî òàêàÿ òî÷êà âåðøèíîé ÿâ-
ëÿòüñÿ íå ìîæåò: âñå óñëîâèÿ êîòîðûå ñîäåðæàò pi îñòàíóòñÿ âåðíûìè
ïðè çàìåíå pi íà pi±ε. Äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü âñå òî÷êè äëÿ êîòîðûõ
êàæäàÿ èç êîìïîíåíò âåêòîðà íå ïðåâîñõîäèò îäíîãî. Ðàçîáúåì âñå ðåáðà
ãðàôà íà äâå ãðóïïû: íàçîâåì ðåáðî öåëûì åñëè åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ
åìó ïåðåìåííàÿ ðàâíà 0 èëè 1, è äðîáíûì â èíîì ñëó÷àå. Óäàëèì èç ãðà-
ôà âñå öåëûå ðåáðà. Çàìåòèì, ÷òî åñëè èç âåðøèíû âûõîäèò òîëüêî îäíî
äðîáíîå ðåáðî, è íåðàâåíñòâî ñâÿçàííîå ñ ýòîé âåðøèíîé âûïîëíåíî, òî
îíî ñòðîãîå: äåéñòâèòåëüíî, çíà÷èò, ÷òî èç íåå âûõîäèò õîòÿ áû îäíî
öåëîå ðåáðî ïåðåìåííàÿ êîòîðîãî ðàâíà 1. Èíà÷å, èç âåðøèíû âûõîäèò
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õîòÿ áû äâà äðîáíûõ ðåáðà. Ò.ê. ïî ïðåäïîëîæåíèþ åñòü õîòÿ áû îäíî
íåöåëîå ðåáðî, òî â ïîëó÷åííîì ãðàôå íàéäåòñÿ èëè ÷åòíûé öèêë, èëè
ïðîñòîé ïóòü, îáà êîíöà êîòîðîãî - ëèñòû (L). Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî â
êà÷åñòâå u ìîæíî âûáðàòü âåêòîð â êîòîðîì âñå ïåðåìåííûå ñîîòâåòñòâó-
þùèå íå÷åòíûì ðåáðàì L ðàâíû ε, ÷åòíûì −ε, à îñòàëüíûå êîìïîíåíòû
ðàâíû 0. Î÷åâèäíî, ÷òî p±u ∈ P : äëÿ ëþáîé âåðøèíû êðîìå, âîçìîæíî,
ëèñòîâ L ñóììà ïåðåìåííûõ äëÿ èíöèäåíòíûõ ðåáåð íå èçìåíèëàñü. Äëÿ
ëèñòîâ ñóììà áûëà ñòðîãî áîëüøå 1, ïîýòîìó ìîæíî ïîäîáðàòü òàêîé ε,
÷òî óñëîâèÿ îñòàíóòñÿ âûïîëíåíûìè. Çíà÷èò, äðîáíàÿ òî÷êà âåðøèíîé
ÿâëÿòüñÿ íå ìîæåò. Â ÷àñòíîñòè, ìàêñèìóì ôóíêöèîíàëà îïòèìèçàöèè
áóäåò äîñòèãàòüñÿ â òî÷êå êàæäàÿ êîîðäèíàòà êîòîðîé ðàâíà 0 èëè 1,
÷òî ñîîòâåòñâóåò íåêîòîðîìó ïîäìíîæåñòâó ðåáåð, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðå-
áåðíûì ïîêðûòèåì. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèîíàë îïòèìèçàöèè áóäåò ðàâåí
êîëè÷åñòâó âûáðàííûõ ðåáåð, ïîýòîìó ïðèâåäåííàÿ ëèíåéíàÿ ïðîãðàììà
äåéñòâèòåëüíî ðåøàåò çàäà÷ó î ìèíèìàëüíîì ðåáåðíîì ïîêðûòèè.
Ïîñòðîèì äâîéñòâåííóþ ëèíåéíóþ ïðîãðàììó: Â ïðÿìîé çàäà÷å âñå óñëî-
âèÿ âèäà ≥, è ÿâëÿþòñÿ "åñòåñòâåííûìè"äëÿ çàäà÷è íà ìèíèìèçàöèþ,
ñëåäîâàòåëüíî, â äâîéñòâåííîé ïðîãðàììå âñå ïåðåìåííûå íåîòðèöàòåëü-
íû. Íàïðàâëåíèå îïòèìèçàöèè ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíèþ îïòèìèçà-
öèè â ïðÿìîé çàäà÷å. Â ïðÿìîé çàäà÷å âñå ïåðåìåííûå íåîòðèöàòåëüíû,
ñëåäîâàòåëüíî â îáðàòíîé âñå óñëîâèÿ áóäóò "åñòåñòâåííûìè"äëÿ çàäà÷è
ìàêñèìèçàöèè , à çíà÷èò - âèäà ≤

ATy ≤ c

y ≥ 0

bT t→ max

Âåêòîðà b è c - åäèíè÷íûå. Ìàòðèöà AT èìååò |E| ñòðîê è |V | ñòîëáöîâ,
êàæäîå óñëîâèå ñîîòâåòñòâóåò ðåáðó ab ∈ E è èìååò âèä ya + yb ≤ 1.
Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî åñëè ðàññìàðòèâàòü ïîëó÷åííóþ ïðîãðàììó êàê
öåëî÷èñëåííóþ, òî îíà ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷å î íàèáîëüøåì íåçàâèñèìîì
ìíîæåñòâå âåðøèí ãðàôà. Êðîìå òîãî, î÷åâäíî, ÷òî ëþáîå íåçàâèñèìîå
ìíîæåñòâî âåðøèí V ′ ÿâëÿåòñÿ ïðåïÿòñòâèåì äëÿ çàäà÷è î ìèíèìàëüíîì
ðåáåðíîì ïîêðûòèè: äåéñâèòåëüíî, ÷òîáû ïîêðûòü ðåáðàìè âñå âåðøèíû
èç V ′ íóæíî õîòÿ áû |V ′| ðåáåð.
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