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Capitolo	
  1	
  

Matrici	
  

1.1 Definizione di matrice

Dicesi matrice di tipo m x n una tabella con “m” righe e “n” colonne e si indica con A=(aij) con

1≤ 𝒊 ≤ 𝒎 e 1≤ 𝒋 ≤ 𝒏 , con aij appartiene a R.

𝑎!,!

⋮

𝐴=

𝑎!,!



⋯

⋱

⋯



𝑎!,!

⋮

𝑎!,!



Mm,n(R)=Insieme delle matrici reali di tipo m x n ;

Mn(R)=Insieme delle matrici quadrate (m=n);

1.2 Diagonale Principale

Sia A=(ai,j con 1≤ 𝒊 ≤ 𝒏) dicesi diagonale principale di A il vettore a1,1, a2,2,…… an,n che si

trova nella diagonale della matrice.

Due matrici sono uguali se tutte le loro entrate o i loro ordini sono uguali.

1.3 Trasposta di una matrice

Sia A=(ai,j) con 1≤ 𝒊 ≤ 𝒎 e 1≤ 𝒋 ≤ 𝒏 (matrice non quadrata) si dice trasposta di A la

matrice denotata da: AT=(aj,i) 1≤ 𝒋 ≤ 𝒏 e 1≤ 𝒊 ≤ 𝒎.



1.4 Matrice simmetrica e anti-simetrica

Una matrice A quadrata si dice simmetrica se è uguale alla sua trasposta ;

A si dice anti-simmetrica se A=-AT.

Una matrice quadrata si dice diagonale se ai,j =0 ∀𝒊 ≠ 𝒋.

Una matrice quadrata si dice triangolare superiore se tutte le entrate al disotto della diagonale

principale sono nulle.

Una matrice quadrata si dice triangolare inferiore se tutte le entrate al di sopra della diagonale

principale sono nulle.
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Dicesi matrice nulla la matrice con tutte le entrate uguali a 0 ( è l’ elemento neutro

dell’ addizione) .

Dicesi matrice identica una matrice diagonale con tutte le entrate uguali a 1 ( è l’

elemento neutro per la moltiplicazione).

1.5 Operazioni con le matrici

1)Somma:

Siano A=(ai,j) e B=( bi,j)∈ 𝑴𝒎,𝒏 (R) si intende per somma di due matrici la

matrice le cui entrate sono uguali alla somma delle rispettive entrate delle

matrici di partenza.

2)Prodotti

Il Prodotto può essere effettuato solo se le righe sono uguali alle righe

della seconda.

Nel caso i prodotti di matrici non c’e’ commutatività.

Un prodotto di due matrici non nulle può essere nullo.

Proprietà

Siano A=(ai,j) e B=( bi,j)∈ 𝑴𝒎,𝒏 (R) e C=(ci,j)  ∈ 𝑴𝒎,𝒏

1) (A+B)*C=AC+BC

2) Sia D∈ 𝑴𝒒,𝒏 D(A+B)=DA+DB

3) (AC)T=CTAT



dove AT∈ 𝑴𝒎,𝒏 (𝑹) CT∈ 𝑴𝒑,𝒏 (𝑹)

1.6 Determinante e matrice inversa



Sia a AT∈ 𝑴𝒏 (𝑹)



Appunti	
  di	
  algebra	
  lineare	
  	
  |	
  Ludovico	
  Russo	
  Francesco	
  Visconti	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  

	
  



4	
  



Nel caso che :

• n=1 A=a1,1 detA=|A|= a1,1

  𝐚𝟏,𝟏 𝒂𝟏,𝟐

• n=2 A= 𝒂

detA=|A|= a1,1 a2,2- a2,1 a1,2

𝒂𝟐,𝟐

𝟐,𝟏

• 𝒏 ≥ 𝟑 definiamo Ai,j sotto matrice ottenuta da A cancellando la riga i e la

colonna j

detA=a11 det A11…….(-1)1+na1,n det A

1.7 Teorema di Laplace

Sia A𝝐𝑴𝒏 (R)

det A=(-1)i+1(ai,1)det A1,i+…….+(-1)i+n(ai,n)det Ai,n=(-1)1+j(a1,j)det A1,j+……..(-1)n+j(an,j)detAn,j

𝟏



Il determinante serve per definire 𝑨



1.8 Matrice Identità

Definizione: Sia A𝝐𝑴𝒏 (R)

Se esiste una matrice B𝝐𝑴𝒏 (𝑹) tale che AB=BA=In tale matrice e detta identità , tale matrice

viene detta anche matrice inversa di A ed è indicata con B=A-1

𝟏 𝟎 𝟎

In = 𝟎 𝟏 𝟎

𝟎 𝟎 𝟏

Osservazione: Se BA=In allora l’ altra è verificata automaticamente AB=In.

Teorema : Si può calcolare A-1 per le matrici quadrate con n=2 se e solo se il determinante è

diverso da 0.



1.9 Complemento algebrico matrice aggiunta

Definizione: Si definisce complemento algebrico ( o aggiunto) e lo si indica con

a’i,j=(-1)i+jdet(Ai,j)

Definiamo ora la matrice aggiunta:

Sia A𝝐𝑴𝒏 (R) con det A≠0.

Sia C=(a’i,j) =&gt; CT=agg(A)

Dove C è la matrice dei complementi algebrici e CT è la matrice dei complementi algebrici

trasposta.

Si chiama matrice aggiunta di A.
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A-‐1=



!

!"# !



∗ 𝑎𝑔𝑔(𝐴)	
  



Proprietà:	
  

1) Siano	
  A,B𝝐𝑴𝒏 (𝑹)	
  invertibili	
  (AB)-‐1=B-‐1A-‐1	
  det(AB)=	
  det(A)	
  det(B).	
  

2) detA=detAT	
  

3) Se	
  Aha	
  due	
  righe	
  proporzionali	
  o	
  due	
  colonne	
  proporzionali	
  allora	
  il	
  

det(A)=0	
  

4) Nel	
  caso	
  di	
  matrice	
  triangolare	
  il	
  suo	
  determinante	
  è	
  il	
  prodotto	
  degli	
  

elementi	
  della	
  	
  diagonale.	
  

5) Siano	
  A𝝐𝑴𝒏 (𝑹)	
  e	
  detA≠ 𝟎	
  

(AT)-‐1=(A-‐1)T	
  

	
  

1.10	
  Matrice	
  a	
  scalini	
  e	
  metodo	
  di	
  Gauss	
  

Sia	
  A𝝐𝑴𝒎,𝒏 (𝑹)	
  A	
  si	
  dice	
  a	
  scali	
  se	
  verifica	
  le	
  seguenti	
  proprietà:	
  

1)se	
  una	
  riga	
  è	
  nulla	
  ,	
  tutte	
  le	
  righe	
  successive	
  devono	
  essere	
  nulle;	
  

2)	
  il	
  primo	
  elemento	
  non	
  nullo	
  di	
  una	
  riga	
  si	
  chiama	
  pivot	
  ,	
  è	
  sempre	
  più	
  a	
  

sinistra	
  del	
  primo	
  elemento	
  non	
  nullo	
  delle	
  righe	
  successive.	
  

Teorema:	
  Ogni	
  matrice	
  A𝝐𝑴𝒎,𝒏 (𝑹)	
  può	
  essere	
  ridotta	
  a	
  scalini	
  per	
  mezzo	
  delle	
  

seguenti	
  operazioni:	
  

1) Scambio	
  di	
  righe	
  riàrj	
  

2) Sostituzione	
  di	
  una	
  righa	
  con	
  un	
  suo	
  multiplo:	
  riàλri	
  con	
  λ≠ 𝟎	
  

3) Sostituzione	
  di	
  una	
  righa	
  con	
  la	
  stessa	
  a	
  cui	
  viene	
  aggiunto	
  un	
  multiplo	
  di	
  

un'altra:	
  riàri+	
  λrj.	
  

1.11	
  Rango	
  di	
  una	
  matrice	
  	
  

Definizioni:	
  

1)Sia	
  A=(ai,j)𝝐𝑴𝒎,𝒏 𝑹 	
  scelti	
  p	
  indici	
  di	
  riga	
  i1,	
  i2,	
  i….,	
  ip	
  e	
  p	
  indici	
  di	
  colonna	
  j1,	
  j2,	
  

j….,	
  jp	
  si	
  consideri	
  la	
  sotto	
  matrice	
  M	
  di	
  A:	
  

	
  

𝒂𝒊𝟏,𝒋

… 𝒂𝒊𝟏,𝒋𝒑

M



⋮



𝟏



𝒂𝒊𝒑,𝒋



𝟏



⋱

⋯



⋮



𝒂𝒊𝒑,𝒋𝒑



𝝐𝑴𝟏 (𝑹)	
  



Si	
  chiama	
  minore	
  di	
  ordine	
  p	
  il	
  determinante	
  di	
  M.	
  

	
  

2)	
  Si	
  definisce	
  il	
  rango	
  di	
  una	
  matrice	
  A𝝐𝑴𝒎,𝒏 𝑹 	
  è	
  il	
  massimo	
  ordine	
  di	
  un	
  

minore	
  non	
  nullo	
  di	
  A	
  e	
  si	
  indica	
  con	
  rk(A).	
  

	
  

Oss.	
  Sia	
  A𝝐𝑴𝒎,𝒏 𝑹 	
  rk(A)≤ 𝒎𝒊𝒏{𝒎, 𝒏}	
  

Oss.	
  k=	
  rk(A)≤ 𝒎𝒊𝒏{𝒎, 𝒏}	
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1) Da A si può estrarre almeno un minore di ordine k non nullo.

2) Tutti i minori di ordine maggiore di k , che si possono estrarre da A sono nulli.



1.12 Definizione di Orlato

Def. Sia A=(ai,j)𝝐𝑴𝒎,𝒏 𝑹 	
  



𝒂𝒊𝟏,𝒋



a=



𝟏



⋮

𝒂𝒊𝒑,𝒋



𝟏



⋯



𝒂𝒊𝟏,𝒋



⋱

⋯



⋮



𝒑



𝒂𝒊𝒑,𝒋



	
  un	
  minore	
  di	
  ordine	
  p	
  

𝒑



Si	
  dice	
  orlato	
  di	
  a	
  un	
  minore	
  di	
  ordine	
  p+1	
  del	
  tipo	
  

𝒂𝒊𝟏,𝒋



b=



𝟏



𝒂𝒊𝒑,𝒋

𝒂𝒊,𝒋



𝟏



𝟏



…

…



𝒂𝒊𝟏,𝒋 𝒂

𝒑

𝒊𝟏,𝒋

𝒂𝒊𝒑,𝒋

⋮

𝒑



𝒂𝒊𝒑+𝟏,𝒋



𝒑



𝒂𝒊,𝒋



𝐜𝐨𝐧  𝐢𝝐 𝒊𝟏 , 𝒊𝟐 , … . . 𝒊𝒑 }  

𝐜𝐨𝐧  𝐣𝝐 𝒋𝟏 , 𝒋, … . . 𝒋𝒑 }  



	
  



1.13	
  Teorema	
  degli	
  orlati	
  	
  

Esso	
  dice	
  che:	
  per	
  calcolare	
  il	
  rango	
  di	
  una	
  matrice	
  	
  non	
  bisogna	
  

controllare	
  tutte	
  le	
  sotto	
  matrici	
  ma	
  si	
  incomincia	
  con	
  il	
  primo	
  orlato	
  non	
  

nullo.	
  

Definizione:	
  Sia	
  a	
  un	
  minore	
  di	
  ordine	
  p	
  non	
  nullo	
  ,	
  se	
  tutti	
  i	
  minori	
  di	
  

ordine	
  p+1	
  che	
  orlano	
  a	
  sono	
  uguali	
  a	
  0	
  allora	
  il	
  rk(A)=p	
  e	
  sara	
  uguale	
  al	
  

primo	
  minore	
  diverso	
  da	
  0	
  calcolato.	
  

Proprietà	
  

	
  

1)Il	
  rango	
  di	
  una	
  matrice	
  è	
  uguale	
  al	
  rango	
  della	
  matrice	
  a	
  scalini	
  

corrispondente	
  ed	
  il	
  rango	
  è	
  uguale	
  al	
  numero	
  delle	
  righe	
  non	
  nulle.	
  

2) rk’(A)=rk(S) dove S è una matrice a scalini ottenuta da A.
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Capitolo	
  II	
  

Sistemi	
  Lineari	
  

Dicesi	
  sistema	
  lineare	
  m	
  x	
  n	
  (m=equazioni	
  e	
  n=incognite)	
  un	
  sistema	
  del	
  

tipo:	
  

𝒂𝟏,𝟏 𝒙𝟏 + 𝒂𝟏,𝟐 𝒙𝟐 +. . . +𝒂𝟏,𝒏 𝒙𝒏 = 𝒃𝟏

𝒂𝟐,𝟏 𝒙𝟏 + 𝒂𝟐,𝟐 𝒙𝟐 +. . . +𝒂𝟐,𝒏 𝒙𝒏 = 𝒃𝟐

	
  

⋮

⋮

𝒂𝒏,𝟏 𝒙𝟏 + 𝒂𝒏,𝟐 𝒙𝟐 +. . . +𝒂𝒎,𝒏 𝒙𝒏 = 𝒃𝒎

dove	
  “ai,j”	
  sono	
  i	
  coefficienti	
  del	
  sistema	
  mentre	
  le	
  costanti	
  b1,b2….bn	
  sono	
  

dette	
  termini	
  noti	
  del	
  sistema.	
  

Questo	
  sistema	
  è	
  del	
  tipo	
  AX=B	
  dove	
  A=(ai,j)𝝐𝑴𝒎,𝒏 𝑹 	
  

X=



𝒙𝟏

⋮

⋮

𝒙𝒏



	
  e	
  B=



𝒃𝟏

⋮

⋮

𝒃𝒏



	
  



2.1	
  Metodo	
  di	
  Cramer	
  

Sia	
  A  𝝐𝑴𝒏 𝑹 .	
  Se	
  il	
  detA≠ 𝟎	
  allora	
  esiste	
  un'unica	
  soluzione	
  data	
  dalla	
  formula.	
  

	
  



𝒙𝟏 =



𝒅𝒆𝒕𝑩𝟏



,  𝒙𝟐 =

𝒅𝒆𝒕𝑨



𝒅𝒆𝒕𝑩𝟐



,  𝒙𝒏 =

𝒅𝒆𝒕𝑨



𝒅𝒆𝒕𝑩𝒏

𝒅𝒆𝒕𝑨



	
  



𝒃𝟏 𝒂𝟏,𝟐 …𝒂𝟏,𝒏

𝒂𝟏,𝟏 𝒃𝟏 …𝒂𝟏,𝒏

𝒂𝟏,𝟏 … …𝒃𝟏

dove	
  	
  𝑩𝟏 = 𝒃𝟐 𝒂𝟐,𝟐 …𝒂𝟐,𝒏 𝑩𝟐 = 𝒂𝟐,𝟏 𝒃𝟐 …𝒂𝟐,𝒏 𝑩𝒏 = 𝒂𝟐,𝟏 … …𝒃𝟐 	
  

𝒂𝒏,𝟏 … …𝒃𝒏

𝒃𝒏 𝒂𝒏,𝟐 …𝒂𝒏,𝒏

𝒂𝒏,𝟏 𝒃𝒏 …𝒂𝒏,𝒏

	
  

Nel	
  trasformare	
  un	
  sistema	
  in	
  forma	
  triangolare	
  sono	
  state	
  eseguite	
  le	
  

seguenti	
  operazioni:	
  

1)	
  moltiplicazione	
  di	
  un	
  equazione	
  per	
  una	
  costante;	
  

2)	
  addizione	
  e/o	
  differenza	
  ad	
  un’	
  equazione	
  di	
  qualche	
  altra	
  equazione;	
  

3)	
  Scambio	
  di	
  equazione.	
  	
  

2.2	
  Teorema	
  di	
  Rouche-‐Capelli	
  

Sia	
  A𝝐𝑴𝒎,𝒏 𝑹 	
  la	
  matrice	
  incompleta	
  di	
  un	
  sistema	
  lineare	
  e	
  sia	
  B	
  il	
  vettore	
  dei	
  

termini	
  noti;	
  Il	
  sistema	
  ammette	
  soluzioni	
  se	
  e	
  solo	
  se	
  il	
  rk(A)=rk(A’),	
  che	
  è	
  la	
  

matrice	
  completa	
  del	
  sistema.	
  

Proprietà:	
  

Sia	
  rk(A)=rk(A’)	
  con	
  rango	
  p	
  (p≤ 𝒎𝒊𝒏  𝒕𝒓𝒂  𝒏  𝒆  𝒎):	
  

1)se	
  p&lt; 𝑛   → ∃∞  𝑠𝑜𝑙𝑢𝑧𝑖𝑜𝑛𝑖;	
  

2)	
  se	
  p= 𝒏   → ∃!   𝒖𝒏  𝒖𝒏𝒊𝒄𝒂  𝒔𝒐𝒍𝒖𝒛𝒊𝒐𝒏𝒆;	
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Capitolo	
  III	
  	
  

Spazi	
  Vettoriali	
  	
  

3.1	
  Spazi	
  vettoriali	
  

Sia	
  K=R	
  o	
  C	
  e	
  sia	
  V	
  un	
  insieme	
  non	
  vuoto.	
  Definiamo	
  	
  

1)	
  +:VxVàV	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  (u,v)àu+v	
  

2)	
  	
  	
  .	
  	
  	
  :KxVàV	
  “Prodotto	
  di	
  uno	
  scalare	
  per	
  un	
  vettore”	
  

	
  	
  	
  	
  	
  (λ,u)	
  àλv	
  

	
  

Def:	
  La	
  terna	
  (v,+,	
  	
  	
  .	
  )	
  è	
  uno	
  spazio	
  vettoriale	
  se:	
  	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  Riguardo	
  la	
  somma	
  valgono	
  le	
  seguenti	
  proprietà:	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  1)u+v=v+u	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  2)(u+v)+ω=u+(v+ω)	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  3)∃𝟎 ∈ 𝑽: 𝟎 + 𝒖 = 𝒖 + 𝟎 = 𝒖	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  4)∃ −𝒖 ∈ 𝑽: 𝒖 + −𝒖 = −𝒖 + 𝒖 = 𝟎	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  Riguardo	
  il	
  prodotto:	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  1)λ(u+v)=λv+λu	
  	
  	
  (Somma	
  tra	
  vettori	
  moltiplicati	
  per	
  uno	
  scalare)	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  2)(λ+α)u=λu+αu	
  	
  (Somma	
  tra	
  scalari)	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  3)(	
  λα)u=	
  λ(αu)	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  4)1*u=u	
  

Un	
  elemento	
  dello	
  spazio	
  vettoriale	
  si	
  chiama	
  vettore.	
  

	
  

Def	
  :	
  Siano	
  u1,u2,…,un	
  ∊ V  

                    {	
  u1,u2,…,un}	
  sono	
  linearmente	
  indipendente	
  se	
  

λ1u1+	
  λ2u2+…+λnun=0	
   	
  

λ1=λ2=λn=0	
  

Def	
  :	
  Siano	
  u1,u2,…,un	
  ∊ V  

                    {	
  u1,u2,…,un}	
  è	
  generatrice	
  se	
  ∀𝒗 ∈ 𝑽	
  

∃𝛌𝟏 , … , 𝛌𝒏 ∈ 𝑲: 𝒗 = 𝛌𝟏 𝒖𝟏 + 𝛌𝟐 𝒖𝟐 +. . . +𝛌𝒏 𝒖𝒏 	
  

	
  Quest’	
  ultima	
  definizione	
  prende	
  il	
  nome	
  di	
  combinazione	
  lineare	
  di	
  un	
  

vettore.	
  

	
  

Def	
  :	
  Si	
  dice	
  che	
  i	
  vettori    {	
  u1,u2,…,up}	
  sono	
  linearmente	
  dipendenti	
  se	
  

∃𝝀𝒋 ≠ 𝟎	
  

	
  

𝛌𝟏 𝒖𝟏 + 𝛌𝟐 𝒖𝟐 +. . . +𝛌𝒑 𝒖𝒑 = 𝟎	
  

Oss:	
  {𝒖𝟏 , 𝒖𝟐 }	
  sono	
  linearmente	
  dipendenti	
  



	
  𝒖𝟏   𝒆  𝒖𝟐 	
  sono	
  proporzionali	
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