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Capitolo 1
Numeri complessi

Definizione dei numeri complessi: C=RxR={(a,b):a, b € R}
In C definiamo :

1) (a,b)+(c,d)=(a+c,b+d);

2) (a,b) (c,d)=(ac-bd,ad+bc);
Proprieta:
Somma:

1) Commutativa : (a,b)+(c,d)=(c,d)+(a,b);

2) Associativa : ((a,b)*(c,d))*(e,f)=(a,b)*((c,d)*(e,f));

3) Elemento neutro o nullo : (a,b)+(0,0)=(a,b);

4) Opposto di un valore: (a,b)+(-a,-b)=(0,0);

Con queste proprieta , (C,+) si dice “Gruppo abeliano” , ovvero che contiene le quattro proprieta
riportate sopra (Commutativa , Associativa , Nullo , Opposto).

Moltiplicazione:

Anche (C-{(0,0)}, *) & un gruppo abeliano.
Come elemento neutro la moltiplicazione ha (1,0).

. 6(_4 b
L’ inverso & (——;——>)

Proprieta:
1) Distributiva (relativa a somma e moltiplicazione) : ((a,b)+(c,d))*(e,f)=(a,b)*(e,f)*(c,d)*(e,f);
Con queste proprieta , (C,+,*) si dice “Campo dei numeri complessi”.
In C non ¢ possibile stabilire alcuna relazione d’ ordine.
(a,b)=(a,0)+(0,b)=a*(1,0)+b*(0,1)
(0,1)*(0,1)=(-1,0)=-1, (i=(0,1)) con i , (i=(0,1)) con i2=-1

((a,b)=ati*b) e la forma algebrica di un numero complesso .

Dato z1=a1+ib1 e z;=axtib
21*22=(as+ib1)*(azt+ibz)=as*az + iaib2tibiaz - b1 b2=(a1*az-b1*b2)*i(as*b2t+as*b2)=( as*az-b1*b2, ar*b2+as*by)

Dato un numero complesso z=atib , a definita come la parte reale , mentre b é definita come la parte
immaginaria.

Il numero complesso si indica con Z=a-ib é il complesso coniugato di z=a+ib.

Proprieta di Z:
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1) Siaz=atib appartante aC
Z'Z =(a+ib)*(a-ib)=a2+h?

2) Rez)="  Im(z)=="

Definizione : |z| si chiama modulo di z il numero positivo (|z|=v z * Z) rappresentato dalla radice del
prodotto tra un numero complesso ¢ il suo coniugato.

1.2 Forma Trigonometrica
Sia ze C, di chiama forma trigonometrica di z la forma:
z=r(cos I + isind)
dove 9 eI’ argomento di z ed r ¢ il raggio, che altro non é che il modulo di z
stesso.

It (a+il)

P=a+ib

/0/ Re (avib)

o a

a=r cos(9);
b=r sin(J);

Osservazione:
1)cos(I) = ReT(z)
. Im(z)
2)sin(9) = —=

T

sin@) _ Im(z) _ b
cos(9) - Re(2) T a

tg(I) =
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a>0 a<0 a=0
b b b>0 b<0
Y = arctg(—) Y = arctg (—) +m
a a
ﬂ =:E 'ﬂ = — =
2 2

1.3 Forma Esponenziale
z1=r1*(cos(91)+isin(91))=(r1, 91)

22=r2*(cos(92)*+isin(92))=(rz, 92)

21*25=r1*r2(((cos(91)cos(92))-(sin 91sin 92))+i*(cos 91sin 92+ sin 91cos I92))=
=r1*r2*(cos(91+ 92)+isin(91+ 92))=[ r1*r2, 91+ 93]

Nel prodotto tra due punti & necessario solamente effettuare il prodotto tra i raggi e la somma
tra gli argomenti.

zq rl*ewl 1 eld1
—= = — %
92

_ M 9.
Zy rz*ei L) eiv2 L) '191 192]
1.4 Formule di DeMoivre
Diretta:Dato un numero complesso [z=[r, 9]] , z* & il numero complesso avente per raggio rk e

come argomento k9 Vk € N

Inversa: Dato un numero complesso [z=[r, 99]] si dice radice ennesima (con n > 2) di z un
numero complesso z; che avra come raggio p e come argomento ¥ tale che z,"=z.

1
p=rn

0+2k
=— ~ con k=0,....,n-1
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Capitolo I1
Teoria degli insiemi
2.1 Definizione e notazione

* Sia X un insieme qualsiasi,
xeX (x appartiene a X, ne € un elemento);
x&X (x non si trova in X).

* Sia X un insieme, si dice che b e un sotto insieme di X(BcX) se tutti gli
elementi di b si trovano in X;

* Siano a e b due sottoinsiemi dell’ insieme ambiente X, se ac b e c’é un
elemento di b che non appartiene ad a si parla di inclusione stretta
indicata con ASB;

* Sidice che AeéugualeaBse AcBeBcA

* Uninsieme vuoto € un insieme avente una proprieta particolare : € sempre
falso( ha una proprieta falsa per ogni elemento) si indica con @.

Insieme delle parti: Dato un insieme A, I’ insieme di tutti i sotto insiemi di A

viene detto insieme delle parti di A(denotato con P(A)).

2.2 Proprieta e implicazioni

Siano P; e P2 due proprieta definite da un insieme ambiente sull’ insieme X. Si
dice che P1=>P; se un elemento verifica P1 e quindi verifica P-.

2.3 Operazioni con gli insiemi
Sia X un insieme ambiente e A Bc X
* Sidefinisce come I’ unione tra AUB={x€X: x€eA o xeB};
* Sidefinisce come I’ intersezione ANB={x€X: xeA e xeB};
* Due insiemi si dicono disgiunti se la loro intersezione € () ANB=Q);
* Dicesi complemento di A rispetto a B I’ insieme B-A={ xeX: xeB e x¢A}
2.4 Leggi di Morgan
1) (AUB)C={xeX:x¢AUB}={xeX:x¢A e x¢B}=AcNBc¢
2)( ANB)¢= AcUBe
3)Proprieta Commutativa: ANB=BNA , AUB=BUA;
4)Proprieta Associativa: (AUB)UC=AU(BUC) ,(ANB)NC=AN(BNC);
5)Proprieta distributiva:AU(BNC)=(AUB)N(AUC),ANn(BUC)=(ANB)U(ANC)

Notazione:
n

UAI' == A1 UAZ vee U ATL

i=1

Appunti di analisi matematica | Ludovico Russo Francesco Visconti _



Ai == A1 N A2 I ATL

n
i=1
Legge di de Morgan : (U;Z; 4;)%=(N{-; 4;)¢ e (Nj=1 A)=UiL, A©

2.5 Prodotto Cartesiano

Siano A e B due insiemi:
AxB={(a,b):a€A e beB}

A?=AxA={(a,b): a€A e beA}
Proprieta:

Se un insieme A ha n elementi e B ha m elementi allora il loro prodotto
cartesiano AxB avra n x m elementi.

Notazione:
n
HAi=A1*A2*A3* ...... a,
i=1
={(X1, X2, X3,......, Xn) Xi€ Ai}.
2.6 Estremi e massimi, minimi
Def: x=R , AcR

Si dice che A e limitato superiormente se :
AM eR:a<M ,Va€eA

Si dice che A e limitato inferiormente se :
dme€eR:a=m,Va€eEeA

si definisce:

M=maggiorante dell’ insieme A

m=minorante dell’ insieme A

Un insieme si definisce limitato se A e limitato superiormente e inferiormente.
ocdMeX,AmMEeEX mM<x <M

Notazione:

m=insieme dei minoranti di A

M=insieme dei maggioranti di A.
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Def

* supA limitato superiormente il piu piccolo dei maggioranti

* inf A limitato inferiormente il piu grande dei minoranti.
Oss: In generale supA o infA non sono elementi di A.
Def: Se supA €A, allora supA si chiama massimo di A e si indica con maxA=supA.
Se infA €A, allora infA si chiama minimo di A e si indica con minA=infA.
Proprieta:
Sia A limitato superiormente.

M>X , Vx€eA
M=supAe { Ve>0,I3x, EAM < x,+¢
oppureVe > 0,3x, E A:M — ¢ < x;,
Sia A limitato inferiormente

m<X ,6 Vx€eA
m=infAe {Vs >0,3y, €EAm+e >y,

2.7 Principio di induzione
Sia Pnuna proprieta definita per n> no. Se la proprieta P, vale per n allora
vale per n+1 e per qualsiasi altran
{se Py vale e [Py 2> Pn+1]} allora P, € verificata Vn > n,
Dimostrazione:
Definiamo A={n > n,: P,.¢ falsa }
Si assume che A# ¢ ,AcN-> A ammette un minimo mo=minA-> Pno € falsa >
Pmo-1 € falsa = mO non puo essere un minimo > mo0-1€A e assurdo.
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Capitolo III
Successioni Reali
Preliminari:

* R = RU{—00,+00} (Tutti i numeri reali inclusi —oo, +);

e Unintorno, sia xoappartenente a R con x finito & I’ intervallo aperto
1x¢ — 1; X + r[ con qualsiasi costante “r” positiva;

* In questo caso prende il nome di intorno di xo;

e Se xo=+ allora ]a; +o[ con a>0 si chiama intorno di +oo;

e Se xo=-o0 allora |]—oo, b[ con b <0 si chiama intorno di -co;

Notazioni:

1. I:(x0)=]xy — 1, x¢ + r[ se xo €ER;

2. la(+o0)=]a, +ool;

3. Ip(-0)=]—c0, b[;
Definizione:Sia Xc R, un puntoxo € R, X0 & un punto di accumulazione se ad
ogni intorno di xo, appartiene almeno un punto di X distinto da xo.

I punti isolati non sono mai punti di accumulazione.

Teorema:Siaxo€ R, Xo & un punto di accumulazione per X © VI,.(x,)

,L.(x) " X & un insieme infinito.

Osservazione:
1) Un insieme dotato di punti di accumulazione € un insieme infinito.

2)+o0 € un punto di accumulazione per x < x non é limitato superiormente.

3)—oo0 € un punto di accumulazione per x < x non é limitato inferiormente.

Notazione:
DX={x0€ R x¢0 € di accumulazione per x}
Viene detto derivato di X
DX e I’ insieme dei punti di accumulazione.
Def: xcR si dice chiuso se
DXcX
Def:Sia XcR, X si dice compatto se X e chiuso e limitato.
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Oss: XCR & compatto & DXcX e oo non sono punti di accumulazione per

X.
I punti di accumulazione sono i cosi detti punti di “frontiera” ovvero gli
estremi dell’ intervallo esclusi da esso.

Successioni reali
Def: Una successione é una funzione f: N - R
f(n) viene denotato con xu,yn...
Una successione si dice crescente (risp . decrescente) se xn+1=> x,,(risp
Xn+1< X,,) Si dice strettamente crescente o decrescente quando Xn+1> X,
Xn+1< Xp.
Def: Una successione crescente o decrescente si dice monotona.
* Xpsidice limitata superiormente(risp. inferiormente) se esiste una
costante a€R tale che x,<a (risp a<xn) V n
* X; si dice limitata se (e limitata sia inferiormente che
superiormente) 3a, b € R tale che:
a<x,<bvVn

Sia (xn) una successione limitata sup (risp. inf):
SUpn Xa (risp infy xn) € I’ estremo sup (risp inf di (xn))
SUPn (Xn)= Xno=MaXn Xn
infy (Xn)= Xp=min, Xn
Proprieta:
1)Una successione crescente ammette sempre un minimo;
2) Una successione decrescente ammette sempre un massimo;
3)Una successione crescente puo:

a)crescere fino all’ infinito;

b) avere un limite.

3.1 Limiti di successioni

Def:

Dlim,,,,x,=l,l€ER ©Ve>0,AN, EN:|x,—l|<e Vn=N,

2)lim,,,,x, =40 ©VA>03IN,eEN:x,, >a Vn = Ny

3)lim,,, ,x, =—c ©VB>0,3IN, EN:x,, <-b vn = Ny
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Def: Una successione (xn) si dice convergente (o regolare) se lim,,_,, ,, x,, =
leER.

Proprieta

1) Se si ha una successione crescente limitata superiormente il limite
esiste . Una succ(xn) 4 & limitata sup e regolare quando lim,._, , , x,, =

SUP Xy

2)Una successione decrescente e limitata inferiormente € una successione
regolare. lim,_,_ , x, = inf,x,.

Def: Sia (xn)una successione di numeri reali e sia (K,) una successione di
numeri naturali strettamente crescente. Allora la successione (Xkxn) viene
detta successione estratta da xp.

Proprieta

Selim,_,,, x, =l €R ,allora

lim,_,, . xk, = 0V (k,) strettamente crescente.
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Capitolo IV
Insieme di definizioni

Def: Sia f:Ds-> R si dice una funzione su f se f € una corrispondenza che ad

ogni xe Drassocia uno ed un solo y=f(x)eR.
¢ Dssi chiama insieme di definizione della funzione.
hd DfC R

Funzione Tipo Insieme di definizione
f(x)=anx"+an.1x™1...+ | Polinomio De=R
di1X+do
f(x)=@ Fratta Di={x € R: Q(x) # 0}
Q(X)
f(x)="/F(x) Irrazionale De= { x> 0senepari
R seneédispari
f(x)=sinx Seno D=R
f(x)=cosx Coseno D=R
f(x)=tgx Tangente Di={x E R:x # §+ km}
Siaa>0a+ 0 Logaritmica D¢=]0; + oo
Inx
f(x)=log, x = e
f(x)=ex Esponenziale D=R

4.1 Funzioni composte
Siaf: Dr> R
f(Ds) I’ insieme dell’ immagine di Drx.
e fiDg>R, D> Ds
fog: DR, (fo g)(x)=f(g(x))
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Capitolo V
Limiti di funzioni
Sia f:D+~> R una funzione e xo un punto di accumulazione in D e leR. Diremo che |
e il limite di f(x) per x che tende a xo e si scrive lim,_,,  f(x) = L.

Seve> 0,35, f(x) € I.(D),Vx € Dy N I5(x) — {x0}

Notazione: Sia r>0
I.(a)=]la—r,a+r|[ sea€R
I.(+00) = Jr,+o |

I.(-—) = ]—00,—7[

Oss:l€ER ,xo €ER
limf(x) =1l ©Ve>0,36:|f(x) —l| <e Vx €EDsN]xyg —8,x9 + 8] — { x0}

XX

I5—{x0} = 1%0 — 8, %0[ Ulxo, X0 + &8[ = I5(x0)” UIs(x0)"
5.1 Limite sinistro

Def:

1) Limite sinistro in xo

lim f(x) =1 ©Ve> 0,36 > 0: f(x) €I, (D),Vx € Dy N I5(x0)~

5.2 Limite destro

Def:
1) Limite destro in xo

lim f(x) =1 ®Ve> 0,36>0:f(x) eI, (D),Vx € DsN Is(xo)?t

X=X

5.3 Limiti notevoli
1) lim, o = = 1

2)lim,_o —=* =0
3)lim,_, (1 + i) =e
log(1+x) 1

O)lim,_,_, x"e** =0 sea >0

4lim,._,,
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6)lim,_,,x "e*™ =400 sea>0en>0

. . . tg x . sinx 1 . sin
Dimostrazione:lim,,_,, — = lim,_,, [Cosx] ¥ = lim,_, ( "

X
)*COSX=1

. . BT l1-cosx
Dimostrazione:lim,,_,, = =
lim [1—cosx] N 1+cosx lim ( 1—cos? x ) — lim (sinx)2 N 1
x>0 x2 1+cosx X220 \x2«(1+cosx)) X220\ 1+cosx
. . 1
Dimostrazione:lim,_,o (1 + x)*
1 Metodo

1
(14 x)% = elogl14% = glontsn) _

(applicando il limite notevole del logaritmo)

2 Metodo

Ponendo t=§:
t

1 1
lim(1 + x)x =lim (1 + ?) =e

x—-0 t—>oo

5.4 Operazioni con i limiti
Il limite della somma , differenza , prodotto , quoziente di due funzioni é

rispettivamente uguale alla somma / differenza / prodotto / quoziente dei limiti
delle due funzioni (il quoziente é possibile solo se il denominatore é diverso da

zero) a condizione di non avere una forma indeterminata:
e 400+

S

* +00

[ ]
OIO|+||+
818

1
2
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Aritmetica dei transfiniti
* to+n==4x
® 400+ 00 =400
¢ —00 — 00 = —00
* +o00 — oo =? forma indeterminata
* toot 0=+
* 400 (400) =400
e —00x*(—0) =400
e —00x* (400) =—00
e wx*(n)=o0

e o * (0) =? forma indeterminata

| | |
o o

=? forma indeteminata

[ ]
©cleg|g8el38[=28|coo]8

=? forma indeteminata

5.5 Teorema dei due carabinieri
Siano f4,f,, fe f:D — R sia
Xo un punto di accumulazione per D
Se 3I,.(xp): f1(x) < f(x) < f2(x) Vx € D N [,(x) — {x,}
Selim,_, fi(x) =lim,,, f,(x) =1,allora lim,_, f(x)=1

Dimostrazione
Nim,_,, f1(x) =1 © Ve > 0,35(x0):l — e < f1(x) <l+e Vx €D NIs(xy) — {x0}

2)lim,.,, f,(x) =1 © Ve>0,3l'5(xo):l —e < fr(x) <l+e Vx €D NI's(xp) —
{x0}

3)Sipone I = I.(xy) N I5(xy) NI'5(xy) I & un intorno di x,

Vogliamo maggiorare con l 4+ £ e volgiamo minorare con l — £ questo é possibile solo se
siamo nell’ intersezione.
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l—-e<fiX)<fx)<fo(x)<l+eVxeDnI,y—{x,}

l-e<f(x)<l+evxeDnl,,—{x}
Questo dimostra che:
lim f(x) =1

X=X

Corollario(conseguenza del teorema): Siano f,g:D -> R due funzioni.

31, (x0): [f ()| < [g(x)| e vx € DN I(xo) — {x0}
elim,_, g(x) = 0allora

lim f(x) =0

pramge
Dim: [f(x)| < g(x) & —g(x) < f(x) < g(x) & lim,_,, f(x) =0
Siano f,g:D>R: f(x)> g(x),Vvx € D

e selim,, g(x) = +o allora lim,_, f(x)= +o

e selim,,, g(x) =—owallora lim,_, f(x)= —o

5.6 Funzioni continue

Def. Sia f:D: = R una funzione qualsiasi e sia xo un punto che si trova nell’ insieme
di definizione Dr:si dice che f(x) & continua in xo se:lim,_,,  f(x) = f(x,).
Def Sia f:Ds > R una funzione qualsiasi e sia xo un punto che si trova nell’ insieme
di definizione Ds :f si dice continua a destra (o a sinistra) se il limite destro (o
sinistro) & uguale a f(xo).

lim f(x) = f(x) (risp a sinistra lim f(x) = f(xo).).
x-xgt xX—x
Proprieta:
f e continuain xy, & f e continua a destra e a sinistra di x
1) siano f:x2>y e g:y=>R

Se f & continua in xoeX e g € continua in f(xo) , allora g o f & continua in xo
2) f é continua in xoeDs &

v(x,) € D, x, = x¢,si ha
f(xn) = f(x0)

N.B. Per vedere se una funzione trigonometrica & continua oppure no bisogna utilizzare il
metodo del confronto.

3) Se D¢ — R € continua in x, , allora la funzione in valore assoluto [f(x)| & continua in xo
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Dim:
|[a]-|b]|<l|a-b]

5.7 Continuita uniforme
La continuita uniforme € un concetto globale & si parla di continuita in un insieme.

Def:Sia f: Dy — R si dice che f & uniformemente continua in x se:
Ve> 038, |f(x) —f(y)| <e Vx,yEXcon|lx—y|l<§
La continuita uniforme é globale e questo significa che la continuita si ha nell’ insieme x.

Oss: Continuita uniforme = continuita
In generale I’ altra implicazione non é mai verificata.
Teorema di Cantor:
Se x & compatto (chiuso e limitato) allora una funzione f continua in un compatto X & sempre
uniformemente continua.
5.8 Punti di discontinuita
f si dice discontinua in xo se f non & continua in xo

A. Discontinuita eliminabile.
Se Xo € un punto di discontinuita e se esiste il lim,_,, f(x) = [ (conl# f(x,)),si
dice che f presenta una discontinuita eliminabile in xo.

, xX)sex #x C N
La funzione g(x)={f (x) % |a funzione & continua in xo
l sex=x,

g si chiama prolungamento per continuita di f in xo.

B. Discontinuita di prima specie (con Salto)
Si dice che f ha in xo una discontinuita di prima specie se il limite destro e quello
sinistro esistono e sono diversi tra loro se

lim f(x) # lim f(x)
xX—Xx, XX

si definisce come salto:

sCxo) = (1im £Go) - lim £(x))

X=X

si chiama salto di discontinuita di f in xo.

se risulta che: f(x,) = %(limx—mg fx) +lim,_,- f (x))
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allora si dice che f presenta una discontinuita simmetriche .
C. Discontinuita di seconda specie
Xo € un punto di discontinuita di seconda specie
Se almeno uno dei due limiti sinistro o destro non esiste o é infinito.
5.9 Teoremi per funzioni continue
5.9.1 Teorema di Weistrass

Sia f: [a, b] - R continua allora f & dotata di massimo e minimo
Dim:
1)Verificare che f & una funzione limitata (& 3IM > 0: |f(x)| <M Vx € [a, b))

Dimostriamo la 1 con un ragionamento per assurdo.

Assumiamo che f non é limitata
S VM > 03xy € [a,bl: |[f(xy)| > M

>Vvn € N,3x, € [a,bl:|f(x,)| >n
Poiché [a, b | & compatto, esiste (xkn) tale che
lim,,_,, . X, = X € [a, b]
Possiamo porre:

|f(xkn)| > kn
lo possiamo fare perché k, & un numero naturale , proseguendo otteniamo

|f(xkn)| > kn
n- +oo¢ n- +oo¢

|f (xo)| > +0
Qualcosa maggiore dell’ infinito e assurdo , per indicare cio , utilizziamo il simbolo <
Quindi f é limitata.
b) Poniamo L=sup f(x) xe[a,b] e I=inf f(x) xe[a,b].
L= f(x),Vx€]ab]
{2) Ve=>03x, €[ab]:f(x,)+&>L
Ipotesi compattezza e continuita
L insieme piu grande f(x)
lim € che dipende dan

£=%,Elxn € [a,b]:f(xn)+%>L > f(xn)

[a,b] & compatto= 3x,,, — x, € [a, b]

f i) S L < f () + 2
Ln - 400 #n - 400
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f(xo) <L < f(x0)+0
Quando si passa al limite le diseguaglianze strette diventano larghe

= L = f(xo)
5.9.2 Teorema degli zeri
Sia f:[a, b] — R é continua
Sef(a)f(b) < 0 allora3c € la,bl:f(c) =0
Dim: f(a) >0 f(b) <O
Guardiamo il tutto graficamente:

Sia ¢ il punto medio di [a,b].

Se f(co)=0, finito

Se f(co)+0 , scegliamo [a,co] e [co,b]

dove il prodotto f(a)f(co)<0 o f(co)f(b)<0 Denotiamo tale intervallo con [a1;b1] con

f(a1)f(b1)<0
f(a1)>0 e f(b1)<0
b1-a1= a+b b-a
Coma=——a=-~
La distanza & sempre uguale a:?
Siac; = al;rbl ,alloraf(c;) =00 f(cy) #0
se f(cy) # 0 allora scelgo [az;b2] con
f(a2)>0 e f(b2)<0
bz-a‘_bl;al — bz—za

an,+by,

cosi al passo (n+1)- ennessimo se c,, = .

verifica f(cn)=0 finito

se no abbiamo una successione di intervalli [a,, , b,,] tale che:
'a <a,<a,;,1Sb,,1Sb,shb

2)f(an)>0 e f(b,) <0

3) bn —dp = bz_na
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(a,) & una successione crescente limitata < convergente 3lim,,_,, . a, = x =c¢
(b,,) € una successione decrescente limitata < convergente 3lim,,_,, ., b, =y
J=>x=y
2) (continuita) = 0 < f(a,) » f(x) =0

fbp) - fy)=f(x)<0

fb) > fy)=f(c)<0

=>flc)=0

5.9.3 Teorema di Bolzano (o dei valori intermedi)

Sia f una funzione continua definita in un intervallo [a, b] compatto e siano a e B due
numericonB>aeay, b, €]a,b[/ f(a;) =ae f(by) =B . Allora:
vyela,Bl,3xela, bi[/fx) =y

/ .

a x b
Dim.: Si applica il teorema degli zeri alla funzione: F(x) = f(x) — y
Fla)) =fla)) —y=a-y <0
F(by) =fby)—-y=B—-v>0
Ixelay by[ /| FX)=0=>f(x) =y
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Capitolo VI
Derivata di una funzione
1)Definizione:
Si definisce rapporto incrementale in un punto x, € Dy di f: Dj—— R;
f(x)—f(x0)

X—Xg

, X € Df — {xO}
f)—f(x0)

X—Xg

allora si dice che f & derivabile in xo e il valore del limite si chiama derivata di f in xo e si

seillim,_,, esiste ed e finito
e , df

indica con f’(xo) 0 - (x9).

Oss: h=x-xo

f(x)—f(xo)zf(xo+h)—f(xo)

X — X X — X
li fx) —f(xo) .. flxo+h)— f(xo)
im = lim

XX X — Xy XX X — Xy

= f'(x,), se esiste

Esempio: 1)f(x)=c Vx € R
Siano xy € R

f)—f(xo)_ c—¢ =0

X—Xg X—Xg

= f é derivabile in xye f'(xy) = 0
2)f(x)=x x €R

Siano xy € R
f(x)—f(xo)_x—xo_1 Vx # x,
X—Xg X—Xg
xX)—J(x
(O (G2 SR

xX—Xg X — Xy

3)f(x)=sinx x € R

Siano xy € R
h=x-xo
_ sin(xy + h) — sin(x,)
lim =
XX h
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X=X h

sin(xg)cos(h) + cos(xy)sin(h) — sin(x,)

Metendo in evidenza sin(x,) e cos(x,)

cos(h) —1 sinh
=lim (sin(xg) L + cos(xy) ) = cos(xg) = f'(xp)
X—Xg h h
4)f(x)=x2 x € R
Siano xy € R
[O-fxo) _ x*=xo _ (oxo)Corxo)_y y VX # %o
x—xg xX—xg (x—x9)
x)— f(x
i T TG,

X=X X — xO
5)f(x)=|x] x €R
Ricordando che la funzione valore assoluto e uguale a:
xse x=0
X =
f(x)] —-x se x <0
f e derivabile in xo+= 0

) = fxo) _ X
lim = lim—
X—X X — Xy x-0 X

Studiamo il limite destro e sinistro:

lim—=1
x-0t Xx
1
lim —=-1
x-0" X

= fnonederivabilein0
Def.1.2) Siaf:Df > Rex, € Dy
f )£ (x0)

“f” si dice derivabile a destra (rispettivamente, a sinistra) in x,, se lim,_, o
—A0
f(x)—f(x0)

X—Xg

(rispettivamente lim, - ) esiste ed é finito.

Notazione : f};(x,) = lim, [®-7x0) _ fi(x0)

i) = i LEZE )

0SS:f é derivabile in xo= f ¢ derivabile a destrae asinistrae f' (xo) = f'_(xo)
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6.1 Significato geometrico della derivata

P(so;f(s0))
Q(s;f(s))
f(S)
f(s0)
sO S
yo = [T ")( ~ 50) + f(s0)

l S->So

yi=F (s0) (X-S0)+f'(S0)
Si chiama retta tangente di f nel punto (so,f(so))=P
Proprieta:
se f & derivabile in Xo , allora f & continua in xo
Dim:

f)-fxa)=| 2L (x - xo)

l X->Xo

f(xo0)=0

Derivabilita = Continuita
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lim (f(x) ~ f(x0)) = 0 = lim f(x) = f(xo)
6.2 Operazioni sulle derivate
Siano f1 e f2 due funzioni derivabili in x, € Df; N Dy,. Allora:
1)(cq * f1 4 €2 * f2) * (x9) = €1 * f1 * (xg) + €2 * f3 * (x0)

2)(f1 * f2) * (xg) = f1 x (x0) * f * (x0) + f1 * (xg) * f * (xo)
3)Se f,(x) # 0, allora:

<f1)’ ( _f’1(xo)*fz(xo)—f1(xo)*f'2(x0)
* xo)_

f2 (F2(x0))?

Dimostrazione di 3) :

fi 1\) 1 1
G+ (xo) = <f1 a f)) () = Filxo) * s+ ) * s
1 _(L1 1 1 f2(x0) — f2(x)
- (72) @ - (7)) &) _ s B0 G _ o fo@)  falxy) _
XX X — Xy X—Xq X — Xy xX—Xg xX— Xy

— lim —(f2(x) — f> (xo) 1 —f2(x0)
X—Xg X — X “F2x ) * fa(x) f3(x0)

Sostituendo, si ottiene:

f1'(xe)f2(x0) — f1(x0)f2(x0)
f3(x0)

6.3 Derivata della funzione composta g o f
Sia f derivabile in xo e g derivabile in f(xo) , allora g o f & derivabile in xo e (g o f)’
(0)=g’(f(xo)) *F'(xo)
6.4 Derivata della funzione inversa
Sia f: X —» Y una funzione invertibile

fLYy-x f1(fx)=x vxeX
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fE1y) =y vyey

se f é derivabile in xo con f'(xo)# O allora

f1 & derivabile in yo=f(xo)= f~1(yo) = x¢

F1Y o) = o
FCxo)

1
U700 = 5150

Esempi

) f(x) =e*, f1(y) =log(y)

1 1
(logy) = elogy - ;
2f:[- 55 > [-1,1], f(x) = sinx
f ¢ invertibilee f~1:[-1,1] - —g;g]

f1(y) = arcsin(y)

1
cos(arcsiny)

1) (arcsiny)’ =

arcsin(sinx) = x Vx € —5i3
sin(arcsiny) =y Vy e [-1,1]

777l

cos*(arcsin y) + sin*(arcsiny) = 1
= cos?(arcsiny) = 1 — sin*(arcsin y)
= cos*(arcsiny) = 1 — y?

= |cos(arcsiny)| = /1 — y?

Il domino della funzione precedentemente definita sappiamo che é definita per valori
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T . \ . g . . .
Vx € [— 2 E] dove il valore del coseno e sicuramente positivo quindi possiamo

eliminare o meglio non considerare il valore assoluto & quindi otteniamo:

= cos(arcsiny) = /1 — y?

Sostituendo nella 1) ci6 appena calcolato otteniamo la derivata della funzione inversa e
quindi la 1) diventa :

1

J1-y?’

1) (arcsiny)’' = vy e |-1,1]

2)f : [0,] - [-1;1], f(x) = cosx
fl[-1;1] -» [0,7],f 1 (y) = arccos y

(arccos y)' = — vy e |-1,1]

3)tan:]—§;§[ - R

arctan:R - ]—E; E[
2’2

1
1+y2’

(arctg y)' = Vy €ER

6.5 Teorema per le derivate
6.5.1 Teorema di Rolle:
Sia f:[a,b] - R continua [a, b]é derivabile in |a, b|.
Se f(a) = f(b),allora
dce€la,bl:f'(c) =0
Dim: 1 Caso. Se f & costante la derivata é 0

f & costante tutti i punti di |a, b[ annullano la derivata

= f'(c) =0,Yc € |a, b|

2 Caso. f non é costante
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Weiestrass
———— 3x4,X, € [a, b] tale che

f(x1) =min f(x) x € [a,b] e f(x,) =max f(x) x € [a, b]

Si assume per assurdo che f non sia continua

= f(x1) # f(xz) = x10 x, € ]a,b| (f(a)=f(b))

Scegliamo x; € |a, b[

<0 < tim . (xi — fc ) f’d(x1)>
e = f'(x) =0
(02 im O IED_p
x—x3 X —Xq

6.5.2 Teorema di Lagrance (Teorema del valore medio)
Sia f:[a,b] - R continua in [a, ble derivabile in |a, b|.

fb) — f(a)
b—a

Allora3c € la,b[: f'(c) =

Dim: Definiamo una nuova funzione :

gx) =f(x) - f(a) - (x—a)

fb) — f(a)
b—a
= g:|a, b] € R continua in [a, ble derivabile in |a, b|

ga)=0 g(b)=0

Rolle

—3dc€la,bl:g'(c) =0
g©=r- 10D _,
o o IO I@

6.5.3 Teorema di Cauchy:
Siano f, g:[a,b] » R continue in [a, ble derivabile in |a, b|.
Se g(a) # g(b) e se f'e g'non sono entrambe nulle in uno stesso punto di la, b[

Allora:
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fb)—fla) _f'(©)
gb) —g(a) g'(c)

Dim @ (x) = f(x) — f(a) - L2LD (g(x) - g(a))

dc €]la,b[:g'(c) # 0 e

g(b)-g(a)
0@ =0 ¢(b)=0
Rolle
= 3dc € |la,b[:p'(c) =0
fb) — f(a)

@'(c) =f'(c) - OB IO g'c)=0=>9g'(c)=0

6.5.4 Primo teorema di
de L’ Hopital
Siano f,g:[a,b]— R continue e derivabile in]a, b|.
Assumiamo che 3x, € [a, b]: f(x,) = g(xy) = 0 e esiste I5(x,)
intorno di x, tale che
g'(x) # 0,Vx € I5(xo) — {x0}

. ffx)
Se lim =1 dovel € R allora
x=x0 g' (%)
x-x9 g(X)

Dim: 5 ha senso nel intorno I5(x,) — {x,}

Assumiamo per assurdo :

Axq € I5(xo) — {x0}: g(x1) =0
Ro=>ue dx, traxgexy:g'(xy;) =0
Questo é assurdo perché per ipotesi la funzione g’ (x) # 0.
& _
X0 g (%)
Per dimostrare ci6 utilizziamo il teorema di Cauchy.
cauchy f(x) _ @) = f(x0) _ f'(©)
gx) gx)—glx) g'(c)
lim 1) = lim I (©)
x>x0 g(x) >0 g'(c)

Ora bisogna dimostrare la tesi e cioé che il lim

,ctraxex,

Quando c - x,

6.5.5 Secondo teorema
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di de L’Hople
Se f,g continue in [a,b] e derivabile |a, b[ tranne in xose g’'(x) # 0,Vx € I5(x,) —
{xo}elim,_, f(x)=Ilim,_, g(x) = 0.Allorase
f(x)

f(x)
3 lim =Lallora lim——=1
2% ' (%) x=x0 g (%)

Proprieta: (4o0)
f,g la, +[ = R continua e derivabile
eg'(x) #0,Vx € [a +00[
se llm f(x) = 11m gx) =

f,( x) =1l €Rallara
e . g'(x)
se lim
x—+00 f(.X') _
lim —=1
x+0 g (x)

La regola vale anche per (—)

Def:Sia f:]a, b[ — R derivabile in f": ]a, b[ - R la sua derivata.

Sia x € |a, b[ se f' & derivabile in xo allora si dice che f & due volte derivabile.
Notazione: f’(xo).

Dalla derivata " in poi , la derivata si indica con

f31f4; "_'fn

6.6 Formule
di Taylor
Differenziale:
Siaf:ix > Rexy €X: f'(xy) esiste.La funzione df (x,y): R — R:
df(xe)(x) = f'(x)(x — xy) *dif ferenziale del primo ordine di f in x,
Notazione:df (xy)(x) = (x — xg) = d(xg) (x)
o dfxo) = /() dxo 5 120 = f'(xy)

6.6.1 Formule di Taylor

Teorema del differenziale

Se f & derivabile in xo la funzione (f(x)-f(xo)) df(xo) € un infinitesimo in xo di ordine
superiore rispetto a (x-Xo).

(f () —f(xo)—df (x0) _ 0

X—Xg

Significa lim,_,

Appunti di analisi matematica | Ludovico Russo Francesco Visconti



f)—f(x0)—dfxo

Dim: P =
) — f(xe) — f(x0) (% — Xo)
B X — Xg
f@-fx))
T x—x, — f'(x0)
. f(x) — f(xo) —dfxy
= lim =
X—Xg X — Xo
Posto R, (x) = f ) —f(xp)—df (xo)
fx) = ((xo) + f;(/xo)(x —50) + R1(x — xo)
Polinomio di primo grado
Notazione:R(x)(x — x¢) = o(x — xp)
tim 270 _ 4

x-xg X — X
Oss:f(x) = f(xg) + f'(x0) (x — x¢) + 0(x — Xo)
Def:
d™ f(xe) = f"(x0)(x — x)"
se f*(x) esiste
differenziale n-esimo di f in xo.
Formula di Taylor:

Sia f: X = R n-volte derivabile in x, € X.Si considera il polinomio di Taylor di grado n.

Pae) = Flxo) + Feo) e = x0) + /i) S0 g gy BT

Allora f(x)-Pa(x) & un infinitesimo di xo di ordine superiore rispetto a (x-x»)" significa che:

i L&)~ Pn(®) _
im =

x-xg (X — xo)"

Dim posto R,,(x) = f(x) — P,,(x)
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R'(x)
= lim n(x — xg)® 1
= P" 1 (x) = "1 (xp) + f™(x0) (x — x)

110 — 7 (xo) — fM(x0) (x — %)

i@ = Pl

}LTO nl(x—x) ;i—wo n! (x — xo)
I Y G G R e C Y N _
B E;L‘}(‘O (x — x¢) ~x0) =0

Oss:Sia f: x = R n-volte derivabile in x.

f(x) = Pp(x) + Ry (x) conlim,, —2&

X—X0 (x_xo)n
Notazione: R,,(x) = o((x — x¢)™)
Xg = 0

f"( ) 24 SO

n!

P,(x) = f(0) + f/(0)(x) + ——
Corollario xo = 0

£ = £0) + £ )00 + T2z g LD gy

= Formula di Mac — Laurin"
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Capitolo VII
Studio di funzione
7.1 Gli asintoti
1) Asintoti Verticali x = x, quando:

lim f(x) =10 o llm f(x) = £

x—xpt

2) Asintoti Orizzontali y = y, quando:

lim f(x) =y, o llm f(x) =yo

xX—+ 00

3)Asintoti obliquo y=ax+b
f(x)

a= xLEle eb= llm (f(x) — ax)

Si procede in egual modo quando x - —
7.2 Crescenza e Decrescenza

Def:Sia f: x — R una funzione f di dice crescente (risp. decrescente) se f(x) < f'(x)
(risp. f(x) > f'(x) Vx,x' € xconx < X'

Notazione: T funzione crescente | funzione decrescente
Proprieta: Sia f: x — R é derivabile :

fele fx)>20vxeX
fele fx) <0vxeX

7.3 Minimo e massimi
Def: Si dice che xy € X & un numero (risp massimo relativodi f: x - R se
A 5(xo) € X: Vx € I5(xp), f(x) = f(xo) (risp. f(x) < f(xp)
Assoluto ¢ il massimo per tutti i punti

Relativo e il massimo locale.
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Prop: Sia f: [a, b] » R.Se f ammette un massimo o un minimo relativo x, |a, b[efé
derivabile in xo , allora f'(x0)=0. Questo & vero perché il rapporto incrementale é 0.

7.4 Punti di sella o flessi
Sia f: x — R n volte derivabile e
Siaxgex se f'(xg) = f"'(xg) .. /" 1(x0) =0 e f* 1(xy) 0
Se n é dispari allora f non ha un estremo in Xo.

Se n ¢ pari in questo caso abbiamo un massimo se la derivata in xo € negativa. xo €
minimo relativo (risp. massimo relativo) se f''(xy) > 0 (risp. f" (xy) < 0)

Questo lo possiamo dimostrare mediante la formula di Mac-Laurin

f"( o)

f(x) = f(xo) +

+ o(x — xo)"

f"( o)

f(x) = f(xo) +

(x —x0)" + 0(x — xo)"

f"(xo) o(x — xg)"
(x — xo)"

f(x) = f(xo) +

(x —x0)"

f(o)

n é positivo se —— é positivo f(x)>f(xo)

f(o)

n & negativo se ——— & negativo f(x)<f(xo)

7.5 Concavita e Convessita
Def:Sia f: [a, b] — R derivabile f & convessa in a,b se verifica
f(x) = f(xo) + f'(x0) (x — x0) VX0, % € ]a, b[
Concava: se f(x) < f(xg) + f'(x0)(x — x¢) Vx¢,x € ]a, b[

Prop:Sia f: [a, b] — R derivabile e due volte derivabile in |a, b| allora f & convessa
S f'"(x) 20 Vx € [a,b]
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