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Impulse der Nachrichtentechnik und ihre

Fourier-Transformierten
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Universitit Hannover im T iefpaﬁ-'?und-rBandpaBbefeiéh T L e s

| 1: Modell des additiven weiBen gauByerteilten Rauschen - .« o i,
Rauschen kann in der. Praxis hiufig.als .einem Nutzsignal m(r)‘fadditiviibérlagert ‘angenominen werden
(eine Ausnahme hiervon ist z.B., Phasenrauschen). Ein rauschbehaftetes System - z.B. eine Antenne oder

ein Eingangsverstirker in einem Empfénger - ist dann zerlegbar in .eine Rauschquelle und gi#i ideales

nichtrauschendes System, Abbildung 1: - i () A
‘:;5’_:'.'-.’.13"1‘.?!‘;'_";':": LS TN TR T L i R A 1 T BTSN S L Tl TRl P RS L §
mt) rauschendes u(t) T Q) T N PR Tt y(r)
System S " ’ : System

: Abl? 1: Darstellung eines rauschenden Systems

[l

Das ﬁéuséhé'ignal n(t) ist ein ZufallsprozeB, dessen statistische Parameter in der Regel als zeimnabﬁéingig
angenommen werden konnen. Damit ist n(t) ein stationrer ProzeB. Weiterhin kann n(t) hiufig als
gaubBverteilt und mittelwertfrei betrachtet werden, so da8 sich fiir die Dichtefunkticii”f, (x) exgibt:

xz'

1

f x = Lo iR%
n( ) ,-1}2750'”1. cend ; ) )
Hierbei ist G ,% = E[nz]die Varianz und damit die Leistung des mittelwertfreien Rauschsignals, Fiir die

wichtigsten Rauschursachen ist () niherungsweise weiB, die spektrale Leistungsdichte (SLD) @,,(jo)
also konstant: ' ' '

Ou(jo)=Ny Yo ®)
Somit ergibt sich fiir die Autokorrele}tibz}‘sﬁunktigq‘,(@@ ¢ M__('c ) ) o
P (2 )= IFT{q)nn (jo )}: NoS () _ (3)

Damit folgt formal eine unbegrenzte mittlere Rauschleistung E [nz] :

o PR e 1 . LT ". P ) e

E[n2]=c§ =‘Pnn(0)=?n" '[@_,m(jo))dm =00 : 4)
Tatsichlich ist die (Rausch-) Bandbreite allefrealen Systeme zB durch Fﬁtér beschrankt, so daBauch die
. Rauschleistung stets endliche Werte annimmt.

Rauschen (noise), das die hier skizzierten Bigenschaften (additiv, weiB, gauBverteilt) aufweist, wird hiufig
als AWGN abgekiirzt, [1]. -~ s :

- 45

2. AWGN im BandpaBbereich. . .
Betrachtet wird im folgenden weiBes gaufverteiltes Rauschen mit der SLD @, (jo)=~Ng . Durch
Filterung mit “einen reellen ‘BandpaBsystem mit. der Mittenfrequenz f;_entsteht éi gaubverteilter
Bandpafl-RauschprozeB mit konstanter SLD innerhalb des DurchlaBbereiches it der Bandbreite B,

.d . o T e ’ ’ ) F P Torte ’
Abbildung 2 K- ( J??L'f) .

" Abb:2: BandpaBrauschen i

: LN PPN £
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Fur che Rauschleistung §,, des BandpaB—Prozesses erglbt sich dann:; T
o | S,=cl=2mNg - - TR o
Zu beachten ist hierbei, daB einige Quellen wie z.B. [1]'die ‘Angaben’ fiir @,y (jo Jind S, auf einseitige
- Spektren beziehen, so daB dann die Werte flir zwelseinge Spektren mit. é muItlplmert werden miissen,

3 AWGN in aqulvalenten Txefpaﬁberelch

Es sollen nun die Eigenschaften des Hquivalenten TiefpaB- Prozesses von weLBem mcht bandbegrenztem
Rauschen dargestellt werden. Dieser ist gegeben durch: g =

n:r(f)—ﬂm(f)"'fnﬂ(f) [n(t)-i—Jn(t)]e jog L o (6)

mit 7(¢) der Hﬂbert~Transfor1merten von’ n(t) [2] und nm(t) nn (r) den reellen Komponenten des
- Rausch-Prozesses np(t) . S N

Fiir die SLD D, ,1T( Jo) gilt mit [3], GL. (26), (27)

Dy (qu) 2By (;m)-t—ﬂd),,m,,n(jco) R 7
Fiir den geraden und ungeraden Anteil von <I>,1T - ( qu) gilt damit: f_(-

D ey (G0)=H Py (J0)+ @y ()] , | 8)

Py 10)= 7 Ptgng (10)= By ()] 0 ST (©)

Mit [3] ergibt sich fiir die SLD von rp (£):

.y |4Ng fire > -0,
‘I)nrnr (jC!J) "{ 0 sonst (10)
Entsprechend ergibt sich fiir den geraden und urnigeraden Anteil, [3]:
2Ny firjo| <o, .
By 10} | (1
‘ _ JNfirey <—o, |
_._..-... P, . - @nn;n}l(-’m) Ofﬁrl(DI<COC . . e e im e e e e e e —e = e m e ___(12)_. - =
~iNg firo >, o
Diese Verhéltnisse veranschaulicht Abbildung 3: (
4N
_ ST P4 RS Symreesresreoeres
By (0) 7 _ B ()
i
' W
. 2N
q)"'m"m (J 0))\ | - L L. .
JPrng, (JO), —No SR, oo e ®
Abb 3 Spektrale Leﬂungsdlchten von aqulvalentem T1efpaB-Rauschen
Literatur:

[1] Proakis, J.G., Digital Commumcatxons McGraw-Hﬂl 2nd Ed\ 1989
[2] Arbeitsblatt 186, Institut fiir Allgemeine Nachrichtentechnik, Universitit Hannover
[3] Arbeitsblatt 187, Institut fiir Allgemeine Nachrichtentechnik, Universitit Hannover
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1. Rauschursachen

Rauschen cntsteht in aktiven und passiven Elementen z.B. von Ubertragungssystemen. Besonders
empfindlich dagegen sind Eingangsverstirkerstufen, da hier {iblicherweise die Nutzsignale sehr schwach
sind und entsprechend stark gestért werden konnen. Die wichtigsten Rauschursachen, die ein
Ubertragungssystem  beeintriichtigen, sind Widerstands- oder thermisches Rauschen sowie Schrot-
rauschen.

2. Thermisches Rauschen

Thermisches Rauschen entsteht z.B. durch die Wechselwirkung freier Elektronen in Leitern mit den
schwingenden Molekiilen des Leitermaterials. Es 1iBt sich zeigen, dafB thermisches Rauschen eine
Eigenschaft aller passiven Systerne ist, also zB. von Widerstiinden, elektromechanischen Filtern,
Antennen usw. (das Rauschen an Antenneneingingen infolge von SchwarzkOrperstrahlung ist ther-
misches Rauschen ). '

Bis zu einer Frequenz von etwa 10" Hz kann thermisches Rauschen als weif betrachtet werden, 1928

fanden Johnson und Nyquist fiir dic Rauschleistung innerhalb einer Bandbreite [ f l < Af an einem
Widerstand R:

E[uz(t)]=u—2= AKTRAS | (1)

mit der Boltzmann-Konstanten & =1,38-1072° J/K und der absoluten Temperatur T in Kelvin. Fiir die
spektrale Leistungsdichte (SLD) der Spannung u(#) am Widerstand ergibt sich somit:

7 0)
20

D, (j2nf )= =2kTR=Ng | (2)

werden, so daB allgemem fiir die SLD @,,,( 10)) glit
h h
20 )= 2[ i JR Q)

h
mit dem Plankschen Wirkungsquantum » = 6,6257 110734 J/s, Der Term —21 ist fiir f <<kT/h= 105 Hz

vernachliissigbar, woraus sich dann (2) ergibt.

Fiir einen rauschenden Widerstand entsprechend (1) lassen sich die Ersatzschaltungen in Abbildung 1
angeben:

1 O

- — R
é 2 = 4K TGAf [:] G oder mit G=% VQ u? =akrRAf
O

Abb. 1; Ersatzschaltbilder fiir einen rauschenden Widerstand

Hieraus folgt die maximal innethalb einer Bandbreite |f] < Af entnehmbare physikalische Rauschleistung
Py max - Diese ergibt sich bei Leistungsanpassung gemél} Abbildung 2




Blatt 180, Seite 2

u(?) i() ® R .],E%

Abb. 2: Leistungsanpassung an einem rauschenden Widerstand

A s

PNmax(Af)= R = AR =krAf 4

3. Schrotrauschen

Schrotrauschen ist generell mit einem TeilchenfluB verbunden. Es entsteht durch zufiillige Fluktuation
innerhalb eines mittleren Partikelstromes. Beispiele finden sich in allen aktiven Bauelementen, etwa pn-
Ubergingen in Dioden oder Transistoren oder Anoden-Kathoden-Strecken in Rohren,

Schrotrauschen kann i.a. fiir Frequenzen f <Af als weil angenommen werden. Werden einer
Schrotrauschquelle nachgeschaltete Systeme betrachtet (z.B. Filter oder Verstirker), so gilt die Annahme
weiBen Rauschens, solange deren Bandbreite B < Af ist. Hierbei ist Af ein Frequenzbereich, der sich

durch
1
Af << 1:_ @]

ergibt, mit T der Zeitdauer, die ein Elektron zum Durchgang durch den pn-Ubergang (entsprechend bei
Réhren zum Uberwinden der Kathoden-Anoden-Strecke) bendtigt.

Fiir cinen mittleren (Gleich-) Strom I , z.B. an einem pn-Ubergang, ergibt sich die Rauschleistung des
Rauschstromes i(¢) in einem Frequenzintervall l f I <B:

E[iz(r)]=i7= 2elpc B | )

- mit der Elementarladung ¢ = 1,602 - 10719 As: Hieraus folgt die SLD-des Rauschstromes: -

E[ () o
=elpc =Ny (6)

D (jo)= 2B 1

Fiir ein nachgeschaltetes lineares System mit der Ubertragungsfunktion H( j(z)) ergibt sich also fiir die
SLD des Ausgangssignals 7 (¢):
. , . y2 , N2
@7 (jo)=B;(jo)-[H(jo) =elpc|H(jo) , (8)

Fiir die Gesamt-Rauschleistung am Systemausgang ergibt sich entsprechend:

B[] [ @570} = 22E [li(jo ) do ©
oo 0 '

Literatur
[1] Schwartz, M.: Information Transmission, Modulation and Noise, 2nd Ed, McGraw-Hill, 1970
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1 Voraussetzungen
Im Empfénger fiir ein lineares Modulationsverfahren wird ein einzeloer Impuls betrachtet, Alle Stérungen
werden als im weiteren Sinne stationdres (WSS), additives weifles gaufisches Rauschen (AWGN) mit der

spektralen Leistungsdichte

nmm=% : ()

angenommen, Das entsprechende Blockschaltbild zeigt Bild 1. Das Nutzsignal m{r) wird dabei zusam-
men mit dem additiven Rauschen n(¢) einem Empfangsfilter A (¢) zugefilhrt. Am Filterausgang wird das
Summensignal y(¢) an den Zeitpunkten ¢, + kT abgetastet und anschlieflend in einem Entscheider ausge-
wertet. Die verwendete Sendeimpulsform sei s(¢). Da die einfache Abtastung des Impulses aufgrund des
additiven Rauschens kritisch ist (Bild 2), soll der Impuls im Empfinger zunéchst gefiltert werden, um
moglichst die gesamte Impulsenergie zu erfassen und den Einfluss des Rauschens zu vermindern. Gesucht
ist die StoBantwort s (¢) bzw. die Systemfunktion Hy{jw) des Filters, das diese Forderungen optimal

erfiillt. Aus Griinden der Allgemeinheit werden s(¢) und Ag(#) als komplex angenommen.

Filter
dy = m{t) = s(¢) B (?) y(t) y(t,) dy
) K———b Entscheider [—>0
Hg(jw) t=1,

Bild 1: AWGN-Kanal und Empfinger

Bild 2: Abtastung eines durch Rauschen gestérten Impulses

2 Signaldarstellung
Fiir das Sendesignal gilt bei Vernachldssigung von Démpfung oder Verstirkung:

m{r) = > ds(t—kT) . )
k
Am TFilterausgang werden die GroBen g(r) und np(¢) definiert als
m(t) = g(t)=m(t)=hg(t) 3)
n(t) = ng(t)=n(t)xhg(t) . “
Damit gilt: y(B)=g(t) +ng(t) . (5)

Als Kriterium fiir die Optimierung werden die Augenblicksleistungen S bzw. N von Signal g(¢)und Rau-
schen sy (f) am Filterausgang zum Zeitpunkt #, verwendet. Es gilt dann fiir ein einzelnes Symbol, also
zB. mitd, =0fir k=0 und dp=1:

=lg(t) =

© 2
[ rg(w)s(t,—7) | .

— 0

(6)

Letzte Ancarung; 04.06.02
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Mit B,y (i) = B, (j0) | Ha(joo)f* = No| g (jo) 0
folgt N= E[lnE(ta)]z] = E[lnE] ] Py (0) = % j o, () 0 @®)
und danit N=20 [|ayGof o = Ny j i (1)t ©)

3 Das Optimalfilter
Die StoBantwort ist optimal, wenn das Verhiltnis der Augenblicksleistungen von Signal und Rauschen
zum Abtastzeitpunkt maximal wird. Es ist also zu fordern: ‘

s |ef
—= = max . (10}
N Efjngf’| -

ThE(r) s{t,—1}dt

2

Mit (6) und (9) folgt — =2 (1D
N 2
No [{re(e) at
Die Erweiterung von (11) mit der Energic E; des Grundimpulses s(z),
Eg= [[sof dr= [|sttg =) at, (12)

[re0)s(t,~ 1)t
fithrt auf | S_Eg, (13)
J[hE(z‘)I dr- ﬂst —t[ dt

* Darauf wird die Schwarzsche Unglelchung in der Form

ey < - 14
<l [
angewandt, wobei Skalarprodukt (x ) und Norm |x]| komplexer Funktionen x(¢), y(¢) erklirt sind durch
(x,9) = j Oy Od, |5 =(xx)= j () d . (15)
Dabei gilt das Gleichheitszeichen, also maximales Verhiltnis von Zihler zu Nenner, fiir
x(f)=Ky(f) mit KeR . (16)
Mit x() & hg(£) und y*(r) 2 s(z, — ) folgt aus (13), (14) und (16) unmittelbar
h(t)=Ks™(1r,-1)|. a7

Das Filter mit der StoBantwort A (¢) nach (17) heifit Optimalfiiter, angepasstes Fﬂter oder englisch

matched filter. Entsprechende Empfénger heifien Korrelationsempfinger. Der Abtastzeitpunkt ¢, ist belie-
big wihlbar, beeinflusst aber die Kausalitiit des Filters. s (¢) ist an die am Empfinger anliegende Impuls-

form anzupassen, d.h. eine mégliche Einwirkung des Ubertragungskanals ist zu beriicksichtigen,

Damit gilt £ m%ﬁ— . (18)
max 0

4  Literatur
[1] Schwartz, M.: Information Transmission, Modulation and Noise, 4th ed. 1990, McGraw-Hill,
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1 Zur Kausalitit
Fiir das Optimalfilter einer nur durch additives weifles Rauschen gestdrten Ubertragung mit der Grund-
impulsform s(¢) und dem Abtastzeitpunkt £, gilt [1]:

ha(t)=Ks*(t, —1) . , @
Das Filter kann nichtkausal werden (Bild 1). Es ist nur danm kausal, wenn s()y=0 fir £>1¢, gilt

}s(r) ‘ | A0

[\

NS .
0 t — ¢ 0 t, —t

Bild 1: Zur Kausalitiit des Optimalfilters

Die aus der Nichtkausalitéit theoretisch resultierende Nichtrealisierbarkeit spielt aber in der Praxis keine
Rolle, da entweder das Optimalfilter kausal approximiert wird oder aber durch entsprechendes Verzégern
des Eingangssignals das Filter kausal gemacht werden kann. Daher wird in der Literatur héufig auch das
Optimalfilter in nichtkausaler Form fiir 7, = 0 angegeben:

B (1) = Ks* (=) . 9

2 Zur Bezeichnung ,,Korrelationsempfinger®
Bei Brregung des Optimalfilters mit dem Grundimpuls s(t) ohne Beriicksichtigung des Rauschens ergibt
sich mit (1)

s(t) = gO)=s()xKs'(t,—t)=K js(u)s*(ta —t+u)du= K, (t,—1) . 3)

— 0

Hierbei ist ' P ()= J. s (u)s(u+1t)du Q)

die Autokorrelationsfunktion (AKF) fuir Signale mit beschréinkter Energie, auch Inmpuls-AKF oder Ener-
gie-AKF genannt. Wegen der Eigenschaft @;.(f)=@,(—) erhilt man

g(f)=K$ss(t_ta) . (5)
Fiir das Ausgangssignal g(f) zum Zeitpunkt 7, ergibt sich
glt) = K§(0) . ©®

Das optimale Empfangsfilter (Matched Filter) wirkt also wie ein Korrelator. Aus (5) bzw. (6) leitet sich
die Bezeichnung Korrelationsempfinger ab.

Die Gleichungen (5) und (6) gelten fiir jede belicbige Lage des Abtastzeitpunktes #,, also auch fiir den in
(2) angenommenen nichtkausalen Fall #, = 0. Dann ist

8(t)= Kp(t) N
und 2(0)= KP5(0) . @®)
P (0) ist das Maximum von l?ﬁ (£} mit

Pss @)= Jlsof dr=Eg . ©)

Letzte Anderung: 03.06.02
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Damit ergibt sich fiir das Korrelator-Ausgangssignal g(¢) fiir 1 =1¢,:

glt,)=KEg =5 . (10)
Fiir das maximale Verhiltnis von Signal- zu Rauschleistung ergibt sich [1] ‘
S -k 11
. N max N, 0 ‘ ( )

In der Regel veridndert der Kanal die Form des Sendeimpulses. In diesem Fall ist statt der Energie :EG des
Grundimpulses die tatsichlich am Empféinger eintreffende Symbolenergie Eg einzusetzen:

st _Es 12
Nmax NO. ( )

3 Korrelationsempfiinger im Frequenzbereich
Aus den beiden Beziehungen der Fourier-Transformation

(=) o= F'(jo) (13)
und Flt=1) o—s F(jw)e 5" (14)
sowie mit (1) he(t)=Ks'(t,—1) = 5" (-[t—1,]) (15
folgt unmittelbar .
h(t) o— Hy(jo)=KS(jo)e™ . (16)
Insbesondere ergibt sich filr den nichtkausalen Fall 7, =0
Hg(jw)=KS"(jo) . 17

4 Literatur
[1] AB 181, Institut fiir Allgemeine Nachrichtentechnik, Universitit Hannover
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Eine in der Praxis - zumindest nidherungsweise - schr hiufig beobachtete Dichtefunktion fiir Zufalls-
variablen und -prozesse ist die Gauische Dichtefunktion (auch als Normalverteilung bezeichnet). Mit

der Varianz Gé und dem Erwartungswert ¥ = E[£ ] der Zufallsvariablen & lautet sie:

. (x—;?)2
()= ., %

n -0‘&

(D

Im folgenden wird eine mittelwertfreic Normalverteilung (J—c =0) mit der Varianz Gé = ] betrachtet.
fe (x) vereinfacht sich also zu:

x2

2 (2)

1
fé(x)=—ﬂ_1-c~-e

Die Fliche unter dieser sogenannten GauBkurve ist 1, wobei 99,7 % dieser Fliiche im Intervall [-3,3]
liegen (Bild 1):

f:(0)=0,399

4 -3 I—Q -1 ’
Bild 1: Zenirierte Nomalverteilung mit ¢ 2 =1

Die zu fi (x) gehorige Verteilungsfunktion F (x) lautet:
2

X x _2Y _
F(x)= ffg(y)dy=J;—n Je 2ay (3)

—oo

Das Integral ist nicht analytisch losbar. Daher werden die Fehlerfunktion erf(x) und die Komplementire
Fehlerfunktion erfc(x) eingefiihrt, die aus Tabellenwerken entnommen oder numerisch approximiert
werden kbnnen. Dabei wird in [2] erf(x) mit ®g(x) bezeichnet. Es gilt:

1 0 _ y_2 - li
= 2 2
Fy, (x) Ny _'[oe dy + T ge dy 4)
1
- — +  erf(x) = erfe(—x) (5)

1—erfe(x) (6)

Il
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Fehlerfunktion erf(x) (ERrorFunction) und Komplementire Fehlerfunktion erfc(x) (ERrorFunction

Complementary) sind dabei definiert als:

1 -2
erf(x):\@%.je 2 dy
0
o ¥
erfc(x)=\é?_[e 2 dy =——erf(x)
X

M

®

Die Funktionswerte sind als Flichen in Bild 1 fiir einen Wert xy dargestellt. Den Zusammenhang zwischen

Fg (x),erf(x)und erfc(x) verdeutlicht nochmals Bild 2:

)

Bild 2: Verteilungsfunktion zur zentrierten Notmalverteilung, Fehlerfunktion und komplm. Fehlerfunktion

- Offensichtlich gilt auch stets der Zusammenhang (vergleiche (8) und Bild 1):
erf (x)+erfe(x) = %

Verschiedene Autoren [3, 4] definieren die Fehlerfunktion anders:
27 2
ERF(x)=—=e"" d
(x) - g y

ERFC(x)= = dy

2 e
JE X
Es gelten folgende Zusammenhinge.
ERF(x )+ ERFC(x)=1
ERF(x) =2erf (w/i x)

ERFC(x)=2erfc(v2 x)

Lit.:  [1] Papoulis, A.: Probability, Random Variables and Stochastic Processes. McGraw-Hill, 1965
[2] Bronstein, IN., Semendjajew, K.A.: Taschenbuch der Mathematik, 21, Auflage. Teubner, 1985
[3] Abramowitz, M., Segun, L A.: Handbook of Mathematical Functions, Dover, 1965
[4] Schwartz, M.: Information Transmission, Modulation and Noise. 2nd Ed, McGraw-Hill, 1970

®

(10)

(1D

(12)
(13)

(14)
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L analytische und Hquivalente Tiefpass-Signale lotzte Korrekbur 13.10,2003
Universitit Hannover

1 Reelles Bandpass-Signal

Betrachiet wird ein reelles Bandpass-Signal x(t), dessen Spektrum X {jw) bei Frequenzen w = #w, mit w, # 0
konzentriert ist. Abb. 1 zeigt ein Beispiel.

T
—We 0 e —w

Abb. 1: Fourier-Transformierte eines Bandpass-Signals

2 Analytisches Signal
Aus dem reellen Bandpass-Signal z(f) lisst sich in einem ersten Schritt mit Hilfe der Hilbert-Transformation das
analytische Signal =, (£) gewinnen (1, 2]:

z4(t) = =(t) -+ jE(t) 1)
mit
#0)= - f '%ds — oft) *é o

der Hilbert-Transformierten von z(t} und 1/#t = hprp(t) der StoBantwort des Hilbert-Transformators. Damit gilt
offenbar:

z(t) = Re{z..(t)} (3)
Aus hyr(t) lisst sich mit Hilfe der Korrespondenz
&(t) o—s mi(w) -~ Z (4)
sowie der allgemeinen Beziehung
o N I R e -
_ ft) o=TF(w) = f(w) e—o %F(—jt) {5)
die Systemfunktion des Hilbert-Transformators Hyy(jw) ableiten:
1 i
E(UJ) *—0 56(—'t) +% (6)
i 11
27Tt o—e E(UJ) 9 - zsgn(w) (7)

oder )
_ 1 CoN )= B w>0

() = % o— Tun(io) = —ogn() = { 7 & ¢ 20 ®

mit sgn{w) der Signum-Funktion. Somit l4sst sich die Hilbert-Transformation im Spektralbereich beschreiben durch:

X (jw) = X(jw) - Hup(juw) = { ?x)i%) g 5 z g ©)

Die Systemfunktign des Hilbert-Transformators ist in Abb. 2 dargestellt, die resultierenden Spektren der Hilbert-
Transformierten X (jw) und des analytischen Signals X (jw) zeigt Abb. 3.

1]+ Im {Hur(jw)}

0 —rw
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Abb. 2: Systemfunktion des Hilbert-Transformators

Drruck: abifbal.dvi v, 13. Oktober 2003
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Abb. 3: Hilbert-Transformierte und analytisches Signal im Frequenzbereich

3 Aquivalentes Tiefpass-Signal oder komplexe Einhiillende

Durch Verschiebung des analytischen Signals aus dem Bandpass- in den Tiefpass-Bereich erhilt man das dquivalente

Tiefpass-Signal bzw. die komplexe Einhiillende zp(f):
2r(t) = 4 ()7 = [alt) + 78(6)] €9

(10)

Umgekehrt kann das Bandpass-Signal z(¢)} durch Realteilbildung aus dem analytischen Signal gewonnen werden, so

dass folgt: |
5(t) = Re{us (8)} = Re {wr()e*}

Mit der Zerlegung der komplexen Einhiillenden zp(t) in die reellen Komponenten
2r(t) = wrr(t) + jori(t) , ora(t), zri(t) reell
ergibt sich fiir das Bandpass-Signal =(2):
z(t) = Re {[zrr(t) + jzr1(t)] - [coswet + J sinw,t]}
= a7g (t) cosw.f — zrr(t) sin w,t
Entsprechend zu Gl (10) ergibt sich im Spektralbereich:
Xr(jw) = X (jw) + 1 Xm1(jw) = Xy (jw + jwst)
Xy (jw) = Xr(fw — jwe)

X(ju) = 5 (X () + X (~w)] = 5 (Xn(Ges = o) + X (~jw = )]

~ Hierbei ergeben sich die Komponenten Xg (jw), Xti1(jw) als Fourier-Transformierte von g (t), zr1(t):

zep(t) o—e Xrr(jw), zmi(f) o—e Xri(jw)

Xrr(jw), Xri(jw) sind also i.a. komplex. Abb. 4 zeigt das Spektrum des dquivalenten Tiefpass-Signals.
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Abb. 4: Spektrum der komplexen Einhiillenden
4 Einhiillende
Den Betrag der komplexen Einhiillenden z¢(t) bezeichnet man als Einhiillende (envelope) zg(2):
zg(t) = |z ()] = |2.4.(2)]
Entsprechend gilt:
or(t) = sp(t)efrreler(®)
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Korrelationsempfinger
Betrachtet wird ein Korrelationsempfinger fiir binire unipolare -ffberbragung im Basishand. Stérungen des Sende-

signals m(t) entstehen hier nur durch additives, weifies, gauBverteiltes Rauschen (AWGN) n(t).: Die Empfanger-
struktur fiir das gestorte Signal u(t) zeigt Abb, 1, hierbei ist der Block E der Entscheider.

n(t)

ta —
m(t) o—— + ) MO ey [ A v E —o0 {d}

Abb. 1: Korrelationsempfinger fm Basisband
Das Optimalfilter 2g(¢) fiir den Sendeimpuls s(2) lautet [1]:
he(t) = K s{ts ~ 1) (1)
Die spekirale Leistungsdichte ®,,(jw) des additiven weiflen Rauschens ist gegeben durch [2]:
@nn(jw) = Np (2)
Betrachtet wird im folgenden die t}bertragung eines einzelnen Symbols dy mit dg = 4. Dann gilt

Ya = Ylta) = [u(t) * he(lems, = 9lta) + nn(ta) | (3)

wobei g{1,) den Nutzanteil und n (ta) den Stéranteil beschreiben. Fiir die Augéhﬁliélésleiéﬁuﬁg SA‘;.I_Vx‘l‘Fiitelraﬁéglé.ng
zum Abtastzeitpunkt 7" folgt: '

,,,Sé,f,ggG9)|40=A, e () -

Somit erhdlt man fiir den Erwartungswert des abgetasteten Filtei—Ausgangssignals:

E[ya] = E[g(ta) + na(ta)] = 9(ta) = /Sa (8)

sofern mittelwertfreies Rauschen angenommen wird. Fiir die Varianz crg « des gestdrtén empfangenen Symbols folgt:
03 =E|(va ~Bwal’] =Blnbta)) =N 6
YA ist ebenfalls gaufiverteilt, und die Dichtefunktion f,, (z) lautet {3]:

e~ (z=VEa) /2N (N ..

fyalz) = onN

Hieraus ergibt sich durch Integration die Verteilungsfunktion F ,(z) des rauschgestdrten empfangenen Signals y4:

S (®)

Fyalz)= j fya(T)dr =erfec (_\/T

mit der komplementéren Fehlerfunktion erfe(x) entsprechend (3.

Druck: ab18%st,dvi v. 2. Oktober 1998
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Unipolare Ubertragung .

Bei unipolarer Ubertragung kann A4 die (normierten) Werte 0 und 1 annehmen. Dann muf aufgrund der Varianz (6)
eine Entscheiderregel fiir das Symbol dy bzw. das gestdrte Empfangssignal y4 eingefiihrt werden: S

s f1 firya>C
dUH{O fiiv ya < C _ (%)

mit der Entscheiderschwelle C'. Fehler treten immer dann auf, wenn auf 0 entschieden wird, obwoh! eine 1 gesendet,
wurde und wenn anf 1 entschieden wird, obwohl eine 0 gesendet wurde. Die Wahrscheinlichkeiten fiir diese beiden
Fehler ergeben sich also aus den Verteilungsfunktionen (8) zu:

Pgy =Py, < C) =erfe (—\/-ST}N;C) (10)
Pgo = P(yo > C) = erfc (%) (11)

Pg1, Pro sind die bedingten Fehlerwahrscheinlichkeiten, die unter der Bedingung des Sendens einer 1 bzw. 0 entstehen.,
Diese Wahrscheinlichkeiten sind als schraffierte Flichen unter den Dichtefunktionen f,,(2) bzw. f,,(z) in Abb, 2
dargestellt.

P,
M

0 ¢ /5 z
Abb. 2: Dichtefunktionen der beiden Symbolzustinde .

Die Gesamt-Fehlerwahrscheinlichkeit folgt durch die Gewichtung der bedingten Fehlerwahrscheinlichkeiten (10), (11)
mit den Auftretenswahrscheinlichkeiten der beiden verschiedenen Symbole: '

Pg=P(A=1) Ppi+ P(A=0) P | (12)

Fiir gleichwahrscheinliche Symbole, P(A = 1} = P(A = 0) = 0,5, ergibt sich:
1

Pg= 3 {Pe1 + Pgo) (13)

Pg entspricht in diesem Fall der mit dem Faktor 0,5 gewichteten gesamten schraffierten Fliche in Abb. 2. Diese Fliche

wird minimal, wenn die Entscheiderschwelle C' im Schnittpunkt der Dichtefunktionen fy, (2) und f,,(z) legt. Fir
gleichwahrscheinliche Symbole folgt dann:

Copt = 1/51/2 (14)

Hieraus folgt mit (10), (11) die minimale Fehlerwahrscheinlichkeit Pgpiq bel unipolarer Basisband—ﬁbertragung:

Ppumin = erfes/S) /4N (15)

Mit [1] und der Empfa.hgsehergie Es des 1-Symbols folgt hieraus weiterhin die Beziehung
1 [Es
Ppmin = erfc (5 Fﬂ-) (16)
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Bipolare Ub ertragung

Betrachtet wird die bipolare Ubertragung im Basisband. Empfangsstruktur, Optimalfilter und spektrale Leistungs-
dichte des additiven, weilen, gaufiverteilten Rauschens ergeben sich entsprechend [1]. Das (betragsmiBig normierte)
Symbol dy kann hier jedoch die Werte A = £1 annchmen. Erwartungswert E[y1] und Dichtefunktion f,, (z) fiir das
Symbol y; = y(t4)j4-, ergeben sich dann ebenfalls entsprechend (1):

Ely:] = Elg(ta) + np(ta)lazy = +v/S1 (1)
fyi(m) ‘: \/2_];;‘[\_[_3_(2— 302N (2)

Analog hierzu folgt fiir den Symbolwert 4 = —1:

Efy-1] = Blg(ta) + np(ta)l a=ey = V51 (3)
B = e VI Q

Fiir die Varians ol_, gilt wiederum:
o, =B (-1~ By’ = v G

Die Dichtefunktionen fy, (z) und f,_, (z) sind fiir die hier betrachtete bipolare Ubertragung bei gaufiverteiltem
Rauschen in Abb. 1 dargestellt,

Abb. 1: Dichtefunktionen der beiden Symbolzustinde

Entsprechend [1] werden auch hier Fehler verursacht, wenn bei einer gesendeten 1 auf -1 entschieden wird und
umgekehrt. Diese bedingten Fehlerwahrscheinlichkeiten folgen dann aus den zu den Dichtefunktionen (2) und (4)
gehdrenden Verteilungsfunktionen der beiden Symbolzustinde:

Pri=P(yp < CYy=erfe (%ﬁ) (6)
Pr_1= P(y-1 > C) = erfe (%—0) (M)

Die Gesamt~-Fehlerwahrscheinlichkeit ergibt sich wiederum aus der Gewichtung der bedingten Fehlerwahrschein-
lichkeiten (6), (7) mit den Auftretenswahrscheintichkeiten der Symbole. Auch hier folgt dann die minimale Gesamt—
Fehlerwahrscheinlichkeit, wenn die Entscheiderschwelle C' im Schnittpunkt der Dichtefunktionen fy, (z) und f,_, (z)
der beiden Symbalzustiinde liegt. Dieser Fall ist in Abb.1 bereits skizziert. Bei bipolarer Ubertragung folgt also:

Copt =0 (8)

Druck: abl20sl.dvi v. 31, Oktober 1936
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Fiir die Gesamt—Fehlerwahrscheinlichkeit bei gleichwahrscheinlichen Symbolen Pg = 0,5(Pg1 + Pg_; ) ergibt sich dann:

Pg = Pg1 = Pp_y = erfeyf —?'-V-l- = erfcy / %E- (9)

Im Vergleich mit der unipolaren Ubertragung (1] ergibt sich ein Faktor 4 in der Abzisse. Dies entspricht einer Ver-
schicbung der Kurve der Fehlerwahrscheinlichkeit Pg(Es/No) fiir bipolare Ubertragung um 6 dB gegeniiber dem
unipolaren Fall, und zwar zu niedrigerem Signal/Rausch-Leistungsverhiltnis hin. Die Fehlerwahrscheinlichkeiten fiir
unipolare und bipolare Ubertragung im Basisband zeigt Abb. 2.
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Abb. 2: Dichtefunktionen der beiden Symbolzustinde

Anmerkungen zur Fehlerwahrscheinlichkeit

Eg ist die am Empfinger eintreffende Symbolenergie. Eine etwaige Dimpiung des Kanals mufl darin beriicksichtigt
werden.

Pg hingt von Eg/Np ab und ist somit unabhéngig von der Form des Grundimpulses s(¢). Pg ist ebenfalls unabhingig
von der belegten Bandbreite.

Es wurde die zweiseitige Rauschleistungsdichte Ny verwendet. Hiuflg wird jedoch die einseitige Rauschleistungsdich-
_te_betrachtet. Unterbleibt hier eine Anpassung der Rauschleistungsdichte durch Npein = .0,5Ng gweis—s0_folgt eine
Verschiebung um 3 dB zu niedrigeren Werten von Eg/Np.

Bei unipolarer Ubertragung wird Pg héufig auch tiber der mittleren Symbolenergie aufgetragen, also iiber (Es+0)/2 bei
gleichwahrscheinlichen Symbolen. Dies fithrt nochmals zu einer Verschiebung von Pg(Eg/Ny) um 3 dB zu niedrigeren
Werten von Es/Ng.

Insgesamt kdnnen also in der Literatur zwei unterschiedliche Darstellungen fiir identische bipolare und vier unterschied-
liche Darstellungen fiir identische unipolare Ubertragungen im Basisband angegeben werden. Dies ist beim Vergleich
von Bitfehlerwahrscheinlichkeiten anhand von Literaturdaten zu beriicksichtigen.
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1 Grundlagen

Bei der Winkelmodulation (WM) ist die zu iibertragende Information f{¢) im Winkel (¢} der Trager-

schwingung enthalten. Damit lautet die Zuordnungsvorschrift fiir ein WM-System

F(0) > g"™M(O)=deos ™™ (1) .

Bei gentigender Bandbegrenzung von g "™ (¢), die in der Regel gegeben ist, lautet das analytische Signal

von gWM(t)

g™ @)=

und das Aquivalente Tiefpass-Signal (oder die komplexe Einhtillende)

gt ()= g™ eI = 4 P (0)

mit der Tigerfrequenz fj = @y /27 und

oYM () = o ™M)~ gt .

Praktisch werden zwei Formen der WM verwendet, ndmlich Phasenmodulation (PM) und Frequenzmo-

dulation (FM).

2 Phasenmodulation

Es wird definiert: oM (1) = ap F()

mit der Modulationskonstanten ap. Mit (3) ergeben sich die komplexe Einhiillende

g%M(t) = 4 el /)

und das reelle Bandpass-Signal

g™M(#) =Re {gr?M(f)ej‘”“’} =4 cos {w0t+ ap f(t)] .

3 Frequenzmodulation (FM)
Basisgréfle ist die Augenblickskreisfrequenz,

)

a() =420

dt

Mit der Modulationskonstanten o wird damit definiert;
‘QTEM(t) = Qp f(t) ’

¢
und man erhilt er () =ap jf(f)df 9o
0

sowie M) = delPoe

Fiir das reelle Bandpass-Signal ergibt sich

jag if(f)df

QMO =wo+agp [(t)

I
™M)= ogt +ap [ f(T)dr+pq
0

¢
und damit g™(t)= 4 cos {wot + g+ aij(r)er .
0

Hier wird also das Basisbandsignal integriert!

Letrie Andorung: 03.03.03
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