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Kapitel 7

Kurven im Rn

7.1



Ebene Kurven



Wir wollen nun Kurven in der Ebene betrachten.

Definition Eine ebene Kurve ist die L¨osungsmenge einer Gleichung:

C = {(x, y) ∈ R2 | F (x, y) = 0}.

Eine andere M¨oglichkeit, Kurven zu beschreiben, ist eine Parameterdarstellung. Wir betrachten eine vektorwertige Funktion





x(t)

~r(t) =

, (a ≤ t ≤ b).

y(t)

L¨asst man t variieren, so durchl¨auft der Punkt ~r(t) eine Kurve. Die Funktion

~r(t) heißt Parameterdarstellung dieser Kurve, t der Parameter und [a, b] das

Parameterintervall.

Kinematische Deutung

Man fasst t ∈ [a, b] als Zeit und ~r(t) ∈ R2 als Ort auf. Die Parameterdarstellung beschreibt dann die Bewegung eines Massenpunktes auf der Kurve.

Zu einer Kurve gibt es unendlich viele verschiedene Parameterdarstellungen, denn es k¨onnen auf ihr ganz verschiedene Bewegungen stattfinden.

Beispiel 7.1.1 (1) Die Gerade durch die Punkte P0 = (x0 , y0 ) und P1 =

(x1 , y1 ) (P0 6= P1 ) hat die Gleichung

y − y0

x − x0

=

⇔ (y1 − y0 )(x − x0 ) − (x1 − x0 )(y − y0 ) = 0.

y1 − y0

x1 − x0

3
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Sie besitzt die Parameterdarstellung





x0 + t(x1 − x0 )

~r(t) =

,

y0 + t(y1 − y0 )



(t ∈ R).



(2) Der Kreis um P0 = (x0 , y0 ) vom Radius R hat die Gleichung

(x − x0 )2 + (y − y0 )2 = R2

und die Parameterdarstellung





x0 + R cos t

~r(t) =

,

y0 + R sin t



(0 ≤ t ≤ 2π).



(3) Kegelschnitte (in Hauptachsenlage):



x2 y 2

+ 2 =1

a2

b



b



Ellipse

a



x2 y 2

− 2 =1

a2

b



b



Hyperbel



a



Hier ist a, b &gt; 0.

x2 − y = 0



Die Ellipse hat die Parameterdarstellung





a cos t

~r(t) =

, (0 ≤ t ≤ 2π).

b sin t



Parabel
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Abbildung 7.1: Die Ellipse als Kegelschnitt



Abbildung 7.2: Die Hyperbel als Kegelschnitt

(4) Ein Graph y = f (x) (a ≤ x ≤ b) besitzt die Parameterdarstellung



~r(t) =



t

f (t)





,



(a ≤ t ≤ b).



Von einer Parameterdarstellung x = x(t), y = y(t), kann man im Allgemeinen nur st¨

uckweise zu einer expliziten Darstellung y = f (x) oder x = g(y)

u

ur 0 ≤ t ≤ π, π ≤ t ≤ 2π:

¨bergehen: Zum Beispiel beim Kreis gilt f¨

p

y = y0 + R2 − (x − x0 )2 (0 ≤ t ≤ π),

p

y = y0 − R2 − (x − x0 )2 (π ≤ t ≤ 2π).

(5) Zykloiden: L¨asst man einen Kreis K vom Radius R auf der x-Achse

abrollen, so beschreibt ein Punkt P auf K, der vom Kreismittelpunkt M den
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Abbildung 7.3: Die Parabel als Kegelschnitt

Abstand a hat, eine Zykloide (oder Radkurve). Bild f¨

ur a = R:



P

t



M

R



0



Rt



Sie besitzt eine Parameterdarstellung





Rt − a sin t

~r(t) =

,

R − a cos t



2πR



(0 ≤ t ≤ ∞).



Denn nach dem Abrollen um den Winkel t liegt M in (xM , yM ) = (Rt, R)

und P in (x(t), y(t)) mit

x(t) = xM − a sin t = Rt − a sin t,

y(t) = yM − a cos t = R − a cos t.

Eine Epizykloide entsteht, wenn der Kreis nicht auf der x-Achse, sondern

auf dem Kreis x2 + y 2 = ρ2 abrollt. Sie hat die Parameterdarstellung

 



(ρ + R) cos t − a cos ρ+R

t

R 

~r(t) =

(ρ + R) sin t − a sin ρ+R

t

R
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a=R=



ρ

2



Spezialfall: ρ = R = a: Herzlinie (Kardiode)



a=R=ρ



Eine Hypozykloide entsteht beim Abrollen in Innern des Kreises. Sie hat

die Parameterdarstellung





~r(t) =



(ρ − R) cos t + a cos

(ρ − R) sin t − a sin



ρ−R

t

R 

ρ−R

t

R
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a=R=



ρ

3



a=R=



ρ

4



Spezialfall: a = R = ρ4 : Astroide



Es sei





~r(t) =



x(t)

y(t)







die Parameterdarstellung einer Kurve K. Wir setzen nun voraus, dass x(t),

y(t) differenzierbare Funktionen sind.

Definition Der Vektor

~r(t + h) − ~r(t)

~r˙ (t) := lim

=

h→0

h







x(t)

˙

y(t)

˙



heißt der Tangentialvektor an K zum Parameterwert t.
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Geometrische Deutung

~r˙ (t) l¨asst sich als Limes von Sekantenvektoren auffassen.

Kinematische Deutung

Beschreibt ~r(t) die Bewegung eines Massenpunktes, dann ist ~r˙ (t) der momentane Geschwindigkeitsvektor zum Zeitpunkt t.

Ist der Vektor

~r˙ (t) =







x(t)

˙

y(t)

˙







vom Nullvektor verschieden, so gibt der Vektor





−y(t)

˙

~n(t) :=

x(t)

˙

die positive Normalenrichtung in diesem Punkt an.





x(t)

Definition Die Parameterdarstellung ~r(t) =

, (a ≤ t ≤ b) einer

y(t)

Kurve heißt regul¨ar, wenn die Funktionen x(t), y(t) u

¨ber [a, b] stetig diffe2

2

renzierbar sind und x(t)

˙

+ y(t)

˙

6= 0 f¨

ur t ∈ [a, b] gilt (x(a),

˙

x(b)

˙

einseitige

Ableitungen).

Satz 7.1.1 (Bogenl¨

ange)



(a) Die

 L¨ange

 eines Kurvenbogens mit regul¨arer

x(t)

Parameterdarstellung ~r(t) =

, a ≤ t ≤ b, betr¨agt

y(t)

Z

L=



b



Z bp

|~r˙ (t)|dt =

x(t)

˙ 2 + y(t)

˙ 2 dt



a



a



(b) Die Bogenl¨ange des Graphen y = f (x) einer stetig differenzierbaren

Funktion f : [a, b] → R betr¨agt

L=



Z bp



1 + f 0 (x)2 dx



a



Beispiel 7.1.2 (1) Der Kreisumfang: Ein Kreis vom Radius R hat die L¨ange

Z

L=

0



2π



p



R2



2



sin t +



Z

R2



cos2



tdt =



2π



Rdt = 2πR.

0
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