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TIPE

Motivation et objectifs :

L’objectif de ce TIPE est d’étudier deux algorithmes concernant le calcul de certaines sommes, les

sommes hypergéométriques : l’algorithme de Sœur Céline, et l’algorithme de Gosper. Le premier

permet de trouver une récurrence vérifiée par une somme, tandis que le second propose une

formule « simple », ou plus précisément une « forme close », pour certaines sommes indéterminées,

lorsque cela est possible. On s’attachera tout particulièrement à démontrer la correction des

algorithmes, du point de vue mathématique.



I)



Définitions :



Les algorithmes présentés ayant besoin d’un certain formalisme, on va d’abord s’attacher à définir

sur quelles notions on travaille.

Définition 1 : Un terme t(n) sera dit hypergéométrique si



t(n+1)

est

t(n)



une fraction rationnelle en n. De



même, un terme F(n, k) sera dit doublement hypergéométrique si



F(n+1,k)

F(n,k)



et



F(n,k+1)

F(n,k)



sont des



fractions rationnelles en n et k.

Travailler avec des termes hypergéométriques assure de pouvoir manipuler des fractions.

L’algorithme de Sœur Céline ne s’applique cependant qu’à une classe un peu plus restreinte de

termes : les termes hypergéométriques propres.

Définition 2 : Un terme 𝑡(𝑛) sera dit hypergéométrique propre s’il s’écrit sous la forme suivante :

∏𝑈 (𝑎 𝑛+𝑏𝑖 𝑘+𝑐𝑖 )!

,

𝑖=1 𝑖 𝑛+𝑣𝑖 𝑘+𝑤𝑖 )!



𝑡(𝑛) = 𝑃(𝑛, 𝑘) ∏𝑉𝑖=1(𝑢 𝑖



où les 𝑎𝑖 , 𝑏𝑖 , 𝑐𝑖 , 𝑢𝑖 , 𝑣𝑖 𝑒𝑡 𝑤𝑖 sont des entiers relatifs,



indépendants de 𝑛 et 𝑘.

L’ensemble des suites hypergéométriques n’étant pas stable par addition, on est amené à introduire

la notion de suites associées afin de définir une écriture canonique :

𝑠(𝑛)



Définition 3 : Deux termes hypergéométriques 𝑡(𝑛) et 𝑠(𝑛) seront dit associés si 𝑡(𝑛) est une fraction

rationnelle en n.

On montre à l’aide de cette notion le résultat suivant :

Théorème 1 : Toute suite 𝑡(𝑛) somme de suites hypergéométriques s’écrit de manière unique

comme somme de suites hypergéométriques, deux à deux non associées.

Enfin, l’algorithme de Gosper impliquant de trouver des racines communes à certains polynômes, on

est amenés à introduire le résultant de deux polynômes.
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𝑗

Définition 4 : On appelle résultant des polynômes 𝑃 = ∑𝑛𝑖=1 𝑎𝑖 𝑋 𝑖 et 𝑄 = ∑𝑚

𝑗=1 𝑏𝑗 𝑋 le scalaire



𝑅(𝑃, 𝑄) défini comme la déterminant de la matrice M suivante :



Au-delà des différentes propriétés du résultant, qu’on ne prétend pas présenter dans ce travail, on

utilisera un unique résultat le concernant : deux polynômes ayant une racine commune ont un

résultant nul.

BROUILLON A PARTIR D’ICI

I)



Algorithme de Sœur Céline



On veut trouver une récurrence vérifiée par 𝑓(𝑛) = ∑∞

𝑘=0 𝐹(𝑛, 𝑘), ou 𝐹(𝑛, 𝑘) est un terme

hypergéométrique en n et en k, à support compact en k (exemple : coefficients binomiaux)

Principe général de l’algorithme : trouver une récurrence vérifiée par 𝐹(𝑛, 𝑘) en n et en k, la

sommer sur 𝑘 ∈ 𝑍, et obtenir une récurrence pour f.

Comment trouver une récurrence sur F(n,k) ?

On suppose avoir une récurrence d’ordre I sur n et J sur k. On écrit la récurrence avec des

coefficients indeterminées, et on divise par F(n,k). On obtient une fraction rationnelle en n et k.

En mettant tout au même dénominateur, on obtient au numérateur un polynôme en k, qui doit

être nul pour que la récurrence soit vérifiée. On trouve ensuite les coefficients de la récurrence

en identifiants les coefficients de chaque monôme à zéro.

On montre que l’algorithme de Sœur Céline renvoie toujours un résultat (pour des bonnes

valeurs de I et J) pour les termes hypergéométriques propres.

Exemples.

II)



Algorithme de Gosper



Premier pas vers le calcul effectif de somme. L’algorithme de Gosper traite le cas de certaines

sommes indéfinies (=sommation jusqu’à n).

Il permet de renvoyer une forme close (nombre fixé de termes hypergéométriques) pour évaluer

la somme d’une série, si elle existe. Si l’algorithme ne trouve rien, c’est qu’il n’existe pas de

formule close (au sens recherché).

Principe de l’algorithme : Si on somme les tn, on cherche une primitive discrète zn de tn qui

vérifie z(n+1)-z(n)=t(n). L’inconnue est zn et est a priori hypergéométrique. Par un jeu de

changement d’inconnue, on se ramène à chercher une fraction rationnelle. On définit ensuite
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une forme canonique pour les fractions rationnelles. En écrivant l’inconnue sous cette forme

canonique et avec un peu d’astuce, on se ramène à rechercher un polynôme plutôt qu’une

fraction rationnelle. Si ce polynôme existe, on sait borner son degré. Il n’y a plus qu’à déterminer

le polynôme en question en résolvant des systèmes linéaires. On obtient alors le polynôme

souhaité, et on remonte les inconnues : fraction rationnelle, terme hypergéométrique. On écrit

donc la somme recherchée comme une somme télescopique et son calcul est instantané.
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