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Interpretacja geometryczna gradientu funkcji ró»niczkowalnej



Niech D ⊂ R2 , (x0 , y 0 ) ∈ Int D, f : D → R. Je»eli f jest ró»niczkowalna w

punkcie (x0 , y 0 ), to równanie pªaszczyzny stycznej do wykresu funkcji f w punkcie

(x0 , y 0 , f (x0 , y 0 )) wyra»a si¦ wzorem

z − f (x0 , y 0 ) = fx0 (x0 , y 0 )(x − x0 ) + fy0 (x0 , y 0 )(y − y 0 ).



Ogólnie dla k ∈ N, k ≥ 2, D ⊂ Rk , x0 ∈ Int D, f : D → R. Je»eli f jest ró»niczkowalna

w punkcie x0 , to równanie hiperpªaszczyzny stycznej do wykresu funkcji f w punkcie

(x0 , f (x0 )) wyra»a si¦ wzorem

y − f (x0 ) = ∇f (x0 )(x − x0 ).



Uwaga 1. i) Gradient funkcji ró»niczkowalnej f w punkcie x0 ∈ Int D jest kierunkiem



najszybszego wzrostu funkcji f w tym punkcie.

ii) Gradient funkcji ró»niczkowalnej f w punkcie x0 ∈ Int D jest wektorem prostopadªym do poziomicy funkcji f zawieraj¡cej punkt x0 tzn. ∇f (x0 )⊥ lev=f (x0 ) f .



Zastosowania ró»niczkowalno±ci do oblicze« przybli»onych

Stwierdzenie 1.

ró»niczkowalna w



f : K((x0 , y 0 ), r) → R dla pewnego r &gt; 0. Je»eli f jest

0 0

punkcie (x , y ), to dla dowolnego (h1 , h2 ) ∈ K((0, 0), r) zachodzi

Niech



f (x0 + h1 , y 0 + h2 ) − f (x0 , y 0 ) = fx0 (x0 , y 0 )h1 + fy0 (x0 , y 0 )h2 + ε1 (h1 , h2 )h1 + ε2 (h1 , h2 )h2

gdzie



0



ε1 , ε2 : K((0, 0), r) → R



oraz



lim

(h1 ,h2 )→(0,0)



Wniosek 1.



s¡ pewnymi funkcjami takimi, »e



lim

(h1 ,h2 )→(0,0)



ε1 (h1 , h2 ) = 0.



f : K((x0 , y 0 ), r) → R dla pewnego r &gt; 0. Je»eli f

(x , y 0 ), to dla (h1 , h2 ) bliskich (0, 0) mamy, »e



Niech



walna w punkcie



ε1 (h1 , h2 ) =



jest ró»niczko-



0



f (x0 + h1 , y 0 + h2 ) ≈ f (x0 , y 0 ) + fx0 (x0 , y 0 )h1 + fy0 (x0 , y 0 )h2 .



Analogicznie rezultaty do powy»szego stwierdzenia i wniosku obowi¡zuj¡ dla funkcji k

zmiennych, które zapiszemy w troch¦ innej postaci.



Stwierdzenie 2.



0

Niech f : KRk (x , r) → R dla pewnego

0

kowalna w punkcie x , to dla dostatecznie maªego r 



r &gt; 0.



Je»eli



f



jest ró»nicz-



∀ x ∈ K(x0 , r) f (x) − f (x0 ) ≈ ∇f (x0 )(x − x0 ) =: df (x0 )(x − x0 ),

0

0

0

0

przy czym bª¡d przybli»enia δ(x − x ) := f (x) − f (x ) − df (x )(x − x ) zbiega do 0

0

δ(x−x )

0

0

szybciej ni» kx − x k tzn. lim kx−x0 k = 0. Wyra»enie df (x ) nazywamy ró»niczk¡.

x→x0



Reguªy ró»niczkowania

Twierdzenie 1.



Niech



D ⊂ Rk , x0 ∈ Int D, f, g : D → R, c ∈ R.



1



Wówczas



(1) Je»eli funkcje f, g s¡ ró»niczkowalne w

0

kowalne w x .

(2) Je»eli funkcje



f, g



s¡ ró»niczkowalne w

0

ró»niczkowalna w x .



Twierdzenie 2.



Frécheta))



x0 ,

x0



f + g, c · f , f · g



to funkcje



oraz



g(x) 6= 0, x ∈ D,



s¡ ró»nicz-



f

to funkcja g jest



(warunek dostateczny ró»niczkowalno±ci (mocnej, w sensie



D ⊂ Rk , f : D → R, x0 ∈ Int D. Je»eli fx0 i , i = 1, . . . , k

0

0

niej¡ w pewnym otoczeniu punktu x oraz s¡ ci¡gªe w punkcie x , to funkcja f

0

ró»niczkowalna (w sposób mocny, w sensie Freécheta) w punkcie x .

Dowód.



Niech



istjest



Dowód przeprowadzony na wykªadzie.



Rozwa»my przykªad



Przykªad 1. Rozwa»my funkcj¦ f : R2 → R okre±lon¡ wzorem

(

1

xy sin( x2 +y

dla (x, y) 6= (0, 0)

2)

f (x, y) =

0

dla (x, y) = (0, 0).



Wówczas ªatwo sprawdzi¢, »e

fx0 (x, y)



=



(

1

y sin( x2 +y

2) −



=



(

1

x sin( x2 +y

2) −



oraz

fy0 (x, y)



2x2 y

(x2 +y 2 )2



1

cos( x2 +y

dla (x, y) 6= (0, 0)

2)



dla (x, y) = (0, 0)



0

2xy 2

(x2 +y 2 )2



1

cos( x2 +y

dla (x, y) 6= (0, 0)

2)



dla (x, y) = (0, 0).



0



1

1

Rozwa»my (xn , yn )n∈N , gdzie (xn , yn ) = ( √4nπ

, √4nπ

) ∈ Dfx0 , n ∈ N. Wówczas



lim (xn , yn ) = (0, 0),



n→+∞



lim



n→+∞



fx0 (xn , yn )



=



lim √ 1

n→+∞ 4nπ



sin(2nπ) −



1

√ √

n n π3

1

n2 π 2



cos(2nπ) = −∞



Zatem fx0 nie jest ci¡gªa w (0, 0). Analogicznie pokazuje si¦, »e fy0 nie jest ci¡gªa w

(0, 0). Z drugiej strony

∀(h1 , h2 ) 6= (0, 0) 0 ≤



f (h ,h )−f (0,0)−fx0 (0,0)h1 −fy0 (0,0)h2

| 1 2

|

k(h1 ,h2 )k



=|



h1 h2 sin(



√



1

)

h21 +h22



h21 +h22



q

| ≤ h21 + h22 ,



zatem f jest ró»niczkowalna w (0, 0). Ten przykªad pokazuje, »e warunek dostateczny

ró»niczkowalno±ci funkcji w Rk , nie jest warunkiem koniecznym.



Ró»niczkowalno±¢ funkcji wektorowych
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Uwaga 2. Z algebry wiadomo, »e odwzorowanie liniowe A : Rk → Rm jest jednoznacz-



nie wyznaczone przez macierz [aij ]i≤m,j≤k wymiaru (ksztaªtu) m × k , przy czym dla

x = [x1 , . . . , xk ]T ∈ Rk mamy, »e

T



A(x) = [aij ] • [x1 , . . . , xk ] =



X

k



a1j xj , . . . ,



j=1



k

X







amj xj ∈ Rm ,



j=1



gdzie • oznacza iloczyn macierzy. Šatwo wykaza¢, »e A jest odzworowaniem liniowym

i ci¡gªym. Je»eli rozwa»amy zbiór wszystkich odwzorowa« liniowych i ci¡gªych przeksztaªcaj¡cych Rk w Rm , to mo»na wprowadzi¢ w tym zbiorze struktur¦ przestrzeni

liniowej i oznaczamy j¡ L(Rk , Rm ).



Denicja 1.



D ⊂ Rk , x0 ∈ Int D, f : D → Rm .

Pochodn¡ (mocn¡, w sensie Frécheta) funkcji f w punkcie x0 nazywamy odk

m

zworowanie A ∈ L(R , R ) speªniaj¡ce warunek

k, m ∈ N, m ≥ 2.



Niech



1

(f (x0

lim

khkRk →0 khkRk



Wówczas oznaczamy



A = f 0 (x0 )



Niech



+ h) − f (x0 ) − A(h)) = 0Rm



i mówimy, »e funkcja



f



jest



ró»niczkowalna (w



sposób mocny, w sensie Frécheta) w punkcie x0 .



Nast¦puj¡ce twierdzenie jest analogiem twierdze« dla funkcji wielu zmiennych, w

zwi¡zku z tym dowód pomijamy.



Twierdzenie 3.



Niech



k, m ∈ N, m ≥ 2.



Niech



D ⊂ Rk , x0 ∈ Int D, f : D → Rm .



Wtedy



A ∈ L(Rk , Rm )



jest pochodn¡ mocn¡ funkcji f w punkcie

k

0

i tylko wtedy, gdy dla ka»dego takiego h ∈ R , »e x + h ∈ D mamy



(1) Odwzorowanie



x0



wtedy



f (x0 + h) − f (x0 ) = A(h) + r(h),

r : {h ∈ Rk : x0 + h ∈ D} → Rm

= 0Rm

lim r(h)

khk



gdzie



jest pewn¡ funkcj¡ speªniaj¡c¡ warunek



h→0Rk



(2) Je»eli



f



jest ró»niczkowalna w punkcie



x0 ,



to



f



jest ci¡gªa w punkcie



x0 .



Uwaga 3. Niech D ⊂ Rk , x0 ∈ Int D, f : D → Rm . Zaªó»my, »e f jest ró»niczkowalna



w punkcie x0 , co wprost z denicji oznacza, »e f 0 (x0 ) ∈ L(Rk , Rm ). Z uwagi 2 oznacza

to, »e istnieje macierz ksztaªu m×k - [aij ], któr¡ mo»na uto»samia¢ z f 0 (x0 ). T¦ macierz

dla f : Rk → Rm wyznaczamy przy pomocy pochodnych cz¡stkowych wspóªrz¦dnych

wektora f = (f1 , . . . , fm ).



Denicja 2.

f



jest



D ⊂ Rk , x0 ∈ Int D, f : D → Rm , f = (f1 , . . . , fm ).

0

ró»niczkowalna w punkcie x . Wówczas macierz

Niech



Zaªó»my, »e



[(fi )0xj (x0 )]i≤m,j≤k

macierz¡ Jacobiego funkcji f w punkcie x0



f 0 (x0 ). Je»eli

0

dodatkowo k = m, to wyznaczynik macierzy Jacobiego funkcji f w punkcie x nazywamy

0

0

jakobianem funkcji f w punkcie x i oznaczamy Jf (x ).

nazywamy
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i oznaczamy



Denicja 3.



k, m ∈ N. Niech U b¦dzie otwartym podzbiorem Rk , f : U →

Rm , f = (f1 , . . . , fm ). Mówimy, »e funkcja f jest klasy C 1 na U , co zapisujemy

f ∈ C 1 (U ), gdy funkcja f jest ró»niczkowalna na U oraz (fi )0xj s¡ ci¡gªe na U dla

i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , k .

Niech



Twierdzenie 4.



(pochodna superpozycji)



k, m, l ∈ N. Niech D ⊂ Rk , E ⊂

Rm , x0 ∈ Int D, f : D → Rm , f [D] ⊂ E , f (x ) ∈ Int E , g : E → Rl . Je»eli f jest

0

0

ró»niczkowalna w punkcie x , a g ró»niczkowalna w punkcie f (x ), to funkcja zaªo»ona

g ◦ f : D → Rl jest ró»niczkowalna w x0 oraz zachodzi wzór

Niech

0



(1)



(g ◦ f )0 (x0 ) = g 0 (f (x0 )) ◦ f 0 (x0 ).



Uwaga 4. Symbol ◦ oznacz superpozycj¦ (zªo»enie odwzorowa«). W szczególno±ci



g 0 (f (x0 )) ◦ f 0 (x0 ) we wzorze (1) oznacza zªo»enie odwzorowania liniowego i ci¡gªego z

przestrzeni L(Rm , Rl ) z odwzorowaniem z L(Rk , Rm ).

Dowód.



Dowód nie obowi¡zuje na egzaminie.



Z istnienia f 0 (x0 ) oraz twierdzenia 3 wynika, »e istnieje takie t &gt; 0, »e dla h ∈ Rk

takich, »e x0 + h ∈ K(x0 , t) ⊂ D zachodzi

f (x0 + h) − f (x0 ) = f 0 (x0 )(h) + r1 (h),



lim



h→0Rk



r1 (h)

khkRk



= 0Rm ,



(2)



gdzie r1 jest pewn¡ funkcj¡ okre±lon¡ na K(0Rk , t) o warto±ciach w Rm . Z istnienia

g 0 (f (x0 )) oraz twierdzenia 3 wynika, »e istnieje takie s &gt; 0, »e dla d ∈ Rm takich, »e

f (x0 ) + d ∈ K(f (x0 ), s) ⊂ E zachodzi

g(f (x0 ) + d) − g(f (x0 )) = g 0 (f (x0 ))(d) + r2 (d),



lim



d→0Rm



r2 (d)

kdkRm



= 0Rl ,



gdzie r2 jest pewn¡ funkcj¡ okre±lon¡ na K(0Rm , s) o warto±ciach w Rl .

Poªó»my

d(h) = f 0 (x0 )(h) + r1 (h), dla h ∈ K(0Rk , t).



(3)



(4)



Zauwa»my, »e

lim



khkRk →0





f 0 (x0 )(h) + r1 (h) =



lim



khkRk →0



f 0 (x0 )(h) +





r1 (h)

khkRk

khkRk



= 0Rm .



Wobec faktu, »e d(0Rk ) = 0Rm oraz powy»szego dostajemy, »e funkcja d jest ci¡gªa

w 0Rk . Zatem istnieje taka 0 &lt; δ &lt; t, »e f (x0 ) + d(h), f (x0 + h) ∈ K(f (x0 ), s) dla

wszystkich takich h ∈ Rk , »e khkRk &lt; δ . Zatem dla h ∈ Rk takich, »e khkRk &lt; δ ze

wzorów (2), (3) mamy, »e

(g ◦ f )(x0 + h) − (g ◦ f )(x0 ) = g(f (x0 + h)) − g(f (x0 )) =

g(f (x0 ) + f 0 (x0 )(h) + r1 (h)) − g(f (x0 )) =

g 0 (f (x0 ))(f 0 (x0 )(h) + r1 (h)) + r2 (f 0 (x0 )(h) + r1 (h)) =

g 0 (f (x0 ))(f 0 (x0 )(h)) + g 0 (f (x0 ))(r1 (h)) + r2 (d(h)) =

g 0 (f (x0 )) ◦ f 0 (x0 )(h) + r3 (h),
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gdzie



r3 (h) = g 0 (f (x0 ))(r1 (h)) + r2 (d(h)), dla h ∈ K(0Rk , δ).



W my±l twierdzenia 3 aby otrzyma¢ tez¦ wystarczy pokaza¢, »e

lim



h→0Rk



r3 (h)

khkRk



(5)



= 0Rl .



Istotnie.

∀ 0 &lt; khkRk &lt; δ



0≤



kr3 (h)kRl

khkRk



≤



kg 0 (f (x0 ))(r1 (h))kRl

khkRk



+



kr2 (d(h))kRl

.

khkRk



(6)



Z faktu, »e odwzorowanie liniowe i ci¡gªe T : Rm → Rl jest ograniczone tzn., »e

∃ c &gt; 0 ∀ y ∈ Rm



mamy, »e

∃ c &gt; 0 ∀ khkRk &lt; δ



kT (y)kRl ≤ ckykRm



(7)



kg 0 (f (x0 ))(r1 (h))kRl ≤ ckr1 (h)kRm .



Zatem wobec powy»szego oraz (2) dostajemy, »e

lim



h→0Rk



kg 0 (f (x0 ))(r1 (h))kRl

khkRk



(8)



= 0.



Ponadto

kr2 (d(h))kRl

khkRk



∀ (0 &lt; khkRk &lt; δ ∧ d(h) 6= 0Rm )



=



kr2 (d(h))kRl

kd(h)kRm



·



kd(h)kRm

.

khkRk



Korzystaj¡c z (3) mamy, »e dla 0 &lt; khkRk &lt; δ ∧ d(h) 6= 0Rm

kr2 (d(h))kRl

khkRk



=



kr2 (d(h))kRl

kd(h)kRm



·



kf 0 (x0 )(h)+r1 (h)kRm

khkRk



≤



kr2 (d(h))kRl

kd(h)kRm



·



kf 0 (x0 )(h)kRm +kr1 (h)kRm

.

khkRk



(9)



Poniewa» f 0 (x0 ) jest odzworowaniem liniowym i ci¡gªym dziaªaj¡cym z Rk do Rm , wi¦c

(10)



kf 0 (x0 )(h)kRm ≤ c1 khkRk .



∃ c1 &gt; 0 ∀ h ∈ R k



Zatem z (9), (10) dostajemy

∀ (0 &lt; khkRk &lt; δ ∧ d(h) 6= 0Rm )



kr2 (d(h))kRl

khkRk



≤



kr2 (d(h))kRl

kd(h)kRm





· c1 +



kr1 (h)kRm

khkRk





.



(11)



Pami¦taj¡c, »e d(0Rk ) = 0Rm oraz r2 (0Rm ) = 0Rl oraz wobec ci¡gªo±ci funkcji d w 0Rm

oraz (2) i (3) mamy

kr (d(h))k

lim 2khk k Rl = 0.

(12)

h→0Rk



R



Wobec (8) otrzymujemy tez¦, czyli (5).
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Uwaga 5. Niech f : Rk → Rm , f = (f1 , . . . , fm ), g : Rm → Rl , g = (g1 , . . . , gl ) s¡

ró»niczkowalne odpowiednio w punkcie x0 ∈ Rk i f (x0 ) ∈ Rm tzn.

f 0 (x0 ) = [(fi )0xj (x0 )]i≤m,j≤k ,



(13)



g 0 (f (x0 )) = [(gr )0yi (f (x0 ))]r≤l,i≤m .



Wówczas z powy»szego twierdzenia mamy, »e ϕ = g ◦ f : Rk → Rl , ϕ = (ϕ1 , . . . , ϕl )

jest ró»niczkowalna w x0 oraz ϕ0 (x0 ) = g 0 (f (x0 )) • f 0 (x0 ) tzn., »e

∀ r = 1, . . . , l ∀ j = 1, . . . , k



(ϕr )0xj (x0 )



m

X

=

(gr )0yi (f (x0 )) · (fi )0xj (x0 )

i=1



albo równowa»nie

∂ϕr

(x0 )

∂xj



∀ r = 1, . . . , l ∀ j = 1, . . . , k



=



m

X



∂gr

(f (x0 ))

∂yi



·



∂fi

(x0 ).

∂xj



i=1



Pochodne wy»szych rz¦dów funkcji wielu zmiennych

Denicja 4.



Niech



U



b¦dzie otwartym podzbiorem



»e pochodna w sensie Frécheta funkcji



f



Rk , f : U → R, x0 ∈ U .



istnieje w ka»dym punkcie zbioru



Zaªó»my,



U.



Je»eli



odzworowanie



U 3 x → f 0 (x) ∈ L(Rk , R)

to mówimy, »e funkcja f jest

dwukrotnie ró»niczkowalna (w sensie Frécheta, w sposób mocny) w punkcie

jest ró»niczkowalne w sensie Frécheta w punkcie



x0 ,



x0 . Druga pochodna funkcji f w punkcie x0 jest

A : Rk → L(Rk , R) i oznaczamy j¡ A = f 00 (x0 ).



odwzorowaniem liniowym i ci¡gªym



Uwaga 6. Zauwa»my, »e f 00 (x0 ) ∈ L(Rk , L(Rk , R)). Do tej pory na tym wykªadzie



nie deniowali±my pochodnej odzworowa« dziaªaj¡cych z Rk w L(Rk , R). W praktyce

sprowadza si¦ to liczenia pochodnych cz¡stkowych odpowiednich funkcji wektorowych

b¦d¡cych pochodnymi cz¡stkowymi wyj±ciowej funkcji, a wi¦c do liczenia pochodnych

cz¡stkowych rz¦du drugiego.



Denicja 5. Niech U



Rk , f : U → R, x0 ∈ U , h(1) , h(2) ∈

Rk . Pochodn¡ kierunkow¡ rz¦du drugiego funkcji f w punkcie x0 w kierunku

wektorów h(1) , h(2) nazywamy pochodn¡ kierunkow¡ funkcji

b¦dzie otwartym podzbiorem



U 3 x → fh0 (1) (x)

w punkcie



x0 w kierunku wektora h(2) i oznaczamy fh00(1) h(2) (x0 ).



00

0

W szczególno±ci fei ej (x )

0



pochodn¡ cz¡stkow¡ rz¦du drugiego funkcji f w punkcie x wzgl¦dem zmiennych xi , xj , gdzie i, j ∈ {1, . . . , k} i oznaczamy fx00i xj (x0 ) lub ∂x∂f

(x0 ).

i ∂xj

nazywamy



Uwaga 7. Z powy»szej denicji wynika, »e

fh00(1) h(2) (x0 ) = fh0 (1)



0

h(2)



(x0 ).



W analogiczny (indukcyjny) sposób deniujemy pochodne kierunkowe i cz¡stkowe rz¦du

co najmniej trzeciego.
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Uwaga 8. Mo»na równie» stosowa¢ notacj¦

fx00i xj (x0 ) =



∂2f

(x0 ),

∂xi ∂xj



∂2f

∂xi ∂xj



:=



Twierdzenie 5.

R



k



,



f :U →



(o pochodnej rz¦du drugiego) Niech

0

R, x ∈ U . Wtedy



∂f

∂xj



U







∂f

∂xi







b¦dzie otwartym podzbiorem



00 0

k

k

(1) Je±li istnieje pochodna mocna f (x ) ∈ L(R , L(R , R)), to dla dowolnych wek(1)

(2)

k

torów h , h

∈ R istnieje pochodna kierunkowa fh00(1) h(2) (x0 ) przy czym



fh00(1) h(2) (x0 )



=



k X

k

X



(1) (2)



fx00i xj (x0 )hi hj ,



gdzie



(l)



(l)



h(l) = [h1 , . . . , hk ]T , l = 1, 2.



i=1 j=1



(w szczególno±ci istniej¡ pochodne cz¡stkowe rz¦du drugiego funkcji

x0 ).

(2) Jezeli w otoczeniu punktu

funkcji



x0



f



f



w punkcie



istniej¡ wszystkie pochodne cz¡stkowe rz¦du drugiego

x0 , to funkcja f jest dwukrotnie ró»niczkowlana



i s¡ ci¡gªe w w punkcie

0

w punkcie x .



Uwaga 9. Mo»na pokaza¢, »e L(Rk , L(Rk , R)) jest izmorczna z L2 (Rk , R), czyli zbio-



rem form dwuliniowych i ci¡gªych A : Rk × Rk → R. Z algebry wiadomo, »e forma

dwuliniowa A : Rk × Rk → R ma posta¢

(1)



2



A(h , h ) =



k X

k

X



(1) (2)



aij hi hj ,



i=1 j=1

(l) T

gdzie h(l) = [h(l)

1 , . . . , hk ] , l = 1, 2 oraz [aij ]i,j≤k jest tak¡ macierz¡, »e aij = A(ei , ej ).

Zatem je»eli f jest dwukrotnie ró»niczkowalna w punkcie x0 , to [aij ]i,j≤k = [fx00i xj (x0 )]i,j≤k .



Twierdzenie 6.

U→



(Schwarza)



R. Je»eli fx00i xj istniej¡ w



k

0

b¦dzie otwartym podzbiorem R , x

0

i s¡ ci¡gªe w punkcie x dla i, j = 1, . . . , k ,



Niech



U



U



∈ U, f :

i 6= j to



∀(i, j ∈ {1, . . . , k}, i 6= j) fx00i xj (x0 ) = fx00j xi (x0 ).

Dowód.



Dowód przeprowadzony na wykªadzie.



Rozwa»my przykªad funkcji, dla której pochodne mieszane rz¦du drugiego nie s¡

równe.



Przykªad 2. Rozwa»my funkcj¦ f : R2 → R okre±lon¡ wzorem

(

2

2

xy xx2 −y

+y 2

f (x, y) =

0



dla (x, y) 6= (0, 0)

dla (x, y) = (0, 0).



Wówczas ªatwo sprawdzi¢, »e

fx0 (0, y) = −y, y ∈ R;
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00

fxy

(0, 0) = −1



oraz



fy0 (x, 0) = x, x ∈ R;



Zatem



00

fyx

(0, 0) = 1



00

00

fxy

(0, 0) 6= fyx

(0, 0).



Denicja 6.



0

k

b¦dzie otwartym podzbiorem R , f : U → R, x ∈ U . Je»eli f

0

jest dwukrotnie ró»niczkowalna w punkcie x , to macierz drugich pochodnych cz¡stko0

00

0

wych funkcji f w punkcie x [fxi xj (x )]i,j≤k nazywamy macierz¡ Hessego funkcji f

w punkcie x0 i oznaczamy j¡ Hf (x0 ). Wyznaczynik macierzy Hessego funkcji f w

0

0

punkcie x nazywamy hesjanem funkcji f w punkcie x .



Niech



U



Uwaga 10. Niech U b¦dzie otwartym podzbiorem Rk , f : U → R, x0 ∈ U . Je»eli fx00i xj



istniej¡ w pewnym otoczeniu punktu x0 i s¡ ci¡gªe w x0 , dla i, j = 1, . . . , k , i 6= j , to z

twierdzenia 6 Schwarza mamy, »e Hf (x0 ) jest macierz¡ symetryczn¡.

Analogicznie jak w przypadku funkcji f : R → R pochodn¡ Frécheta n + 1 rz¦du

funkcji f w punkcie x0 okre±lamy jako pochodn¡ odzworowania b¦d¡cego pochodn¡

n-tego rz¦du.



Denicja 7.



U b¦dzie otwartym podzbiorem Rk , f : U → R, x0 ∈ U , n ∈ N,

n &gt; 2. Je»eli f jest n-krotnie ró»niczkowalna U oraz odwzorowanie U 3 x → f (n) (x)

0

jest ró»niczkowalne w punkcie x , to mówimy, »e funkcja f jest (n + 1)-krotnie

ró»niczkowalna (w sensie Frécheta, w sposób mocny) w punkcie x0 i jest ona

(n+1) 0

odwzorowaniem (n + 1)-liniowym tzn. f

(x ) = (f n )0 (x0 ) ∈ L(Rk , Ln (Rk , R)).

Niech



Uwaga 11. Je»eli funkcja

f jest n-krotnie ró»niczkowalna w punkcie x0 , to dla dowol

(l)

nych h(l) = h(l)

1 , . . . , hk



T



∈ Rk , l = 1, . . . , n mamy, »e

(n)



f (n) (x0 )(h(1) , . . . , h(n) ) = fh(1) ,...,h(n) (x0 ) =



k

X



...



i1 =1



k

X



(1)



(n)



fx(n)

(x0 ) · hi1 · . . . · hin .

i1 ,...,xin



in =1



Wzór Taylora dla funkcji wielu zmiennych i jego zastosowania

Denicja 8.

»e



Niech



funkcja f jest



cz¡stkowe rz¦du



n



Twierdzenie 7.



k

b¦dzie otwartym podzbiorem R ,

klasy C (n) na U , gdy w zbiorze



U



oraz s¡ one funkcjami ci¡gªymi w



f : U → R, n ∈ N.

U istniej¡ wszystkie

zbiorze U.



(wzór Taylora dla funkcji k zmiennych)



pochodne



U



b¦dzie otwar0

0

tym podzbiorem R , x ∈ U , n ∈ N. Je»eli I(x , x + h)-odcinek o ko«cach x , x + h,

k

(n)

gdzie h ∈ R zawiera si¦ w U , to dla dowolnej funkcji f : U → R klasy C

na U

k



istnieje taka liczba



0



θ ∈ (0, 1),



0



Niech



Mówimy,



0



»e



1

f (x0 + h) = f (x0 ) + 1!1 f 0 (x0 )(h) + 2!1 f 00 (x0 )(h, h) + . . . , + (n−1)!

f (n−1) (x0 ) (h, . . . , h) +

| {z }

(n−1)−razy



+



1 (n) 0

f (x

n!



+ θh) (h, . . . , h) .

| {z }

n−razy
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Dowód.



Dowód przeprowadzony na wykªadzie.



Uwaga 12. Wzór w twierdzeniu 7 nazywamy wzorem Taylora rz¦du n. W szczególno±ci

wzór Taylora rz¦du 2 ma posta¢



f (x0 + h) = f (x0 ) + ∇f (x0 )h + 12 hT Hf (x0 + θh)h,



gdzie h = [h1 , . . . , hk ]T ∈ Rk .



Denicja 9.

k × k.



Funkcj¦



nazywamy



A b¦dzie symetryczn¡ macierz¡ kwadratow¡

QA : Rk → R okre±lon¡ nast¦puj¡co






QA (x) := x, Ax , x ∈ Rk



Niech



wymiaru (ksztaªtu)



form¡ kwadratow¡ wyznaczon¡ przez macierz A.



Uwaga 13. Zauwa»my, »e dla A macierzy symetrycznej kszaªtu k × k






Denicja 10.



Niech



A





x, Ax = xT Ax,



QA )



k × k ,a QA



b¦dzie symetryczn¡ macierz¡ kwadratow¡ kszaªtu



form¡ kwadratow¡ wyznaczon¡ przez macierz

dratowa



x ∈ Rk .



A.



Mówimy, »e macierz



A



(forma kawa-



jest



dodatnio okre±lona, gdy QA (x) &gt; 0, ∀ x ∈ Rk \ {0Rk };

k

(ii) ujemnie okre±lona, gdy QA (x) &lt; 0, ∀ x ∈ R \ {0Rk };

k

(iii) nieokre±lona, gdy ∃ x, y ∈ R , QA (x) &lt; 0, QA (y) &gt; 0.



(i)



Wprowad¹my oznaczenie: Dla symetrycznej macierzy kwadratowej A wymiaru k×k

symbolem ∆i , i = 1, . . . , k oznacza¢ b¦dziemy minory gªówne macierzy A.



Twierdzenie 8 (Sylvestera). Niech A b¦dzie symetryczn¡ macierz¡ kwadratow¡ kszaªtu

k × k . Wówczas

(i) ∆i &gt; 0, i = 1 . . . , k ,



wtedy i tylko wtedy, gdy macierz



A oraz QA - forma kwadratowa



wyznaczona przez macierz A jest dodatnio okre±lona.

i

(ii) (−1) ∆i &gt; 0, i = 1 . . . , k , wtedy i tylko wtedy, gdy macierz

kwadratowa wyznaczona przez macierz



A



A



oraz



QA -forma



jest ujemnie okre±lona.



Konsekwencj¡ wzoru Taylora rz¦du dwa jest nast¦puj¡ce twierdzenie:



Twierdzenie 9.



(warunek dostateczny istnienia ekstremum lokalnego)



D ⊂ Rk , Int D 6= ∅, x0 ∈ Int D, f : D → R klasy C (2) na pewnym

0

Zaªó»my, »e x jest punktem stacjonarnym funkcji f . Wówczas:

(1) funkcja



osi¡ga w punkcie



x0



±cisªe minimum lokalne, gdy



osi¡ga w punkcie



x0



±cisªe maksimum lokalne, gdy



f



Niech

x0 .



otoczeniu punktu



Hf (x0 )



jest dodatnio



okre±lona.

(2) funkcja



f



Hf (x0 ) jest ujemnie



okre±lona.

(3) funkcja



f



nie osi¡ga w punkcie



x0



ekstremum lokalnego, gdy



±lona.
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Hf (x0 )



jest nieokre-
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