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Chap.1 :



ELEMENTS DE LOGIQUE ET

THEORIE DES ENSEMBLES

Intro :



Le but de ce chapitre est d’énoncer des règles élémentaires de logique le plus rigoureusement



possible, sans pour autant entrer dans des considérations



trop générales : ces règles doivent être



considérés comme des règles de grammaire dont le rôle est de prémunir contre les erreurs graves (et

néanmoins classiques) de raisonnement.



I] CALCUL PROPOSITIONNEL

1. Propositions logiques

Déf.1 : On appelle proposition une assertion (ou un énoncé) qui ne peut prendre que 2 valeurs :

soit vraie (noté V ou 1), soit fausse (noté F ou 0).

Ex : « 𝟐 ≤ 𝟑 » est une proposition vraie ; « √𝟐 est rationnel » est une proposition fausse (à

prouver)

« je mens » ou « 1+1 » ne sont pas des propositions.

P

Table de vérité : C’est un tableau qui donne la valeur de vérité d’une proposition.



1 ou V

0 ou F



2. Négation d’une proposition

Soit P une proposition. La négation de P est la proposition qui est vraie si P est fausse et fausse

si P est vraie. On la note ¬P .

Attention : Négation ≠ contraire (qui n’a pas de sens en maths)

Ex : « 3 &gt; 4 » est la négation de « 3 ≤ 4 » ; «



4

3



Le tableau de valeurs suivant résume la négation :



Remarque : Que peut-on dire de ¬(¬P) ?



rationnel » est la négation de «

P



¬P



1



0



0



1



4

3



irrationnel »



3. Les connecteurs logiques



a. Définition

Deux propositions P et Q peuvent être connectées pour obtenir une 3ème proposition R. Le

connecteur est défini par la valeur de la proposition R en fonction des valeurs de P et Q.

Il y en a 4 principaux:





La conjonction de P et Q, notée « 𝑃 ⋀ Q » (qui se lit « P et Q »).



Elle est vraie si et seulement si P est vraie et Q est vraie.

Ex : (2 = 1 + 1)𝑒𝑡(3 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑖𝑟) est vraie ; P ⋀ (¬𝑃) est fausse.







La disjonction de P et Q, notée « P⋁ 𝑄 » (qui se lit « P ou Q »).



Elle est fausse si et seulement si P est fausse et Q est fausse.

Ex : (4 𝑒𝑠𝑡 𝑝𝑟𝑒𝑚𝑖𝑒𝑟)𝑜𝑢(5 𝑒𝑠𝑡 𝑝𝑎𝑖𝑟) est fausse ;







P ⋁ (¬𝑃) est toujours vraie.



L’implication, notée «P ⇒ Q » (qui se lit «P implique Q») .



Elle est fausse si et seulement si P est vraie et Q est fausse.

On dit que P est une condition suffisante pour Q ou que Q est une condition nécessaire

pour P.

La proposition « Q ⇒ P » est appelée réciproque de « P ⇒ Q ».

La proposition « nonQ ⇒ nonP » est appelée contraposée de « P ⇒ Q ».







L’équivalence, notée «P ⇔ Q» (qui se lit « P équivaut à Q ») .



Si P ⇒ Q et Q ⇒ P (réciproque) sont vraies, on dit que P est équivalent à Q.

On dit que P (resp. Q) est une condition nécessaire et suffisante pour Q (resp. P).



b. Table de vérité

P



Q



𝑷⋀𝑸



𝑷⋁𝑸



P ⇒ Q



P ⇔ Q



1



1



1



1



1



1



1



0



0



1



0



0



0



1



0



1



1



0



0



0



0



0



1



1



c. Propositions équivalentes

Nous noterons 𝑃 ≅ 𝑄pour exprimer que P et Q prennent toujours les mêmes valeurs.

Alors (à prouver) :





¬(P⋁Q) ≅ (¬P) ⋀ (¬Q)







¬(P⋀Q)







(¬Q) ⇒ (¬P)







P ⇒Q ≡ [(¬P) ou Q]



≅ (¬P) ⋁(¬Q)



Lois de Morgan



≅ P ⇒ Q (Cette proposition est la contraposée de P ⇒ Q)



Exercice : ¬(P ⇒ Q) et ¬(P ⇔ Q)

Remarques :





Le système de connecteur {¬ ; ⋁. est complet (i.e. il suffit pour définir les autres

connecteurs).







Il existe des connecteurs qui permettent d’obtenir un système complet : par exemple, le

connecteur de Sheffer.



d. Tautologie

Une proposition composée avec plusieurs propositions, à l’aide de connecteurs, qui est toujours

vraie, est appelée tautologie.

Ex : P ou (non P) est une tautologie



4. Les quantificateurs (E sera ici un ensemble)

Il existe 2 quantificateurs :

Le quantificateur 'universel' (notation ∀) est utilisé en relation avec une variable pour exprimer

qu'une proposition P dépendant de cette variable est vrai pour toutes les valeurs de la variable.

On le note: ∀ 𝑥 ∈ E, P(𝑥) qui veut dire : « Quelque soit x élément de E, P(x) est vrai »

Ex : ∀ x ∊ , x ( x + 1 ) = x2 + x



Le quantificateur 'existentiel' (notation ∃) est utilisé en relation avec une variable pour

exprimer qu'une proposition P dépendant de cette variable est vrai pour au moins une valeur de

la variable.

On le note: ∃ 𝑥 ∈ E / P(𝑥) qui s’énonce « il existe au moins un élément x de E tel que P(x) est

vrai »

Ex : ∃ x ∊  / x2 – 1 = 0

Rq : (1)



On utilise parfois l’assertion suivante : « ∃! 𝑥 ∈ E / P(𝑥) » qui s’énonce « il existe



un unique élément 𝑥 de E tel que P(𝑥) est vrai ».

(2)



Les lettres intervenant dans une proposition sont appelé « variables », mais elles



n’ont pas toutes le même statut :

Soit P une propriété, la proposition ∀ 𝑥, P(𝑥) est la même que ∀ 𝑦, P(𝑦): Le choix de la lettre n’a

pas d’importance, on dit que la variable est muette.

Ex : Dans l’expression∑𝑛𝑖=1 𝑖, i est muette ; Par contre, n ne l’est pas : on dit qu’elle est libre.

La lettre affectée par un quantificateur est muette !!

Règles d’utilisation des quantificateurs :

 ∀ 𝑥 ∈ 𝐸, ∀𝑦 ∈ 𝐹,

𝑃(𝑥, 𝑦) ≅ ∀𝑦 ∈ 𝐹,

∀ 𝑥 ∈ 𝐸,

𝑃(𝑥, 𝑦)

 ∃ 𝑥 ∈ 𝐸, ∃𝑦 ∈ 𝐹,

𝑃(𝑥, 𝑦) ≅ ∃𝑦 ∈ 𝐹,

∃ 𝑥 ∈ 𝐸,

𝑃(𝑥, 𝑦)

Ceci revient à dire que dans une assertion, on peut permuter deux quantificateurs de même

nature qui se suivent.

Attention : On ne peut pas permuter deux quantificateurs de nature différente !!!





¬(∃ 𝑥 ∈ E, P(𝑥)) ≅ ∀ 𝑥 ∈ 𝐸, ¬𝑃(𝑥)







¬(∀ 𝑥 ∈ E, P(𝑥)) ≅ ∃ 𝑥 ∈ 𝐸, ¬𝑃(𝑥)



II] THEORIE DES ENSEMBLES

1. Définition – Notation

Des objets présentant une ou plusieurs propriétés communes constituent un ensemble.

Ex :



• Ensemble  -- ℝ/ℚ - ℤ - ℕ

• Soit D une droite, on appelle E = {droites d du plan telles que d // D}

• Ensemble des isométries du plan.



Déf.2 : Soit E un ensemble

i) e ∈ E signifie "e est un élément de E" (on notera ∉ pour n’appartient pas !)

ii) Si E est fini, le cardinal de E, noté card(E) ou #E, désigne le nombre d'éléments de E.

iii) On désigne par ∅ l'ensemble vide (attention, ne pas confondre O et∅).

iv) On notera P(E) l’ensemble des parties de E.

Ex : Si E = {0 ;1}, alors P(E) = { ∅; {0}; {1}; {O; 1} }; On a alors Card E = 2 et Card P(E) = 4.



2. Inclusion

Déf.3 : On dit que A est inclus dans B, noté A⊂ B si la proposition suivante est vraie :

(a ∊ A) ⇒ (a ∊ B):

A est alors un sous-ensemble ou une partie de B.

On dit que A = B ssi A ⊂ B et B ⊂ A.

B



A



B



A⊂B



Ex :



A

A⊄B



 ⊂  ⊂  ⊂  ⊂ .

{O,1 ,3} ⊂ {0,1,2,3,4}

Pour tout ensemble A, on a Ø⊂ A.



Exercice : Comment définir A ≠ B ?

3. Opération sur les ensembles

a. Intersection

Déf.4 : Soient A et B des ensembles.

L’intersection de A et B, notée A∩B (qui se dit A inter B), est l’ensemble des

𝑥 ∊ A∩B ⇔ ( (𝑥 ∊ A) ∧ (𝑥 ∊ B))



éléments appartenant à A et à B :

A



B

A∩B



Ex : {1; 3; 5} ∩ {2; 3; 4} = {3}



b. Réunion

Déf.5 : Soient A et B des ensembles.

La réunion de A et B, notée A∪B (qui se dit A union B), est l’ensemble des

𝑥 ∊ A∪B ⇔ ((𝑥 ∊ A) ∨ (𝑥 ∊ B))



éléments appartenant à A ou à B :

A



Ex :



B



A∪B



{1; 3; 5} ∪ {2; 3; 4} = {1; 2; 3; 4; 5}



Si A ⊂ B, alors A ∪ B = B. ( ∪  = )

c. Complémentaire

Déf.6 : Soient A ⊂ E des ensembles. Le complémentaire de A dans E, notée E/A ou

CEA(ou encore AC quand E est évident), est l’ensemble des éléments de E

𝑥 ∊ CEA ⇔ ((𝑥 ∊ E) ∧ (𝑥 ∉ A))



n’appartenant pas à A :

E



Ex :



C EA



E={1,2,3,5,8}, F={2,3,5,8,12} A={2,8}, alors CEA={1,3,5} et CFA={3,5,12}

Si A ⊂ B, alors A ∩ B = A. ( ∪  = )



d. Différence

Déf.7: Soient A,B ⊂ E des ensembles. La différence A moins B (notée A \B) est

l’ensemble :



Ex :



𝑥 ∊ A\B ⇔ ((𝑥 ∊ A) ∧ (𝑥 ∉ B))



{1; 3; 5} \ {2; 3; 4} = {1; 5}



Si A ⊂ B, A\B = A ; Si A ⊂ B, B\A = Ac

e. Différence symétrique

Déf.8: Soient A,B ⊂ E des ensembles. La différence symétrique de A et B (not.A∆B)

est l’ensemble défini par (A\B) ∪ (B\A).

𝑥 ∈ AΔB ⇔ ( (𝑥 ∈ A ∪ B) ∧(x ∉ A ∩ B) )



Ex :



{2,3,4} ∆ {1,3,5} = {1,2,4,5}

Si A ⊂ B, A ∆ B = Ø



Exercice : CEE = Ø et CEØ = E (cf autres ex dans fascicule)



4. Propriétés









∀ A∊P(E) :



A∪E = E



et



A∪Ø = A



A∩E = A



et



A∩Ø = Ø



∀ A,B ∊ P(E) : A∪B = B∪A



(on dira que ∩ et ∪ sont commutatives)



A∩B = B∩A





∀ A,B et C ∊ P(E) : A∪(B∪C) = (A∪B)∪C



(On dira que ∩ et ∪ sont associatives)



A∩(B∩C) =(A ∩B)∩C





∀ A,B et C ∊ P(E) : A∩(B∪C) = (A∩B)∪(A∩C) (distributivité de ∩ par rapport à ∪)

A∪(B∩C) =(A∪B)∩(A∪C) (distributivité de ∪ par rapport à ∩)



Preuve : Soit 𝑥 ∊ A∩(B∪C), donc 𝑥 ∊ A et 𝑥 ∊ B∪C (soit 𝑥 ∊ B ou 𝑥 ∊ C).

1er cas : Si 𝑥 ∊ B, alors 𝑥 ∊ A∩B

𝑥 ∊ (A∩B)∪(A∩C)

2ème cas : Si 𝑥 ∊ C, alors 𝑥 ∊ A∩C

Réciproquement, Soit 𝑥 ∊ (A∩B)∪(A∩C).

Si 𝑥 ∊ (A∩B), alors 𝑥 ∊ A et 𝑥 ∊ B, donc 𝑥 ∊ B∪C soit 𝑥 ∊ A∩(B∪C).

Si 𝑥 ∊ (A∩C), alors 𝑥 ∊ A et 𝑥 ∊ C, donc 𝑥 ∊ B∪C soit 𝑥 ∊ A∩(B∪C).







▭



∀ A,B ∊ P(E) : ̅̅̅̅̅̅̅

𝐴 ∪ 𝐵 = 𝐴̅ ∩ 𝐵̅ et ̅̅̅̅̅̅̅

𝐴 ∩ 𝐵 = 𝐴̅ ∪ 𝐵̅



Preuve : Soit 𝑥 ∊ donc 𝑥 ∊ ̅̅̅̅̅̅̅

𝐴 ∪ 𝐵 alors 𝑥 ∊ E et 𝑥 ∉ (A∪B) ⇒ 𝑥 ∉ A et 𝑥 ∉ B soit

⇒ 𝑥 ∊ 𝐴̅ et 𝑥 ∊ 𝐵̅

⇒ 𝑥 ∊ 𝐴̅ ∩ 𝐵̅

Réciproquement,



Dans cette 1ère



soit 𝑥 ∊ 𝐴̅ ∩ 𝐵̅ ⇒ 𝑥 ∊ 𝐴̅ et 𝑥 ∊ 𝐵̅



⇒ 𝑥 ∉ A et 𝑥 ∉ B

⇒ 𝑥 ∉ (A∪B)

⇒ 𝑥 ∊ ̅̅̅̅̅̅̅

𝐴∪𝐵

formule, on remplace A par 𝐴̅ et B par 𝐵̅ :



On obtient : ̅̅̅̅̅̅̅

𝐴̅ ∪ 𝐵̅ = 𝐴 ∩ 𝐵 soit 𝐴̅ ∪ 𝐵̅ = ̅̅̅̅̅̅̅

𝐴∩𝐵



▭



Exercices :

 Démontrer A ∩ (B ∆ C) = (A ∩ B) ∆ (A ∩ C)

𝑥 ∈ A∩(BΔC) ⇔ 𝑥 ∈ A et 𝑥 ∈ (BΔC)

si 𝑥 ∈ B, alors 𝑥 ∉ C d’où 𝑥 ∈ (A∩B) et 𝑥 ∉ (A∩C) ⇔ 𝑥 ∈ (A∩B)Δ(A∩C)

si 𝑥 ∈ C , alors 𝑥 ∉ B d’où 𝑥 ∉ (A∩B) et 𝑥 ∈ (A∩C) ⇔ 𝑥 ∈ (A∩B)Δ(A∩C)



 Comparer : P(A∩B) et P(A) ∩ P(B) puis P(A∪B) et P(A) ∪ P(B)



▭



 Démontrer que : P(A) ⊂ P(B) ⇔ A⊂B



III] DIFFERENTS TYPES DE RAISONNEMENTS

1. Le raisonnement direct :

On veut montrer que :

« ∀ 𝑛 ∈ ℕ, si 𝑛 est pair, alors 𝑛2 est un entier pair ».

Cela donne en termes mathématiques : ∀ 𝑛 ∈ ℕ , n pair ⇒ n2 pair

 Si n n'est pas pair (i.e. impair), l'implication est toujours vraie.

Il n'y a donc rien à montrer.

 Pour savoir si cette implication est vraie, il faut vérifier que si (n pair) est vraie

alors (n2 pair) est vraie.

Soit 𝑛 ∈ ℕ et 𝑛 pair ⇒ n = 2k avec k ∊ 

⇒ n2 = 4k2 avec k ∊ 

⇒ n2 pair.

2. Le raisonnement par contraposition :

On veut montrer l'expression :

« n est un entier pair si et seulement si n2 est un entier pair ».

Cela donne en termes mathématiques : ∀ 𝑛 ∈ ℕ, n pair ⇔ n2 pair.

Nous avons déjà montré : ∀ 𝑛 ∈ ℕ, n pair ⇒ n2 pair.

Il reste donc : ∀ 𝑛 ∈ ℕ, n2 pair ⇒ n pair.

On va montrer la contraposée : non(n pair) ⇒ non(n2 pair) i.e. n impair ⇒ n2 impair.

Soit 𝑛 ∈ ℕ : n impair



⇒ n = 2k + 1 avec k ∊ 

⇒ n2 = 4k2 + 4k + 1 avec k ∊ 















⇒ n2 = 2 (2k2 + 2k ) + 1 avec k ∊ 

⇒ n2 impair.



3. Le raisonnement par l'absurde :

On veut montrer que √2 est irrationnel (∉ ).

On suppose que √2 est rationnel c'est-à-dire qu'il existe deux entiers p et q que l'on peut

𝑝



supposer non nuls tels que √2 = 𝑞.

De plus, on suppose que cette fraction est irréductible (c'est une restriction qui ne fait pas

perdre de généralité au raisonnement).

√2 =



𝑝

𝑞



⇔ p2 = 2q2



⇔ (2p')2 = 2q2



⇔p² pair



⇔ q2 = 2p'



⇔p pair



⇔ q2 pair



⇔p = 2p' avec p' ∊ 



⇔ q pair



2



⇔ q = 2q' avec q' ∊ 



Ce qui signifierait que la fraction est réductible : Ceci contredit nos hypothèses !
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