Algebra IIT — §27

27 CATEGORIEEN EN FUNCTOREN.

Veel ‘conceptuele wiskunde’ laat zich kort en precies formuleren in termen van cate-
gorieén en functoren. Het betreft hier meer een efficiént taalgebruik dan een theorie
op zichzelf, en de wel gekscherend met ‘abstract nonsense’ aangegeven argumenten be-
lichamen bij uitstek het al in paragraaf 1 beleden geloof in duidelijkheid en grotere
toepasbaarheid door abstractie. Categorische begrippen vinden hun rechtvaardiging in
de grote hoeveelheden concrete voorbeelden die zij in alle delen van de wiskunde heb-
ben, en kennis van zulke voorbeelden vergemakkelijkt voor velen de appreciatie van
categorische abstracties. De wiskundige inhoud van deze paragraaf is voornamelijk ge-
legen in de talrijke voorbeelden. Een ieder kan voorbeelden die hem niet aanspreken
overslaan of, beter nog, door andere vervangen.

» CATEGORIEEN

27.1. Definitie. Een categorie C bestaat uit objecten en, voor ieder tweetal objecten
A, B in C, een verzameling Home (A, B) van morfismen van A naar B. Voor ieder drietal
objecten A, B en C in C is tevens een samenstellingsafbeelding van morfismen

Home (A, B) x Home (B, C') — Home (A, C)
(f:g)—gof

gegeven zodat aan de volgende twee eisen wordt voldaan:
1. voor iedere A € C bevat Hom¢ (A, A) een identiteit id4 die zich als een eenheid
gedraagt met betrekking tot samenstellingen;
2. voor morfismen A > B 4. ¢ " D geldt (hog)o f=ho(gof).

De morfismen in C heten, in overeenstemming met de in 27.1.2 gebruikte notatie, ook
wel de pijlen of de afbeeldingen in C. Merk echter op dat in de definitie van een categorie
nergens over elementen wordt gepraat; we nemen niet per definitie aan dat morfismen
afbeeldingen tussen verzamelingen zijn, of zelfs maar dat objecten uit elementen be-
staan. Er wordt ook niet uitgesloten dat de verzameling Home (A, B) voor sommige A
en B de lege verzameling is. Is de onderliggende categorie duidelijk, dan schrijft men
gewoonlijk Hom(A, B) voor Hom¢ (A, B).

Om verzamelingstheoretische paradoxen als ‘de verzameling van alle verzamelin-
gen’ te vermijden eist men niet dat de objecten van C een verzameling vormen. Ze
vormen een klasse in de zin van de verzamelingenleer. We zullen niet ingaan op der-
gelijke logische finesses, die men meestal omzeilt door binnen een geschikt universum
met zogenaamde kleine categorieén te werken.

De existentie van een identiteit voor elk object stelt ons in staat te spreken over
inversen van morfismen, en daarmee over isomorfismen (morfismen met een tweezijdige
inverse). Morfismen in End(A) = Hom(A, A) heten endomorfismen van A, isomorfis-
men in Hom(A, A) heten automorfismen van A. Op de verzameling Aut(A) C End(A)
van automorfismen van A vormt samenstelling een groepsoperatie, en Aut(A) heet de
automorfismengroep van A.

Opgave 1. Ga na dat de morfismen in Aut(A) een groep vormen onder samenstelling.
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Vaak wordt aan een categorie gerefereerd in termen van de objecten, bijvoorbeeld ‘de
categorie Ab van abelse groepen’ of ‘de categorie Modgr van R-modulen’. De lezer
dient dan te begrijpen dat de morfismen in de categorie de ‘bijbehorende’ afbeeldingen
zijn. In het geval van Ab zijn dit groepshomomorfismen, in het geval van Modpg de
R-moduul-homomorfismen.

De categorie Ab is op een voor de hand liggende manier een deelcategorie van de
categorie Grp van alle groepen. Men noemt algemener een categorie C een deelcategorie
van D als de objecten in C tevens objecten in D zijn, en er voor ieder tweetal objecten
A en B in C een inclusie Hom¢ (A, B) C Homp(A, B) is. Geldt steeds Home (A, B) =
Homp (A, B), dan heet C een volle deelcategorie van D.

27.2. Voorbeelden. We noemen alvorens verder te gaan enkele van de talloze voor-
beelden. Iedere lezer kan de lijst in zijn favoriete richting uitbreiden.

1. De categorie Sets van verzamelingen met als morfismen de ‘gewone’ atbeeldin-
gen is een standaardvoorbeeld van een categorie. De deelcategorie FSets van eindige
verzamelingen is een volle deelcategorie van Sets. Voor iedere groep GG heeft men een
categorie G-sets van G-verzamelingen in de zin van definitie 5.1. De morfismen in
G-sets zijn de G-equivariante afbeeldingen uit opgave 5.31.

2. De categorie Grp van groepen met als morfismen de groepshomomorfismen be-
vat de categorie Ab van abelse groepen als volle deelcategorie. Analoog heeft men Rng
voor ringen en ringhomomorfismen, met een volle deelcategorie CRng van commuta-
tieve ringen. Dit zijn ‘grote’ categorieén, en vaak werkt men in kleinere deelcategorieén
als de categorieén van eindige abelse groepen of noetherse ringen.

3. De categorie Vecg van vectorruimtes over een lichaam K heeft als morfismen
de K-lineaire afbeeldingen. Er is de volle deelcategorie FVeck van eindig-dimensionale
K-vectorruimten.

4. De modulen over een ring R vormen met de R-homomorfismen een categorie
Modpg. Veel van de ‘standaardconstructies’ die we in paragraaf 16 en 17 voor R-
modulen ten tonele voerden (quotiénten, homomorfie- en isomorfiestelling, gevezelde
sommen en producten) kan men puur categorisch uitvoeren in zogenaamde abelse ca-
tegorieén, waarvan Modpg het generieke voorbeeld is.

Neemt men voor R de groepenring R = K[G] van een groep G over een lichaam K,
dan is Modpr = Rep, (G) de categorie van K-representaties van G. De moduulhomo-
morfismen hier zijn de K-lineaire afbeeldingen die de G-actie respecteren in de zin dat
ze G-equivariant zijn (ga nal).

5. De categorie Top van topologische ruimten heeft als morfismen de continue
afbeeldingen. Men werkt vaak in een volle deelcategorie van topologische ruimten die
één of meer aanvullende eigenschappen hebben (samenhangend, Hausdorff, metrisch,
compact, ...). De topologie Tx op een ruimte X is zelf 66k een categorie. De ob-
jecten van T x zijn de open verzamelingen in X, de morfismen de inclusies van open
verzamelingen.

6. Uit iedere categorie C kan men de tegengestelde categorie C°PP maken door
‘alle pijlen om te draaien’. Preciezer gezegd: C°PP heeft dezelfde objecten als C, en de
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morfismenverzameling Homeops (A4, B) staat in bijectief verband met Home (B, A), zeg
door f°PP « f. De compositie van van morfismen in C°PP is dan gedefinieerd door

fOPP o goPP = (g o f)°PP.

Zoals uit bovenstaande voorbeelden blijkt, erven de verzamelingen Home (A, B) soms
extra structuur van C. Voor C = Ab is Hom¢ (A, B) een abelse groep (opgave 4.41),
en voor C = Modp is, in het geval de ring R commutatief is, iedere abelse groep
Home (A, B) op natuurlijke wijze een R-moduul (opgave 16.3).

Opgave 2. Laat zien dat in beide bovenstaande situaties End(A) op natuurlijke wijze een ring met
eenhedengroep Aut(A) is. Is deze ring noodzakelijk commutatief?

De morfismen in een categorie C vormen zelf ook weer een categorie, Mor(C). Een
morfisme ¢ : f — g in Mor(C) van f € Hom¢(A, B) naar ¢ € Home(C, D) is een
geordend paar ¢ = (¢1, ¢2) van morfismen in C dat het diagram

$1

A - C
ERE
B > D

laat commuteren. Interessant zijn vaak de deelcategorieén van Mor(C) die men krijgt
door morfismen van of naar een vast object in C te beschouwen. In het eerste geval neemt
men in bovenstaand diagram A = C' vast en bekijkt alleen de morfismen ¢ = (¢1, ¢2)
in Mor(C) met ¢; = id4. In het tweede geval neemt men B = D vast en morfismen
¢ = (p1,02) met ¢po = idg. Men spreekt wel van de categorie van objecten over een
vast basisobject.

27.3. Voorbeelden. Voor iedere commutatieve ring R kan men de categorie CAlgp
van commutatieve R-algebra’s opvatten als de categorie van ‘ringen over R’. Immers,
een morfisme van R-algebra’s A; — Aj respecteert de R-algebra-structuur en is daar-
mee een morfisme van de structuurafbeeldingen f; : R — A; in CRng dat op R de
identiteit is.

Een interessant voorbeeld in de topologie van objecten
over een vast basisobject wordt gegeven door de categorie
Covyx van overdekkingen van een topologische ruimte X.
Een afbeelding f : Y — X van topologische ruimten heet
een overdekking als ieder punt x € X een omgeving U, C X
heeft zodat f~—1[U,] 1, U, een triviale overdekking is. Dit
betekent dat de vezel f~!(x) boven x discreet is in Y, en
dat er een homeomorfisme f~1(x) x U, — f~1[U,] is dat
samengesteld met f de projectie op de tweede coordinaat
geeft. Een morfisme ¢ van een overdekking f; : V7 — X

95 0I010H0

naar fo : Yo — X (een dektransformatie) is een continue
afbeelding ¢ : Y7 — Y5 met fo o = f1.
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» FUNCTOREN

27.4. Definitie. Een (covariante) functor F : C — D is een afbeelding die aan elk
object A € C een object F(A) € D toevoegt en aan elk morfisme f € Home(A, B)
een morfisme f, = F(f) € Homp(F'(A), F(B)). Hierbij geldt (ida). = idp(a) en
(Fog) = fuog..

Men zegt vaak kortweg dat de constructie van F'(A) € D uit A € C ‘functorieel is’. Zo'n
constructie heeft allerlei prettige ‘stabiliteitseigenschappen’ die functoriéle begrippen
aanzienlijk hanteerbaarder maken dan niet-functoriéle.

27.5. Voorbeelden. 1. Het vormen van de commutatorondergroep [G,G| van een
groep G is een functor Grp — Grp. De functor G — G* = G/[G,G] die aan elke
groep zijn abels gemaakte quotiént toevoegt is een functor Grp — Ab. De vorming van
het centrum Z(G) uit G is geen functor Grp — Ab, want een groepshomomorfisme
f : G1 — G5 induceert niet in het algemeen een groepshomomorfisme tussen de centra.

2. De ‘eenhedengroepfunctor’ U : Rng — Grp vormt van een ring R de eenhe-
dengroep R*. Voor iedere n > 1 zijn er functoren GL,, : CRng — Grp en Mat,, :
CRng — Rng die aan een commutatieve ring R de groep GL,(R) van inverteerbare
n x n-matrices en de ring Mat,, (R) van n x n-matrices met coéfficiénten in R toevoegen.
Merk op dat GL; en U ‘dezelfde’ functor zijn.

3. De afbeelding CRng — CRng die aan elke commutatieve ring R de gere-
duceerde ring R/Np toevoegt, met Np het nilradicaal van R, is een functor. Op de
deelcategorie van gereduceerde ringen is het de identiteit.

4. Een vergeetfunctor is een functor die een deel van de structuur van een object
vergeet. Zo heeft men vergeetfunctoren van de meeste onder 27.2 genoemde categorieén
naar Sets die aan een groep (ring, vectorruimte, etc.) de onderliggende verzameling
toevoegen. Van dezelfde aard zijn de functoren van Rng en Veck naar Ab die aan
een ring of vectorruimte de onderliggende abelse optelgroep toevoegen, of de functoren
Repy (G) — Veck en G-sets—Sets die de G-werking vergeten.

5. De vorming van de fundamentaalgroep 7(X) van een topologische ruimte is geen
functor Top — Grp, zelfs niet als we ons tot wegsamenhangende ruimten beperken.
Men voert hiertoe de categorie Top, van topologische ruimten X met basispunt x € X
in, en definieert een morfisme (X,z) — (Y,y) als een continue afbeelding f : X — Y
met f(x) = y. Merk op dat Top, niets anders is dan de categorie van ‘topologische
ruimten over een éénpuntsruimte’ in de zin van het tweede voorbeeld in 27.3. De vor-
ming (X,z) — 7(X,z) van de fundamentaalgroep in het basispunt z is nu wel een
functor Top, — Grp.

6. In iedere categorie C geeft een object X € C aanleiding tot een representatie-
functor Home (X, —) : C — Sets gegeven door A — Hom(X, A). Er is ook iets als een
‘functor’ Home(—, X) naar Sets, maar dit is geen functor in de zin van 27.4 omdat
alle pijlen worden ‘omgedraaid’.
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27.6. Definitie. FEen contravariante functor F' : C — D is een afbeelding die aan elk
object A € C een object F(A) € D toevoegt en aan elk morfisme f € Hom¢(A, B)
een morfisme f* = F(f) € Homp(F(B),F(A)). Hierbij geldt (ida)* = idpa) en
(fog) =g of"
27.7. Voorbeelden. Zoals we al zagen zijn de representatiefunctoren Home(—, X)
in iedere categorie C contravariant. Speciale gevallen van zulke functoren zijn diverse
dualiteitsfunctoren als M +— M* = Hompg (M, R) voor de categorie Mod g van modulen
over R, of de functor A — AY = Hom(A, Q/Z) op Ab.

lets algemener zijn er voor veel categorieén C contravariante functoren die aan
A € C een verzameling van ‘R-waardige functies op A’ toevoegen. Hierbij is R meestal
een welgekozen ring, hetgeen er toe leidt dat de verzameling van R-waardige functies
aanvullende structuur van R erft. Bij wijze van voorbeeld kan men denken aan de
verzameling C'(X) van continue reéelwaardige functies op een topologische ruimte X,
die via de gebruikelijke puntsgewijze operaties een ringstructuur van R erft.

Opgave 3. Laat zien dat de ‘identiteit’ C — C°PP een contravariante functor is, en dat de contravari-
ante functoren F' : C — D bijectief corresponderen met de functoren F' : C — D°PP,

In de categorieéntheorie is de definitie van de objecten steeds onlosmakelijk verbonden
met een definitie van morfismen van dergelijke objecten. De verzameling Fun(C, D)
van functoren C — D wordt zelf 66k weer een categorie indien men morfismen van
functoren, ook wel natuurlijke transformaties genaamd, als volgt definieert.

27.8. Definitie. Voor functoren F,G : C — D is een natuurlijke transformatie F' — G
een collectie van morfismen {rc : F(C) — G(C)}cec in D zodanig dat voor ieder
morfisme f: C — C’ in C het diagram

F(C) -5 G(O)

lF(f) lG(f)

F(c) & ae)
commuteert. Als alle morfismen T¢ isomorfismen zijn, heten de functoren F' en G
natuurlijk equivalent of isomorf.

27.9. Voorbeelden. 1. Voor de functoren GL,, : CRng — Grp en U : CRng — Grp
gedefinieerd in 27.5.2 is de determinantafbeelding det : GL, — U een natuurlijke
transformatie. Voor n = 1 is het een isomorfisme van functoren.

2. In de categorie van eindige abelse groepen is de vorming G' +— GV van de
duale groep G¥Y = Hom(G,Q/Z) een contravariante functor D : FAb — FAb die
iedere groep op een isomorfe groep afbeeldt, maar er is geen ‘natuurlijke keus’ voor een
isomorfisme G —— GV. Zo'n keuze is er wel voor de vorming G + GV van de dubbel-
duale. Immers een element x € G definieert op natuurlijke wijze een homomorfisme
GY — Q/Z door f +— f(z). Als gevolg hiervan is de covariante functor FAb — FAb
gegeven door G +— GYV natuurlijk isomorf met de identiteit. Men zegt wel dat een
eindige abelse groep G canoniek isomorf is met zijn dubbel-duale GVV. Dit betekent
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dat beide groepen voor praktische doeleinden meestal geidentificeerd kunnen worden.
Soortgelijke opmerkingen gelden voor de vorming van de duale vectorruimte in de
categorie FVecg van eindig-dimensionale vectorruimten. Als bij eindige groepen is de
eindigheidsconditie op de dimensie essentieel om een canoniek isomorfisme V' — V**
te krijgen. In het oneindig-dimensionale geval, dat in de functionaalanalyse bestudeerd
wordt, is aanvullende structuur nodig om zogenaamde reflerieve ruimtes te krijgen.

3. De vergeetfunctor Rng — Sets van ringen naar verzamelingen is isomorf met
de representatiefunctor Homgng(Z[X], —). Immers, voor iedere ring R is er een cano-
nieke bijectie Hompng(Z[X], R) — R gegeven door f — f(X). Men noemt in het
algemeen een functor F' : C — Sets die isomorf is met een representatiefunctor een
representeerbare functor. Dit concept is sinds Grothendieck van fundamenteel belang
in de arithmetische algebraische meetkunde. Wiles’ bewijs van de laatste stelling van
Fermat bestaat bijvoorbeeld voor een groot deel uit een bewijs van de representeer-
baarheid van bepaalde functoren in de theorie van de elliptische krommen.

27.10. Definitie. De categorieén C en D heten equivalent als er functoren F' : C —
D en G : D — C bestaan zodat G o F' en F o GG isomorf zijn met de identiteit op
respectievelijk C en D. Bestaan er contravariante functoren met deze eigenschap, dan
heten C en D anti-equivalent.

27.11. Voorbeelden. 1. Voorbeeld 27.9.2 laat zien dat de categorie FAb van eindige
abelse groepen anti-equivalent is met zichzelf onder de dualiteitsfunctor D.

2. Zij L/K een eindige Galoisuitbreiding L/K van lichamen met groep G. De
hoofdstelling van de Galoistheorie zegt dat de categorie van tussenlichamen Fldy
met de natuurlijke inclusies als morfismen, anti-equivalent is met de categorie Sgrp
van ondergroepen van (¢, met eveneens de natuurlijke inclusies als morfismen. De func-
toren Fld;  x — Sgrps en Sgrp; — Fldy, /i in definitie 27.10 worden gegeven door
M +— Aut(L/M) en H — L.

3*. De hoofdstelling van de Galoistheorie voor topologische ruimten zegt dat de
categorie Cov x van overdekkingen van een wegsamenhangende topologische ruimte X
onder milde voorwaarden anti-equivalent is met de categorie m(X)-sets van verzame-
lingen met een werking van de fundamentaalgroep 7(X). Voor elk punt z € X is er de
vezelfunctor F, : Covy — Sets die een overdekking f : Y — X naar f~!(z) stuurt,
en de fundamentaalgroep m(X, z) werkt op de vezel f~!(z). Het beeld van y € f~1(x)
onder de homotopieklasse van een pad w C X in x is hier gedefinieerd als het eindpunt
van het unieke pad w* C Y dat beginpunt y heeft en onder f op w projecteert.

» UNIVERSELE CONSTRUCTIES

We merkten in paragraaf 17 reeds op dat veel van de standaardconstructies voor groe-
pen, ringen en modulen oplossingen zijn van bepaalde universele problemen in de on-
derliggende categorie. Men kan dan ook veel van de ons reeds bekende definities in
algemene categorische termen formuleren.
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27.12. Definitie. Een product van een familie objecten {A;};cr in C is een object
P € C voorzien van morfismen p; : P — A; met de eigenschap dat er gegeven een
object T € C en morfismen f; : T — A; een uniek morfisme f : T — P bestaat met
piof=fi

Een coproduct of som van {A;}iec; in C is een object S € C voorzien van morfismen ; :
A; — S met de eigenschap dat er gegeven een object T' € C en morfismen g; : A; — T
een uniek morfisme f : S — T bestaat met goc; = g;.

We zagen al in 17.7 dat als objecten met een dergelijke universele karakterisering be-
staan, ze altijd op een uniek isomorfisme na bepaald zijn. Existentie van sommen en
producten is echter niet in iedere categorie gegarandeerd. Het kan zo zijn dat een som
of product pas in een ‘grotere’ categorie bestaat, of dat het helemaal niet bestaat. Het
eerste geval treedt veelvuldig op indien men sommen of producten van oneindige fami-
lies van objecten wil vormen in categorieén met eindigheidscondities (eindige groepen,
eindig-dimensionale vextorruimte, eindig voortgebrachte modulen, ...).

We merkten al op, in 27.2.4, dat de categorie Modpr van modulen over een com-
mutatieve ring R het voorbeeld is van een zogenaamde abelse categorie, waarin veel
van de universele standaardconstructies uitgevoerd kunnen worden. Stelling 17.8 zegt
weinig verrassend dat sommen en producten altijd bestaan in de categorie Modg van
modulen over een ring.

27.13. Voorbeelden. 1. In de categorie Sets is de som van een familie verzamelingen
niets anders dan de disjuncte vereniging. Het product van een aantal verzamelingen
is het cartesisch product van de verzamelingen. Als de onderliggende verzamelingen
groepen of ringen zijn, heeft dit product een natuurlijke groeps- dan wel ringstructuur,
en we zien dat producten in Grp en Rng op de bekende wijze geconstrueerd kunnen
worden.

2. In de categorie van topologische ruimten is een som hetzelfde als een disjuncte
vereniging. Voor het product neemt men het cartesisch product met de bekende pro-
ducttopologie, waarin open verzamelingen in [ [, A; van de vorm [ ], U; zijn, met U; C A;
open en slechts voor eindig veel i ongelijk aan A;.

3. De constructie van sommen in Grp is niet zo eenvoudig. In de categorie Ab van
abelse groepen, die Z-modulen zijn, werkt de constructie van sommen van Z-modulen
uit paragraaf 17. in het niet-abelse geval krijgt men veel ingewikkelder groepen. Zo
geeft de som van twee cyclische groepen (o) en () van orde 2 in Ab aanleiding tot
de viergroep van Klein, maar in Grp tot de oneindige groep in opgave 2.36 bestaande
uit alle eindige producten van alternerende factoren o en 7. Men kan laten zien2°

dat de modulaire groep SLo(Z)/{£1} de som is van een ondergroep van orde 2 met

11
-10
van groepen in Grp wordt behalve coproduct ook vaak een wvry product genoemd.

voortbrenger (701 B) en een ondergroep van orde 3 met voortbrenger ( ) De som
De som van een famile oneindige cyclische groepen (a;) heet wel de wvrije groep met
voortbrengers a; (i € I).

4. Het product van ringen wordt eenvoudig verkregen door het cartesisch product
van coordinaatsgewijze ringoperaties te voorzien. In de categorie CRng van commu-
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tatieve ringen, die Z-algebra’s zijn, heeft men als coproduct het tensorproduct van
Z-algebra’s uit paragraaf 17.

5. In de categorie van objecten over een vast basisobject A is het product van

X — AenY — A het gevezelde product van X en Y over A. De som van A — X en
A —Y is de gevezelde som van X en Y over A.

Opgave 4. Laat zien dat deze definities voor de categorie Ab in overeenstemming zijn met die in

opgave 9.51.

Opgaven.

5.

10.

11.

94

Ga na welke van de volgende constructies functorieel zijn.

a. de vorming van de automorfismengroep Aut(G) van G;

b. de restrictie en extensie van scalairen voor modulen over een ring;

c. de vorming van de algebraische afsluiting van een lichaam;

d. de vorming van de normale afsluiting van een lichaam:;

e. de vorming van de algebraische afsluiting in C van een deellichaam K C C.
Geef voor de functori€le constructies aan wat de onderliggende categorieén zijn.

. 7ij G een groep en G-sets de categorie van verzamelingen met een werking van G. Bepaal

de automorfismengroep van G opgevat als G-verzameling onder de reguliere werking. *Is
er een vergelijkbare directe beschrijving als we G beschouwen als G-verzameling onder
de conjugatiewerking?

. Laat zien dat ieder isomorfisme f : A — B in een categorie een groepsisomorfisme

¢r : Aut(A) — Aut(B) van de corresponderende automorfismengroepen induceert, en
dat voor ieder tweetal isomorfismen f, f' : A — B er inwendige automorfismen a en 3
van respectievelijk Aut(A) en Aut(B) bestaan met ¢y o = ¢y = Fo ¢y.

Geef de definitie van een automorfisme van een functor F' : C — D, en laat zien dat
deze automorfismen een groep Aut(F) vormen. Bepaal Aut(F') voor de vergeetfunctor
F :G—sets — Sets.

Laten F' : C — D en G : D — C functoren zijn. We zeggen dat F' en G geadjungeerde
functoren zijn als voor ieder paar objecten C' € C en D € D, er een bijectie

Hom¢ (C, G(D)) — Homp(F(C), D)

is die natuurlijk is in C en D. Geef expliciet aan wat dit betekent, en bepaal de linksge-
adjungeerde F' van (G in het geval dat G de vergeetfunctor Ab — Grp, de vergeetfunctor
Veck — Sets of de vergeetfunctor Fl1d — Dom (van lichamen naar domeinen) is.

Construeer linksgeadjungeerden bij de vergeetfunctoren Modr — Sets en Modgr —

Ab.

Laten F' en G geadjungeerde functoren Modr — Modr zijn voor een commutatieve
ring R. Definieer links- en rechtsexact voor functoren Modr — Modg, en laat zien dat
F rechtsexact is dan en slechts dan als G linksexact is.

[Hint: kijk naar 17.12 voor een concreet voorbeeld.]
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17.

Algebra I1I — §27

Een object X in een categorie C heet een beginobject als ieder object Y € C een uniek
morfisme X — Y toelaat, en een eindobject als als ieder object Y € C een uniek morfisme
Y — X toelaat. Laat zien dat dergelijke objecten op een uniek isomorfisme na bepaald
zijn als ze bestaan. Ga na of ze bestaan in de categorieén Sets, Grp, Rng en Modrg.

Zij R een commutatieve ring. Laat zien dat een som van A; en Az in de categorie CAlg
van commutatieve R-algebra’s het tensorproduct A1 Qg A2 is.

Laat zien dat de eenhedengroepfunctor R — R*, gezien als functor Rng — Sets, isomorf
is met de representatiefunctor Homgng (Z[X, X '], —).

(Yoneda’s lemma.) Laat zien dat iedere natuurlijke transformatie van de representatie-
functor Fx = Home¢ (X, —) naar Fy = Home(Y, —) geinduceerd wordt door een uniek
morfisme Y — X in C. Concludeer dat de representatiefunctoren F'x en Fy isomorf zijn
dan en slechts dan als de objecten X en Y isomorf zijn in C.

[Hint: kijk naar het beeld van idx € Fx(X) in Fy (X).]

Zij L/K een eindige Galoisuitbreiding met groep G. Laat zien dat er een contravariante
functor F' : Fldy,x — Sets is gegeven door F'(M) = Hompg (M, L), en dat er een
natuurlijke (rechts)werking is van G op F(M). Beschrijf het beeld van de functor F :
Fld;, x — G-Sets.

[Dit is in feite een formulering van de hoofdstelling van de Galoistheorie.]

Zij C een deelcategorie van Modr voor een ring R. De Grothendieck-groep K(C) van C
is de abelse groep met als voortbrengers de isomorfieklassen van de objecten in C en als
relaties [P] — [Q] 4+ [R] = 0 voor elk exact rijtje 0 - P — @ — R — 0 in C. Laat zien dat
er isomorfismen K(FAb) = Z en K(FGAb) = Z zijn die respectievelijk de klasse van
een eindige groep naar zijn orde sturen en de klasse van een eindig voortgebrachte groep
naar zijn vrije rang.
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