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N�h�ny sz� a k�nyvsorozatr�l

A Matematika-módszertani Kutatócsoport középiskolai matematikatankönyv-sorozata,
melynek ez a könyv is része, egy 1973-tól mintegy másfél évtizeden keresztül folyt
tanítási kísérlet eredménye.

Ezúton mondunk köszönetet azoknak a tanároknak, akik részt vettek a kísérletben és
minden munkatársunknak, akik értékes tapasztalataikkal, beszámolóikkal, megjegyzése-
ikkel nagyon sokat csiszoltak, javítottak az anyagokon.

Köszönetet mondunk Surányi Jánosnak, aki két évtizedig vezette a kutatócsoport sok
nehézséggel terhes munkáját, figyelemmel kísérte, összefogta és kézben tartotta a tanítási
kísérletet, nagy szakmai tudásával és emberségével segítette az iskolákban folyó munkát,
a tanárok számára komoly támaszt jelentve; vállalta a kísérleti anyagok elkészítésének
folyamatos szakmai irányítását, beleértve az anyagokhoz készített részletes bírálatait,
amelyek alapján az évek folyamán sok jelentős javításra került sor.

Köszönettel tartozunk Gádor Endrénének, aki a kísérletező tanárok munkáját segítet-
te, és akinek a kísérleti anyagok javításában is sok része volt, és Genzwein Ferencnek, aki
a 80-as években nagy segítséget nyújtott ahhoz, hogy a kísérleti munkákat folytathassa a
kutatócsoport.

Nagy szeretettel gondolunk Gábos Ildikóra, aki már sajnos nincs közöttünk, és aki
nagy tanári tapasztalatával, a kísérletben való lelkes és áldozatkész részvételével, tanári
útmutatók készítésével nagyon jelentős részt vállalt könyvsorozatunk kialakításában.

Hálával tartozunk Péter Rózsának, aki élete utolsó éveiben – már nagyon betegen
is – igen sokat segített a könyvek elkészítésében; Rényi Alfrédnak, aki annak idején a
Matematika-módszertani Kutatócsoportot a Matematikai Kutató Intézetben létrehozta, és
aki nagyon hatékonyan támogatta a tanulók önállóságára, kezdeményezéseire, tapaszta-
lataira, felfedezéseire építő matematikatanítást.

Köszönettel tartozunk Kékes Máriának, aki a Műszaki Kiadó részéről sokat tett azért,
hogy ez a könyvsorozat minél tökéletesebben juthasson el az iskolákba.

Könyveink szedését D. E. Knuth amerikai matematikus TEX matematikai kiadvány-
szerkesztő programjával készítjük. Bori Tamásnak, Fried Katalinnak és Juhász Lehelnek
köszönjük, hogy ennek a lenyűgözően matematikuslelkületű programnak különböző for-
télyait megismertették velünk.

Halmos Mária
a könyvsorozat alkotó szerkesztője
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El�sz� az ��	
�es kiad�shoz

Mindjárt az elején el szeretném mondani, hogy ez az egész anyag túlméretezett, mégpedig
nemcsak terjedelmében, hanem a benne szereplő fogalmak nehézsége következtében is.
Véleményem szerint az analízist a középiskolában sokkal heurisztikusabban kéne tanítani.
Az itt szereplő fogalmak egy részét teljesen mellőzni lehetne, egy másik részét pedig
intuitíven kezelhetnénk. Így természetesen az e fogalmakkal kapcsolatos tételek száma
is megcsappanna. Az persze nem baj, ha a diákok néhány esetben látják, hogy miként
lehet a szemléletes képeket lefordítani a precíz matematika nyelvére, és azt is, hogy
ennek mi az értelme; de ezzel be is érhetnénk, a precíz fogalmakon alapuló felépítés nem
középiskolába, hanem az egyetemre való. Azt hiszem a sorozatok határértéke az a téma,
ahol legkönnyebb bemutatni azt, hogy hogyan néz ki a logikailag szigorú analízis, és ez
után elhihető, hogy a többi terület is felépíthető hasonló precízséggel.

Az anyag írásánál azonban kénytelen voltam az A-fakultatív anyag tantervét feldol-
gozni, hiszen nem tudhatjuk, hogy az egyetemi felvételik során nem kérik-e számon
tanítványainktól az idevágó ismereteket.

Aki nem tart ettől a veszélytől, az nyugodtan módosíthatná az anyagot a jelzett irány-
ban.

Az itt következő közel 80 oldalból alighanem úgyis sokat kell kihagyni, és az nyilván
az osztálytól és a tanár gusztusától függ, hogy mit célszerű megtartani. Mindenesetre a
nehéz feladatok nagyobb részére az órán aligha jut idő, ezek a legokosabb diákok számára
jelenthetnek komoly erőpróbát, de az osztály egészét kár megterhelni velük.

Az is kérdés, hogy a kaptafák közül melyeket érdemes begyakoroltatni. Szívesen
lemondanék jó néhány típusról, például a

√
A −

√
B szerkezetű határértékekről, hiszen

ettől nem fogja senki se jobban érteni a matematikát. De a felvételivel kapcsolatos (alig-
hanem túlzott) aggodalom visszatartott attól, hogy ezeket a feladattípusokat kihagyjam
az anyagból.

Kieg�sz�t�s a r�gi el�sz�hoz �����ben

Az 1982-ben megfogalmazott aggodalmam a felvételiket illetően alaptalannak bizonyult,
a diákokat nem érte semmiféle hátrány, ha analízisből a tantervben megfogalmazottnál
kevesebbet, vagy akár semmit sem tanultak. Az új kiadás alkalmából mégsem változtat-
tam az anyag túlméretezettségén. Ennek két oka is van. Egyrészt küszöbön áll a kétszintes
érettségi bevezetése, és most még nem lehet tudni, hogy mi lesz a vizsgaanyag. Másrészt
tapasztalatból tudom, hogy a tanárok egy része igényli a könyvben szereplő lexikális
ismereteket, még akkor is, ha ennél jóval heurisztikusabban végzi a tárgyalást az órákon.
Végül is könnyebb figyelmen kívül hagyni az itt leírtak egy részét, mint fordított esetben
mégis csak megtanítani valamit, ami kimaradna a tankönyvből. Így minden tanár saját
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belátása szerint döntheti el, hogy a precízség milyen szintjén kíván dolgozni, és hogy a
sok szóba jövő feladattípusból mit tart igazán fontosnak és elvégzendőnek a rendelkezésre
álló időben.

1982-ben szabályos munkatankönyvet írtam, az akkori elképzeléseinknek megfele-
lően a kérdések egy része után helyet hagyva a diákoknak a válasz beírására. Ma erre
gazdasági okok miatt nincs lehetőség, ezért a helykihagyás mértéke jóval kisebb lett.
A
�

jel figyelmeztet arra, hogy a könyv szövegéből most hiányzik valami, amit oda be
lehet írni. Célszerű, ha ezt a diákok először önállóan megfogalmazzák a füzetükben, és
csak a közös megbeszélés után írják be a tankönyvbe. (Ha a tankönyvet több évfolyam
fogja használni, akkor természetesen csak a füzetükbe írhatnak.)

Szeretném, ha diákjaink nemcsak az érdekes feladatok megoldásában, új problémák
felvetésében, tételek kitalálásában és bebizonyításában vennének alkotó módon részt,
hanem a fogalmak megalkotásában is. Kezdődik ez azzal, hogy megízlelik például a
határérték �lm�ny�t, szemléletes jelentését, elboldogulnak egy ideig ezzel a szemléletes
jelentéssel, megszületik az igény a fogalom precíz jelentésének megalkotására, és ott
bábáskodnak a definíció születésénél

(
Mi lenne, ha így vagy úgy értelmeznénk . . . , a de-

finíció persze önkényes emberi alkotás, de szeretnénk-e, ha az egyik szóba jövő definíció

következményeképpen például az 1,
1
2

,
1
3

, . . . sorozat a −5-höz tartana?
)
. Meggyőződé-

sem, hogy kőbe vésett, befejezett fogalmak közlése és számonkérése helyett ez a kicsit
kalandos út az, amelyik megfelel a matematika szellemének, amelyikből kiderül, hogy a
matematika miért olyan, amilyen.

Most pedig térjünk át a részletekre.
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I� Fggv�nyek

Időhiány esetén az egész fejezet elhagyható vagy a minimumra redukálható.

Halmazjel	l�sek
 elnevez�sek
�� oldal

Két beírni való van itt:

c r sugarú környezete: (c − r, c + r)

a lyukas környezet: (c − r, c) ∪ (c, c + r) vagy (c − r, c + r) \ {c}
Lehet, hogy a gyerekeknek szokatlan még a tulajdonsággal való halmazmegadás, ez
esetben néhány további példát is nézzünk meg erre.

A f�ggv�ny fogalma �ism�tl�s
�� oldal

Számíthatunk arra a kérdésre, hogy miért szabad két nyílnak egy pontba befutnia, ha egy-
szer nem szabad egy pontból kettőnek kiindulnia. Ez jó alkalom arra, hogy a matemati-
kai fogalomalkotás szabadságáról, önkényességéről beszélgessünk egy kicsit. A definíció
szólhatna másként is, de így a célszerű. Gondolhatunk például arra, hogy a függvényfo-
galom egyik legfontosabb haszna: lehetővé teszi egy test mozgásának leírását. Nos: egy
test egy időpontban nem lehet két helyen (egy t-hez csak egy s tartozhat), de különböző
időpontokban lehet ugyanazon a helyen. Hívjuk fel a figyelmet arra, hogy ha érdekünk
úgy kívánja, azonnal módosíthatjuk a definíciót; van a matematikában úgynevezett több-
értékű függvény is – mert előfordul, hogy éppen ez a célszerű számunkra.

F�ggv�nyek megad�sa
�� oldal

I� �� A képlet minden számra értelmes, nem jelöltünk meg értelmezési tartományt, cél-
szerű megállapodni abban, hogy ilyenkor R az értelmezési tartomány. �-nél egy ennél
erősebb megállapodást is elfogadunk. Említsük meg, hogy ezek a megállapodások nem
általánosan elfogadottak.

II� Nagyon fontos, hogy a gyerekek eljussanak annak megértéséhez, hogy a függvény
teljesen tetsz�leges hozzárendelés. Az üresen hagyott helyre beírhatunk egy-két dolgot,
ami az órán előjön, de el is lehet tenni a kitöltését későbbre. A Dirichlet-függvény lenne
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itt igen jó példa, de semmi esetre se közöljük egyelőre a definícióját, hátha később
maguktól is mondanak majd „vad” függvényeket. Az anyagban jó néhány olyan pont
van, amely épp a függvényalkotás teljes szabadságát teszi próbára.

�	� oldal

III� Jó lenne kicsit mesélni a függvényfogalom történetéről. Ehhez olvasmánynak aján-
lom Lackovich cikkét (megtalálható Pósa Lajos Analízis II. végén – Műszaki Könyvkia-
dó, 2001). Ha van rá érdeklődés, néhány példán megmutathatjuk a változó mennyiségben
való gondolkodást, és azt, hogy hogyan lehet eljutni ezen az úton a függvényekhez.

F�ggv�ny gra�konja
�	� oldal


� Lehetséges válaszok:

ábrával:

z

�
�

�

x

f �x�

szöveggel:

„Az (x, f (x)) pontok alkotják az f függvény grafikonját”, vagy

„az f függvény grafikonját az y = f (x) feltételnek eleget tevő pontok alkotják”.

��� oldal

�� a� és b� Két nehéz feladat.

Ez az anyagunkban az egyetlen pont, amikor síkmozgást írunk le. Mindkét mozgás egye-
nes vonalú.

Feladatok
��� oldal
�	� e� El is tehető a feladat a differenciálszámításig, de a tanult ismeretekkel is meg-

oldható: azt kell megvizsgálnunk, hogy az x +
4
x

= b egyenlet mely b értékekre

oldható meg. Innen x2 − bx + 4 = 0, majd a megoldhatóság feltételére b2 − 16 ≥ 0
adódik. x > 0 miatt b > 0, így b ≥ 4 mellett oldható meg az egyenlet.

Az értékkészlet tehát [4, ∞).
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��� Nem igaz. Az ellenpélda keresése is egy jó alkalom függvény konstruálására, annak
érzékeltetésére, hogy mekkora szabadságunk van, amikor egy függvényt értelmezünk.
Aki már érzi ezt a szabadságot, annak nem jelent semmi problémát a feladat megoldása.

Néhány ellenpélda: Dg = {1,3}, g(x) = x, ha x = 1 vagy 3.

f (x) =

{
1, ha x < 0;

3, ha x ≥ 0;
vagy f (x) =

{
x, ha x �= 2;

0, ha x = 2.

A két utóbbi példánál Df = R is teljesül!

(Azt is érzékeltethetjük a megbeszélés során, hogy ez a jelenség intervallumon értelmezett
„folytonos” függvénynél nem fordulhat elő.)

��� oldal

��� Ismét a függvényképzés szabadságát lenne jó átélni. Engedjük meg a rajzzal való
megadást is!

a� Például: f (x) =

{
x, ha − 1 ≤ x ≤ 1

0, különben

b� Például: f (x) =

{
x, ha 0 ≤ x ≤ 1

0, különben

c� Például: f (x) =

⎧⎨
⎩

1
x

, ha 0 < x ≤ 1

5, ha x = 0

d� Például: g(x) =

⎧⎨
⎩

1
x

− 1, ha 0 < x ≤ 1

5, ha x = 0

Ha a tantv�nyaink egyel�re m�g nehezen konstru�lnak f�ggv�nyeket� el lehet halasztani
k�s�bbre a feladatok felad�s�t� illetve megbesz�l�s�t�

�
� Fontos feladat, ez is pontosabbá teszi a függvényekről alkotott képet. Néhány konk-
rét eset megvizsgálása után el lehetne jutni a következő általánosításhoz:

Ha A n elemű, B pedig k elemű halmaz, akkor a kívánt tulajdonságú függvények
száma: kn

A függvényekkel kapcsolatos fogalmak bejáratását ilyen módon össze lehet kapcsolni a
kombinatorika tanulmányozásával (ismétlésével). További lehetséges feladatok például:

1. Legyen B = {1, 2, 3, . . . , 6}, C = {1, 2, 3, . . . , 7}
Hány olyan f függvény van, melyre

a) Df ⊂ B, Rf ⊂ C;

b) Df = C, Rf = B?
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Az inverz függvény tanításakor azt is megkérdezhetjük, hogy hány B → C típusú inver-
tálható függvény létezik. (f : B → C, ha Df = B és Rf ⊂ C.)

A páros, páratlan, illetve a periodikus függvény fogalmához kapcsolódó kérdések:

2. a) Legyen B = {−3, − 2, −1, 0, 1, 2, 3}, C = {−3, − 2, −1, 0, 1, 2, 3, 4, 5}
Hány olyan f : B → C függvény van, amely páros?
Hány, amely páratlan?

b) Legyen H = {1, 2, 3, 4}. Z az egész számok halmaza.
Hány olyan periodikus Z → H típusú függvény van, amelynek a 6 periódusa?
Hány olyan, amelynek a 6 a legkisebb periódusa?

Monotonit�s
 sz�ls��rt�k
��� oldal

Ezek a definíciók később szerepelnek megfogalmazva, tehát nem nagy baj, ha elmarad
a közös kitöltés. Ugyanakkor hasznos, ha a diákok gyakorolják magukat a definíciók
kitalálásában és pontos megfogalmazásában. Várható, hogy néhány „rossz” definíció is
elhangzik, ilyenkor célszerű azt is megbeszélni, hogy mit jelentene, ha ezt fogadnánk el.

Feladatok
�
� oldal

��� és ��� Itt is az a legfontosabb, hogy a függvény alkotásának szabadságát megértsék
a gyerekek.

��� a� rajzzal:

�

�

képlettel: f (x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

0, ha x < 0

x, ha 0 ≤ x ≤ 1

1, ha x > 1

Természetesen a rajzzal való definíció is teljes értékű, ha a rajz jól definiált. Például
az előző ábra egyértelműen megadja a függvényt, ha hozzámondjuk, hogy (0, 0) és
(1, 1) között egyenes vonal vezet.
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b� Az egész helyeken értelmezzük először a függvényt képlettel:

f (−n) = −1 +
1

n + 1
f (0) = 0 f (n) = 1 −

1
n + 1

(
n ∈ N+)

vagy így:

n . . . −2 −1 0 1 2 3 . . .

f (n) −
2
3

−
1
2

0
1
2

2
3

3
4

Ez után két szomszédos egész között legyen a függvény lineáris. (Ábrával: kössük össze
a diszkrét pontokat szakasszal.)

n

f �n�

�

�

Vagy ugyanazt a képletet használjuk fel nem egész x-re is:

f (x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

−1 +
1

1+ | x | , ha x < 0

1 −
1

1 + x
, ha x ≥ 0

Másik megoldás: f (x) =
1
π

arc tg x. Ehhez persze mesélni kell a tangensfüggvény

invertálásának kérdéséről. De ez a kérdés amúgy is előjön, hiszen egy csomó szá-
mológépen elvégezhető a trigonometrikus függvények invertálása.

��� Most jöhet a Dirichlet-függvény – vagy pedig tegyük félre a kérdést.

������ Ezekhez a feladatokhoz csak a másodfokú függvénnyel kapcsolatos ismeretekre
van szükség.

Például:

f (x) = cos2 x + cos x − 1

u = cos x

f (x) = u2 + u − 1

Ábrázoljuk az u �→ (u2 + u − 1) függvényt!

u2 + u − 1 =
(

u +
1
2

)2

−
5
4

�

�

�

�

�

�
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Mivel az eredeti feladatnál cos x-et jelöltük u-val, így u lehetséges értékeire: −1 ≤ u ≤ 1.
Így az előbb ábrázolt függvényt csak a [−1, 1] intervallumban célszerű vizsgálni (más
szóval az értelmezési tartományát szűkítsük le [−1, 1]-re).

Ebben az intervallumban a függvény értékkészlete
[
−

5
4

, 1
]
, ez egyben megadja az ere-

deti f függvény értékkészletét is.

�� �
�

�

�

�

�

�

�

�sszefoglalva� cos2 x + cos x − 1 összes lehetséges értékét megkapom, ha az u2 + u − 1
képletbe behelyettesítem a cos x összes lehetséges értékét, vagyis meghatározom az

u �→ u2 + u − 1 − 1 ≤ u ≤ 1

függvény értékkészletét.

A fenti gondolatmenet a diákok számára nagyon neh�z. (Érdemes felhívni a figyelmet arra,
hogy a vizsgálandó függvény ábrázolását a megoldás során elker�lt�k.)

P�ros
 p�ratlan
 periodikus f�ggv�nyek
��� oldal

A periodikus függvényeknél nem engedtem meg a negatív periódust. Ez is definíció
kérdése, lehet másként dönteni. (Beszéljük meg a gyerekekkel.)

K�rd�sek
��� oldal

��� Nincs, hiszen ha p periódus, akkor 2p, 3p, . . . is az. Ennek kapcsán azonban máris
felmerül egy nagyon izgalmas kérdés: ki tudnánk jelölni a végtelen sok periódusból egy
valamilyen szempontból kiemeltet? Például van-e mindig legkisebb periódus? Kinek kell
feltennie ezt a sz�p k�rd�st� Természetesen az a jó, ha a diákjaink tesznek fel minél
több érdekes kérdést! Szokják meg, hogy nemcsak a feladatok megoldásában számítunk
önálló gondolkodásukra, alkotó közreműködésükre, hanem a probl�m�k felvet�s�ben is.
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(És a fogalmak megalkotásában, erről már volt szó.) A kíváncsiság, a kérdezni tudás
nélkülözhetetlen része a világ megismerésének, és a legnagyobb hajtóerő ezen az úton.

A legkisebb periódus létezésének kérdése a ��� feladat kapcsán is felmerülhet, lásd még
az ahhoz fűzött megjegyzéseket.

��� a� Páros.

b� Páratlan.

c� A
π

4
helyen felvett értéke

√
2, a −

π

4
-ben felvett érték a 0. Így se nem páros, se

nem páratlan.

d� Páratlan!

��� oldal
��� b� Nem periodikus.

Bizonyt�s�
A függvény nemnegatív gyökhelyei

√
kπ (k ∈ N).

�
p
�

p
��
p
��

Ha p szerint periodikus lenne, akkor p és p +
√

π szomszédos gyökhelyek lennének. De
ekkora távolságra már nem találunk szomszédos gyökhelyeket az x tengely pozitív felén,
ugyanis √

(k + 1)π −
√

kπ <
√

π k ∈ N+ esetén:√
(k + 1)π <

√
kπ +

√
π

√
k + 1 <

√
k + 1

k + 1 < k + 1 + 2
√

k,

ami teljesül, és ekvivalens lépésekkel értünk ide.

A többi periodikus. A legkisebb periódus:

a� 2π

c�, d�, e� π

f� 4π

Nyilvánvaló, hogy ezek periódusok. Nincs kisebb, mert például a�-nál az 1 értéket adó
helyek 2π-nként követik egymást; c�-nél a gyökhelyek, d�-nél a 6 értéket adó helyek
π távolsággal követik egymást; e�-nél és f�-nél az 1 értéket adó szomszédos helyek
távolságát célszerű megnézni (ez π, illetve 4π).
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Van-e mindig legkisebb periódus? A konstans függvény mutatja, hogy nincs. Nehezebb
feladat nem konstans függvényt találni. Ilyen például a Dirichlet-függvény: minden po-
zitív racionális szám a periódusa.

Mi a teendő ezekkel az információkkal? Ha csak �gy k�z�lj�k �ket, nem számíthatunk
nagyobb érzelmi viharokra. Még érdeklődésre sem nagyon. Más a helyzet, ha kérdésként
merülnek fel. Eld�ntend� k�rd�sk�nt: Van-e olyan periodikus függvény, amelynek nincs
legkisebb periódusa? Először a konstans függvényt sem zárjuk ki, és csak ha ez az ellen-
példa már megszületett, akkor jöhet a következő kérdés (lehetőleg a gyerekek kérdezze-
nek rá erre is, újabb alkalom arra, hogy kérdezni tanuljanak): Van-e nem konstans példa
is? Hagyjunk elegendő időt a gondolkozásra (egy hetet vagy még többet). Előbb-utóbb, ha
nem jönnek rá maguktól, elárulhatjuk, hogy a válasz igenlő, „csak” meg kell konstruálni
a függvényt. Ez után ismét sokáig lehessen még gondolkodni.

Jó kérdések feltevésére gyakran kell ösztönözni a diákokat, és nem tudhatjuk előre, hogy
melyik pillanatban jut majd az eszükbe egy izgalmas kérdés. Azt persze nem állítom,
hogy a most látott helyzetek lennének a legjobbak erre a célra.
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II� Sebess�g �s �rint�

Egyenes vonal� egyenletes mozg�s
������ oldal

Ügyeljünk arra, hogy a gyerekek ne keverjék össze az út-idő grafikon görbéjét a test
pályájával.

Pillanatnyi sebess�g
��� oldal

�� Várhatólag először megnézik az átlagsebességet 0 ≤ t ≤ 1-re, illetve 1 ≤ t ≤ 2-re.
A két eredmény különbözősége mind kisebb és kisebb időintervallumok felé csábít
(0,9 ≤ t ≤ 1; 0,999 ≤ t ≤ 1; 1 ≤ t ≤ 1,0001 stb.). El kell jutni oda, hogy a gyerekek
maguktól kimondják a határérték szót (vagy valami azzal egyenértékűt). Szándékosan
választottam olyan példát, ahol az eredmény nem kerek, tehát nem lehet megsejteni a
sebesség értékét. Ha nem bukkanna fel a határérték gondolata, akkor valami olyasmi lép-
het fel helyette, hogy egy egyezményesen megválasztandó, kicsi időközre kell számítani
az átlagsebességet. Cáfolat helyett folytassuk a vizsgálódást olyan mozgással, amelynél
a sebesség egész szám (például s(t) = t3, v(2) =?), és akkor már senki se fog akarni
megállni, mondjuk, h = 10−6-nál.

��� oldal

�� Most már olyan példákat válasszunk, ahol kerek szám az eredmény, például s(t) = t3(
s(t) = t2, s(t) = t4, s(t) =

1
t

)
, t = 1, t = 2, t = 3 stb.

A fizikában megszokottaktól eltérően itt most s és t mértékegység nélküli szám, és
lehet, de nem kell feltétlenül tisztázni, hogy milyen mértékegységben adják meg az utat
és az időt (a sebesség mértékegysége természetesen távolságegység/időegység). Egyelőre
csak konkr�t sz�mokkal dolgozunk (t is, h is konkrét szám legyen). A gyerekek például
így dolgozhatnak a füzetükben:

A test mozgását leíró függvény: s = t3

A vizsgált pillanat: t = 1 (sec)

h = 0,1 (sec)

�

s �m�

�����

t �sec�����

���

s(1) = 1 (m)

s(1,1) = 1,331 (m)

v(1) ≈
0,331

0,1
= 3,31

(
m

sec

)
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h = 0,01

�

s

��������

t�����

����

s(1) = 1

s(1,01) = 1,030301

v(1) ≈
0,030301

0,01
= 3,0301

h = 0,001
...

Felmerül a kérdés:

Mi v(1) pontos értéke?

Sejtés: v(1) = 3

Egy másik pillanatban: t = 2

h t s(t) t + h s(t + h) v(t) ≈

0,1 2 8 2,1 9,261 12,61

0,01 2 8 2,01 8,120601 12,0601

0,001 2 8 2,001 8,012006 12,006

v(2) = 12

Természetesen ez a munka másként is elvégezhető, nem kell er�ltetni ezt a formalizmust!
A számításokat azonban számológéppel, de lehetőleg teljesen önállóan végezzék a

diákok. Izgalmas és szép pillanat, amikor a k�zelt� �rt�kek alapján megszületik a sejtés
a sebesség pontos értékéről. Minél önállóbban dolgoznak, annál inkább lesz a sajátjuk ez
az élmény!

A sebességfüggvény:

t 1 2 3 −1

v(t) 3 12 27 −3

Célszerű beosztani, hogy melyik t-vel melyik gyerek dolgozik, esetleg minden gyerek
más t időpontban keresi a sebességet (vagy padonként ugyanaz a t, de egyébként különbö-
ző). Így a t �→ v(t) táblázathoz sok adat gyűlik majd össze, nem lesz nehéz kitalálni a v(t)
képletét, amely erősíti bennünk azt az érzést, hogy egy olyan izgalmas, újszerű világba
csöppentünk, amelyben nagyon szép, kerek törvényszerűségek várnak felfedezésre.

Legal�bb k�t s(t) függvényt vizsgáljunk meg ezen a módon.
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Idáig minden próbálgatáson alapult, sejtéseinknek nem jártunk utána. Sem azt nem
tudjuk, hogy egy-egy konkrét t helyen valóban az a szám adódik-e v(t)-nek, amit gondo-
lunk, sem azt, hogy a megsejtett v(t) képlet jó-e (csak néhány t-re néztük meg).

Először most próbáljunk meg utánajárni annak, hogy konkr�t t �rt�k mellett h�val
	�hoz tartva valóban a megsejtett érték adódik-e sebességnek. Azaz h-nak már ne adjunk
konkrét értékeket.

A következő gondolatmenetet várjuk a diákoktól:

s(t) = t3 t = 1

s(1 + h) − s(1) = (1 + h)3 − 13 = 3h + 3h2 + h3

v(1) ≈
3h + 3h2 + h3

h
= 3 + 3h + h2

Természetesen a határérték felismerését intuitívan végezzük el. Ránézünk a képletre,
és elképzeljük benne a h-t rendkívül kicsinek, például 10−6-nak, és máris látjuk, hogy a
határérték 3, tehát v(1) = 3.

A nagy gondolat ez: A v�gtelen sok k�zelt�s elvezethet a pontos �rt�khez�
Fontos, hogy a betűkre való áttérés jelentőségét lássuk, tehát hogy mennyivel általá-

nosabb, ha a h-t paraméteresen használjuk, mint ha csak konkrét értékekkel dolgozunk.

Ezt az általánosságot tovább fokozhatjuk, ha most már t-nek se adunk konkrét értéket,
hanem t-t is paraméternek véve megvizsgáljuk a v(t) = 3t2 sejtésünket:

Például

v(t) ≈
(t + h)3 − t3

h
=

t3 + 3t2h + 3th2 + h3 − t3

h
stb.

Mindezek után már csak egy tisztázatlan pont maradt, és ez a határérték maga.

�rint�
����	� oldal

Nem biztos, hogy beugrik az a gondolat, hogy a szelők meredekségét kéne megnézni.
Segítő kérdés: Hogyan lehetne az ábrán olyan egyenest találni, amely közel van az érin-
tőhöz? (És úgy legyen megadva, hogy adatai kiszámíthatóak legyenek!)

Amikor a gyerekek rájönnek a szelővel való közelítés technikájára, várhatólag nem
kapcsolnak azonnal, hogy ezt már egyszer végigcsinálták, és elvégzik újra a számításokat
(konkrét számmal vagy betűvel).

Érdemes kivárni, amíg maguktól észreveszik a kapcsolatot a sebesség és az érintő-
meghatározás között. (Erre kérdez rá a 20. oldalon a �� feladat.)

Még a számolás után sem egyértelmű a diákoknak, hogy az érintő a szelő határhely-
zete. Ez végül is definíció kérdése.
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Tanulságos feladat:

Adjanak definíciót az érintőre!

Várható például ez: „ Egy közös pontja van a görbével.” A definíciók persze �nk�nyes
emberi alkotások, de szeretn�nk�e, ha a parabolának a tengelye egyben érintője is lenne?!

egy közös pontjuk van . . .

Módosítási kísérlet:

„ Egy közös pontja van a görbével, és a görbe az egyenes egyik oldalán fekszik.”

Ekkor az alábbi ábrákon

e

f

e érintő lenne, míg f nem lenne az.

Kell ez nekünk? A fogalomnak egy intuitív várakozást kell kielégítenie (amely nagyon
szubjektív is lehet), esetünkben ez valami olyasmi, hogy a görbe hozzásimul az érintőhöz.

A vita során a könyvbeli ábrák lehetőleg ne legyenek láthatóak, mindenki maga
keressen álláspontja alátámasztására, a másik felfogásának cáfolatára megfelelő rajzos
példákat. Ha egy-egy fontos ábra nem jutna a gyerekek eszébe, azt a tanár a megfelelő
pillanatban a táblára felrajzolhatja, vagy ekkor lehetne a 20. oldal példáit megszemlélni.

A különféle álláspontok ütköztetése után közölhetjük, hogy a matematikában mi az
általánosan elfogadott definíció az érintőre. Meg lehet említeni a támaszegyenes fogalmát
(egy közös pontja van a függvénygörbével, és a görbe teljes terjedelmében az egyenes
egyik partján fekszik, lásd az a� és a d� ábrákat), ez biztosan előjött a vitában.

A II. fejezet befejezésétől kezdve adjunk fel időnként egy-egy sebesség és érintőmeg-
határozási feladatot, hogy ezt a szép intuitív gondolatmenetet minél többször bejárhassák
a tanulók (még mielőtt a kaptafák megjelennének).
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Ha a sebesség- és az érintőmeghatározás kapcsolata nem válna elég világossá, cél-
szerű egy alkalommal a táblát középen kettéválasztani, és egy-egy analóg problémát pár-
huzamosan tárgyalni.

s(t) = t3

v(2) =?

stb.

f (x) = x3

Mi a (2, 8) pontbeli érintő meredeksége?

stb.

Rajzoljuk fel a szokásos ábrát, végezzük el mindkét feladat teljes levezetését, és ezzel
teljesen világos lesz a két probléma kapcsolata.

Ha van rá idő, milliméterpapíron lehet ábrázolni függvények grafikonját „1000-szeres

nagyításban”, tehát például az y =
1
x

görbét megnézzük a
(

2,
1
2

)
pont környezetében,

1 cm-nek 0,001 felel meg. Ezzel is lehet érzékeltetni, hogy mit is jelent a görbe mere-
deksége egy pontban (meg azt is jó látni, hogy milyen „közel van” a görbe egy ilyen
kinagyított kis darabja az egyeneshez – ezen alapszik a lineáris interpoláció. Megemlít-
hetjük, hogy ez nem minden esetben van így, az y = |x| grafikont a (0, 0) közelében
hiába nézzük 1000-szeres nagyítással, a csúcs ottmarad).

Az sem baj, ha mondunk egy-két szélsőérték-feladatot már ebben az előkészítő sza-
kaszban is. Az intuitív érintőfogalom segítségével várhatólag beugrik az ötlet, amely itt
izgalmasabb, mint a későbbi, jól előkészített részben, ahol a rendszeres tárgyalásra sor
kerül.
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III� Sorozat hat�r�rt�ke

A fejezet megértéséhez szükséges, hogy a gyerekek már előzőleg jó néhány igen kü-
lönböző sorozatot lássanak, jól értsék az an jelölést, és azt, hogy hogyan lehet rekurzív
módon sorozatot definiálni.

Bevezet�s
��� oldal

�� Segítség: egymás után, mindegyik pontnál döntsük el, hogy oda hányféleképp lehet
eljutni. Ezt kapjuk: 1, 1, 2, 3, 5, . . . (mert mindegyikhez a két megelőző akármelyikéből
el lehet jutni).

�� Ha például f75 és f76 osztható lenne 19-cel, akkor f74 = f76 − f75 is osztható lenne
19-cel; így f73 is, tehát f72 is . . . , végül f1 is, ami viszont nem igaz.

Az okoskodás persze általánosan is elmondható (ugyanígy).

��� oldal


� Végezzék el a diákok az osztásokat, majd hagyjunk időt a hányadosok tanulmányozá-
sára. Most először is találkoznak a határérték élményével. Ezek a számok gyorsan köze-
lednek valamihez, a hányadosok tízedesjegyei egymás után stabilizálódnak. Vajon mihez
tartanak ezek a számok, mi a határértékük? Lehet, hogy a diákok mindjárt így fejezik ki
magukat, lehet, hogy nem, most nem az elnevezésen van a hangsúly.

Azt is érdemes megfigyelni, hogy a sorozat tagjai fel-le ugrálnak, a határértéket két
oldalról közelítik meg:

Ezen az órán nem szabad sietni, legyen elég idő ezekre az élményekre.

�� Az izgalmas kérdés: mi a sorozat határértéke?

(Szándékosan választottam olyan bevezető példát, ahol nem nyilvánvaló, hogy mi a ha-

tárérték, ettől érdekes a kérdés. Nincs semmi izgalom, ha például az
(

1
n

)
sorozattal

indítunk; a 0-hoz tart, és kész, minek ezzel foglalkozni? – gondolják a gyerekek.)

A határérték első néhány jegyét fel tudjuk írni: 1,618034. Mi kezdődik így? Talán
lesz, aki négyzetre emeli ezt a számot (egy ilyen órán kell, hogy legyen számológép
náluk), hátha egy egész szám négyzetgyökéről van szó. A meglepetés óriási, a szám
négyzete: 2,618034, vagyis 1-gyel nagyobb a számnál. A szám várhatólag eleget tesz az

x2 = x + 1 egyenletnek, így értéke
1 ±

√
5

2
, a negatív előjel nem jön szóba, a határérték
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tehát
1 +

√
5

2
. Ennek a gondolatmenetnek természetesen nincs bizonyító ereje, bár a hat

tízedesjegyre való egyezés nagyon valószínűvé teszi, hogy jó úton járunk.

Lehetséges, hogy mindez fel sem merül.

Egy másik utat is mutatok, ez az érvelés nagyobb meggyőző erővel bír.

fn+1

fn
→ x, x =?

(Megmutathatjuk a határérték valamelyik jelölését, hogy könnyebben ki tudják fejezni
magukat, a pontos jelentéséről természetesen még nem eshet szó.)

Ekkor fn+1 ≈ xfn és fn+2 ≈ xfn+1 ≈ x2fn , ezt fn + fn+1 = fn+2-be beírva ezt
kapjuk:

fn + xfn ≈ x2fn

Innen 1 + x ≈ x2.

És ha itt pontos egyenlőség lenne . . .

Elképzelhető az is, hogy semmilyen ötletük sincs a határérték meghatározására; nem
baj, enélkül is mehetünk tovább, s a kérdés mint egy izgalmas probléma függőben marad.

�� Két-három példa alapján könnyen levonhatjuk a sejtést, a határérték mindig ugyanaz
a szám! Próbáljuk meg bizonyítani a sejtésünket! A sorozat első két tagja legyen a és b.
Ekkor a tagok így festenek:

a, b, a + b, a + 2b, 2a + 3b, 3a + 5b, 5a + 8b, 8a + 13b, 13a + 21b, . . .

Az együtthatókban felismerjük az (eredeti) Fibonacci-sorozat tagjait. Ezek hányado-
sának határértékét c-vel jelölve (ha még nem ismerjük az értékét) elmondhatjuk, hogy
előbb-utóbb két szomszédos tag hányadosa nagyon közel lesz c-hez, hiszen az első össze-
adandó is és a második is körülbelül a c-szeresére nő. És ha n fantasztikusan nagy, akkor

ezek az arányok borzasztó közel vannak c-hez, így
Fn+1

Fn
is rettenetesen közel lesz c-hez,

vagyis
Fn+1

Fn
c-hez tart.

Ugye ez az okoskodás, ha nem is nevezhető precíz bizonyításnak, azért nagyon meg-
győző?

Szavazzunk, kit győzött meg teljesen ez a gondolatmenet?

De most vizsgáljunk meg egy másik kérdést.

Az 1-gyel kezdődő Fibonacci-típusú sorozatokban milyen lehet a tagok előjele?

Nézzünk meg néhány példát:

1, −1, 0, −1, −1, −2, . . . innen mindig negatív.

1, −0,5, 0,5, 0, 0,5, 0,5, . . . innen mindig pozitív.

1, −0,7, 0,3, −0,4, −0,1, . . . innen mindig negatív.
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Úgy tűnik, előbb-utóbb elbillen valamelyik előjel irányába. Vagy esetleg lehetséges
lenne, hogy nem billen el, vagyis a végtelenségig billegni fog, azaz felváltva lesz pozitív
és negatív?

A kérdés izgalmas és nem könnyű. De mi a kapcsolat e között és az előző feladat
között? Az, hogy ha van Fibonacci�tpus� billeg� sorozat� akkor itt a szomsz�dos tagok
h�nyadosa mindig negatv lesz� �s gy a hat�r�rt�k�k nem lehet azonos a Fibonacci�sorozatn�l
kapott �����	�
� � � �rt�kkel� vagyis sejt�s�nk �s ezzel az el�bbi okoskod�sunk is t�vesnek
bizonyul. Adjunk időt diákjainknak, hogy ezt a kapcsolatot észrevegyék. Persze lehet,
hogy nincs billegő sorozat, és akkor nem történt semmi baj.

De van ilyen sorozat. Előbb-utóbb (ha már eleget gondolkoztak segítség nélkül a
problémán) feltehetjük a kérdést:

Van-e 1-gyel kezdődő, Fibonacci-típusú mértani sorozat? 1, q, q2, q3, . . .

A feltétel: qn + qn+1 = qn+2. Innen 1 + q = q2.

q-ra két értéket kapunk: q =
1 ±

√
5

2
. Nos, az egyik ezek közül negatív! És ha q

negatív, akkor a sorozat tagjainak az előjele . . .

(Ide egyébként kísérleti úton is el lehet érkezni. Az 1, x-szel kezdődő sorozatokat
nézve, a pozitív előjelre billenők x értékét csökkentve, a negatív előjelre billenők x
értékét növelve, kereshetjük a határt, ahol majd nem billen el semerre sem. Ezek a jegyek
jelennek meg: −0,618 . . . , amelyben felismerhetjük 1 − c értékét. Ez persze csak sejtés
idáig.)

A mértani sorozatos gondolatmenet elvezet egyébként
fn+1

fn
határértékéhez (sejtés

szinten), ha idáig még nem jutottunk el.

Érdemes újra végigfutni az előbbi, most már hibásnak bizonyult meggyőző okosko-
dásunkat arról, hogy a szomszédos tagok aránya mindig ugyanaz. A precíz bizonyítás
drága luxus, de úgy látszik mégsem felesleges . . .

Ahhoz, hogy egy ilyen kérdést precízen vizsgálni tudjunk, és ne tévedhessünk el
ennyire könnyen, előbb tisztázni kellene, mit is jelent pontosan az� hogy egy sorozat tart
egy sz�mhoz. Ez jól motiválja a határérték fogalmának megalkotására rövidesen irányuló
erőfeszítéseinket.

Megjegyz�s� Bizonyítható, hogy
Fn+1

Fn
határértéke mindig létezik (az egyetlen 0, 0,

0, . . . sorozattól eltekintve), és csak az
1 ±

√
5

2
értékek valamelyike lehet. A negatív

értéket akkor és csak akkor kapjuk, ha a sorozat mértani sorozat ezzel a kvócienssel
(ami Fibonacci-típusú sorozatnál azzal ekvivalens, hogy a második tag ennyiszerese az
elsőnek; a csupa 0-ból álló sorozatot folyamatosan figyelmen kívül hagyjuk). Mivel az
ember ilyen arányban álló első két tagot spontán módon nem választ, ez adja a fenti
kérdések nehézségét és a téves sejtéseket.
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A bizonyításhoz az az – önmagában is érdekes – állítás vezet el, hogy minden
Fibonacci-típusú sorozat n-edik tagja ilyen alakban is felírható:

A

(
1 +

√
5

2

)n

+ B

(
1 −

√
5

2

)n

,

alkalmasan megválasztott A, B számokkal. Ebből viszont meg lehet kapni a közönséges
Fibonacci-sorozat explicit alakját is.

(A fenti megjegyzés tartalmát nyugodtan elmesélhetjük a gyerekeknek, felfedezteté-
sére azonban csak kiemelkedő képességű csoport esetén érdemes vállalkoznunk.)

�� an → 2
3

�� an → 1
2

Ha (k − 1) darab 0-val, majd 1-gyel kezdődik a sorozat, és mindegyik tag a megelőző

k tag számtani közepe, akkor a határérték:
2

k + 1
. Mindezt persze a diákoknak csak

megsejteniük kell, most a határérték jelenségével ismerkednek – bizonyítások nélkül.

��� oldal

�� Természetesen igazi bizonyításról most sem lehet szó, de itt már provokáljuk őket:
mondjanak érveket a sejtések mellé.

�	� Kedvező esetben elvitatkoznak az ellentétes álláspontok hívei, és ez előkészíti a
terepet a következő részhez.

A hat�r�rt�k de�n�ci�ja
��� oldal

��� Várható például ez a javaslat: (an) → c, ha a sorozat tagjai egyre közelebb kerülnek
c-hez (más szóval, ha |an − c| monoton csökken).

Ennek következtében például
(

1,
1
2

,
1
3

, . . .
)
→ −5 teljesülne . . .

Ez nyilván nem felel meg a fogalommal kapcsolatos várakozásainkak.

Ennek a definíciónak a megszületése az órán igazi szellemi kaland lehet!

�
� oldal

��� Az a jó persze, ha elsősorban az órán felvetődő nézetek ütköznek meg egymással,
és csak ez után jönnek az itt olvashatók.

Melyik definíció miért nem lenne szerencsés?
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��� esetén például

1, 1, 1, 1, . . . → 5 igaz lenne;

�
� a� mellett

1,
1
2

,
1
3

,
1
4

, . . . → 0 hamissá válna;

�
� b� elfogadása esetén pedig

0, 1, 0, 1, 0, 1, . . . → 0 és

0, 1, 0, 1, 0, 1, . . . → 1 egyaránt igazak lennének.

A de�n�ci� haszn�lata
��� oldal

��� Célszerű több konkrét 
-nal is eljátszani az egészet, mielőtt általánosan vizsgálnánk
a kérdést. Keserves munka, de tisztább lesz tőle a határérték definíciója.

��� b� A táblázat kitöltése közben jobban megértjük a határérték két definícióját, és azt
is, hogy miért ekvivalensek (véges sok marad ki ⇐⇒ valahonnan kezdve mind bent
van).

Mi a táblázatban egymás mellett álló számok kapcsolata?
(Ha például a 20-nál nagyobb sorszámú tagok már mind az 
 sugarú környezeten
belül vannak, akkor legfeljebb 20 tag lehet a környezeten kívül. Ha viszont csak
annyit tudunk, hogy például 13 tag van a környezeten kívül, akkor ennek alapján
nem tudunk egy küszöböt mondani, amelytől kezdve mindegyik tag a környezeten
belül lesz, de azt azért tudjuk, hogy ilyen küszöb l�tezik, hiszen a 13 tag között van
egy utols�.)

��� oldal

��� Beszéljük meg, hogy van ugyan olyan 
, amelyre (c − 
, c + 
)-on kívül csak véges
sok tagja van a sorozatnak, de nem minden 
 ilyen. Ez előkészíti a következő feladatot.
Jobb osztályban próbára tehetjük a tanulók logikai érzékét azzal, hogy a ��� feladatot
átugorva mindjárt ��-et kérdezzük.

A gyerekek könnyen elhibázzák az olyan feladatokat, hogy „mi az X állítás tagadása”.
Ilyenkor esetleg nem a megfelelő gondolkodási képesség hiányzik, hanem egyszerűen
nem értik, hogy mit akarunk tőlük. Mi ugyanis az „X nem igaz” állítás valamelyik ekvi-
valens átfogalmazását várjuk, míg számukra bármely állítás jó válasz, amely kizárja azt,
hogy X igaz lehessen (ez tehát általában erősebb állítás annál, amit várunk). Erre utal
röviden a �	� feladathoz illesztett megjegyzés, de szükség lehet egy alaposabb megbe-
szélésre is (rossz válaszok esetén).
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�	� (an) �→ c ⇐⇒ (b)

A kapcsolatok:

�a� �c�

�b�

�

�
�

�
(an) c

(a) �⇒ (c) (és így (b) �⇒ (c)): (0, 1, 0, 2, 0, 3, . . . ) 0

(c) �⇒ (a) (és így (b) �⇒ (a)): (1, 1, 1, 1, 1, 1, . . . ) 2

��� a� I. 0 <
√

n + 1 −
√

n < 
√
n + 1 <

√
n + 


n + 1 < n + 2
√

n · 
 + 
2

⇑ Az egyenlőtlenségek megoldása során
1 < 2

√
n · 
 a nem ekvivalens lépéseknél jelöljük

1 < 4 · n
2 meg a logikai kapcsolatot!
1

4
2 < n

II.
√

n + 1 −
√

n =
1√

n + 1 +
√

n
<

1
2
√

n

1
2
√

n
< 
 elegendő stb.

��� b�� ��� b�� c� A Bernoulli-egyenlőtlenséggel: (1 + x)n ≥ 1 + nx, ha n ∈ N+ és
x ≥ −1.

Ha idáig még nem szerepelt, akkor 2-3 órával a felhasználása előtt adjuk fel önálló
feladatként!

Például ��� c� 0 < 0,9n < 
(
9

10

)n
< 


(
10
9

)n
>

1

(

1 +
1
9

)n
>

1



⇑

1 + n
1
9

>
1



⇑

n >
9
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��� d� 1 < 1 +
1
n

+
1
n2 +

1
n3 < 1 + 


⇑

1
n

+
1
n2 +

1
n3 < 


⇑

3
n

< 


n >
3



Vö. az a� és c� feladatok megoldásával.

Érteniük kell, hogy az 1. sor igazságára szeretnénk következtetni a legalsó sorból, ahol
egy n el�g nagy típusú állításnak kell állnia. (Az 1. sort tehát nem azért írjuk fel, mert
tudjuk, hanem mert ezt akarjuk belátni.)

Feladatok
��� oldal

������ A határérték definíciója minden pozitív 
-ra megkíván valamit. Most azt gyako-
roljuk, hogy a „minden”-ből kiválasszuk a céljainknak megfelelő 
-t.

��-nél: an → c és an → d esetén

c d
� � � �

c � � c � � d � � d� �

(c < d)


 <
d − c

2
-re ellentmondást kapunk, hiszen a sorozat tagjainak véges sok kivétellel

(c − 
, c + 
)-ban is és (d − 
, d + 
)-ban is benne kéne lennie, ez azonban lehetetlen.

��-nál:
� c

� �
c � � c � �


 < c választással megkapjuk a kívánt következményt.

��� A megfordítás nem igaz, példa erre an =
√

n.

Érdekes további kérdés lesz a ±∞-hez tartás fogalmának tisztázása után: Lehetséges-e,
hogy (an+1 − an) → 0, és an-nek nincs (sem véges, sem végtelen) határértéke?

Válasz: Lehetséges, például a következő sorozat ilyen:

0, 1,
1
2

, 0,
1
3

,
2
3

, 1,
3
4

,
2
4

,
1
4

, 0,
1
5

,
2
5

,
3
5

,
4
5

, 1, . . .
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(0 és 1 között fel-le sétálunk, mindig eggyel több lépésben téve meg az utat.)

��� Ismét izgalmas vita várható! Mindegyik javaslatot vitassuk meg: mit jelentene, ha
ezt fogadnánk el.

M�veletek sorozatokkal
��� oldal

�	� (an + bn) → a + b, (an − bn) → a − b, (anbn) → ab.

Ne felejtkezzünk el a hányados határértékéről sem: Ha még bn ≠ 0 (n = 1, 2, 3, . . . )

és b ≠ 0 is teljesül, akkor
(

an

bn

)
→ a

b
.

A bizonyítástól tekintsünk el! (Bár (an + bn) → a + b esetleg szóba jöhetne.)

��� a� Fent is, lent is osztunk n2-tel.

��� oldal

��� Ezek beugrató kérdések. Az előző tételek hatására a következő téves válaszok vár-
hatók:

a� 0-hoz tartó sorozatok összege, tehát 0-hoz tart;

b� 0-hoz tartó szorozva valamivel, tehát 0-hoz tart;

c� 1
n
→ 0, n

√
0 → 0, tehát n

√
1
n
→ 0;

d�
(

1 +
1
n

)
→ 1, 1n → 1, tehát

(
1 +

1
n

)n
→ 1;

vagy 1-nél nagyobb szám n-edik hatványa a ∞-hez tart.

Jó beugrató kérdés még az is, hogy mi az ábrán látható görbék hosszának határértéke:

� � �

(Egy félkör, két félkör, 3 félkör stb.)

Meglepő, hogy mindegyik görbe
π

2
hosszúságú, noha „beleolvadnak” az 1 hosszúságú

szakaszba.

Mik a helyes válaszok az a�, b�, c�, d� kérdésekre?

a� an =
n(n + 1)

2
: n2 =

n + 1
2n

→ 1
2
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b� bn = n2 · −2
n(n + 2)

= −
2n

n + 2
→ −2

c� an =
1
n
√

n
. Kimutatjuk, hogy n

√
n → 1, ebből következik, hogy an → 1.

1 < n
√

n < 1 + 


1 < n < (1 + 
)n = 1 +

(
n

1

)
· 
 +

(
n

2

)
· 
2 + . . . (binomiális tétel)

⇑

n <

(
n

2

)
· 
2 =

n(n − 1)
2

· 
2

1 <
n − 1

2
· 
2

2

2 + 1 < n

d�
(

1 +
1
n

)n
> 1 + n · 1

n
= 2, így a határérték semmiféleképp sem lehet 1.

Játsszanak kicsit a számológéppel (megnézik különböző n-ekre
(

1 +
1
n

)n
értékét),

megfogalmazzák a sejtéseiket (monoton növekedve tart egy számhoz, amelynek első
néhány jegye 2,718 . . . ). Ezután mesélhetünk az e szám szerepéről a matematikában.

(Kicsit később, a differenciálszámításnál
(
ex)′ = ex, (ln x)′ =

1
x

is elmesélhető.)

Szóba jöhet a „természetes” logaritmus kapcsán például a prímszámtétel is:

π(n)

n

ln n

→ 1. ha n → ∞.

Vagy ez:

� c

y �
�

x

A satírozott rész területe ln c.

�
� a > 0 esetén

Cél:
√

a − 
 <
√

an <
√

a + 
,

(
√

a − 
)2 < an <
(√

a + 

)2, ami

teljesül (véges sok kivétellel).

a = 0 esetén

Cél: 0 ≤
√

an < 
,

0 ≤ an < 
2, ami teljesül (véges sok
kivétellel).
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Feladatok
�	� oldal

��� d� 0 <

√
1 +

√
2 + . . . +

√
n

n2 <
n
√

n

n2 =
1√
n

stb.

e� 1 < n

√
2 +

1
n

≤ n
√

3 < 1 + 


g� an = 2
1
2 + 1

4 +... + 1
2n−1 = 21− 1

2n =
2

2n√
2
→ 2

1
= 2

Itt már megjelenik a részsorozat határértékének gondolata.

��� a� I. Ábrával vagy számolgatással sejtsük meg először az eredményt. Ezután pél-

dául an =
5
3

+ x =⇒ an+1 =
5
3

+
x

4
stb.

II. Adjunk explicit képletet an-re:

an =
5
4

+
an−1

4
=

5
4

+
5
42 +

an−2

42 = . . . =
5
4

+
5
42 + . . . +

5
4n−1 +

a1

4n−1 stb.

c� (an) → 0.

Először is 0 < an < 1 és (an) monoton fogyása nyilvánvaló. Azt kell csak igazolni,
hogy bármely 
 > 0-nál van kisebb an.

Amíg an > 
, addig an+1 = an − a2
n < an − 
2, tehát minden lépésnél 
2-tel kell

legalább csökkennie. Így előbb-utóbb an 
 alá süllyed.

��� Először is (an) monoton nő.

Azt fogjuk igazolni, hogy bármely K számnál van nagyobb tagja a sorozatnak. Amíg an

nem éri el a K-t, addig an+1 = an +
1
an

> an +
1
K

, tehát minden lépésnél legalább
1
K

-val

kell nőnie. Így előbb-utóbb eléri K-t. A sorozat tehát nem konvergens (∞-hez tart).

��� oldal


�� Egyik állításból sem következik a másik.

Ellenpéldák: an =
2
n

, bn =
1
n

, illetve an = n + 1, bn = n.


�� a� Nem következik. Példa: (an) = (0, 1, 0, 1, . . . ) (bn) = (1, 0, 1, 0, . . . )

b� (an + bn) divergenciája következik, (an · bn) lehet konvergens is.
Ha ugyanis cn = an + bn konvergens lenne, akkor bn = cn − an is konvergens
lenne, noha nem az.
Ha (an) = (0, 0, 0, . . . ), akkor (an · bn) konvergens, bármilyen is a (bn) sorozat.
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R�szsorozat
 monotonit�s
 korl�toss�g �s konvergencia
��� oldal



� 0, 1, −1, 2, −2, 3, −3, . . .

Ez után természetes folytatás a 
�� feladat. (A kérdés feltevését a gyerekektől is elvár-
hatjuk!)


�� Most is törekedjünk a definíció közös megalkotására.

Végül a válasz: ez is lehetséges. 0,1; 0,9; 0,01; 0,99; 0,001; 0,999; . . .

Vagy: an = (−1)n
n

n + 1

��� oldal


�� Nem igaz. Például 0, 1, − 1,
1
2

, −
1
2

,
1
3

, −
1
3

,
1
4

, −
1
4

, . . .

��� oldal

��� Nem lehetséges, mert (a6n) közös részsorozata (a2n)-nek és (a3n)-nek.

Itt felhasználjuk az egy sorral lejjebb kimondott tételt. Remélhetőleg ezt a tényt a gyere-
kek már a megelőző feladatok kapcsán önállóan megfogalmazzák és belátják.

��� Például 0, 1, 0, 1, 2, 0, 1, 2, 3, 0, 1, 2, 3, 4, . . .

Csukott könyv mellett megkérdezhetjük a diákoktól, hogy kinek milyen újabb izgalmas
probléma jut az eszébe a feladat kapcsán. (Elárulhatjuk, hogy valami különlegesen szép
kérdés feltevésére van most lehetőségük.) Nagy elismerést érdemel, aki ��-at megkérdezi.

��� Létezik. Ilyen sorozatot kapunk, ha például a racionális számokat sorozatba rendez-
zük.

Erre egy módszer:

	, �, 1
2

, 0, −
1
2

, ��, −
2
3

, −
1
3

, 0,
1
3

,
2
3

, 1,
4
3

,
5
3

, �, . . .

0, 1, −1, . . .

Vagyis 0-ból 1-be 1 lépéssel, 1-ből (−1)-be
1
2

-es lépésekkel, (−1)-től 2-ig
1
3

-os lépések-

kel, 2-től (−2)-ig
1
4

-es lépésekkel haladunk stb.

Vö. a 27. oldal ��� feladatához fűzött kommentárral.
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��� Nehéz. Egyetemen tanultuk . . .

Emlékeztető a bizonyításra:

Az (an) sorozatban az i-edik tagot kiemelkedőnek nevezzük, ha nagyobb minden utána
következő tagnál.

Ha végtelen sok kiemelkedő tag van, akkor ezek egy monoton fogyó részsorozatot alkot-
nak.

Ha csak véges sok ilyen tag található, akkor valahonnan kezdve már egyáltalán nincs
kiemelkedő tag, tehát valahonnan kezdve minden taghoz található nála nagyobb vagy
egyenlő és későbbi (magasabb sorszámú) tag. Válasszuk ki an1-et innen.

an1-hez ∃ an2 ≥ an1 , n2 > n1;

an2-höz ∃ an3 ≥ an2 , n3 > n2 stb.

an1 , an2 , an3 , . . . monoton növekvő részsorozat.
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IV� Fggv�ny hat�r�rt�ke �s folytonoss�ga

A hat�r�rt�k de�n�ci�ja
��� oldal

�� Lehetséges megközelítések: géppel számolás vagy intuitív levezetés a 37. oldal stílu-
sában.

Hat�r�rt�k a v�gtelenben

�� oldal

��� Itt is lehet géppel számolni.

��� Amikor a válasz a tankönyvben mindjárt a kérdés után jön, a feladatot (csukott könyv
mellett) szóban adjuk fel!


�� oldal

�� megjegyz�s� Tájékoztatás volt csak a célom ezzel, ne mélyedjünk el benne. Ezek a
finomságok az egyetemre valók.

M�veletek f�ggv�nyekkel

�� oldal

��� Ne felejtkezzünk el a hányados határértékéről: Ha még d ≠ 0 is teljesül, akkor

lim
x→b

f (x)
g(x)

=
c

d
.



� oldal
��� c� Leosztunk (x − 2)-vel. Jó alkalom a szorzattá bontás ismétlésére.

��� a� Fent is, lent is osztunk x3-nal.

�	� f (x) = sgnx, g(x) = −sgnx, b = 0 (vö. 31. oldal 
�� a� és 41. oldal �� feladat).
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Folytonoss�g

�� oldal

�� de�nci�� Fogalmazzuk meg a definíciót az abszolút érték használata nélkül is.

A feladathoz kérhetünk a gyerekektől kapcsolódó kérdéseket, ��� felvetése várható.
(De például az is felmerülhet, hogy a függvény (−∞, 0)-ban ne legyen folytonos, de
(0, ∞)-ben viszont folytonos legyen.)

��� f (x) =

{
x, ha x racionális;

−x, ha x irracionális.

Másként f (x) = x · D(x).


�� oldal
�	� a� Lásd 44. oldal �	�

b� Ha h = f+g folytonos b-ben, akkor g = h−f is folytonos lenne, pedig nem az.

Ha f = x �→ 0, akkor fg minden g: R → R függvényre folytonos. Vö. 31. oldal

�� a�, b� feladat.

F�ggv�nytulajdons�gok

�� oldal

��� Vö. 31. oldal 
��
Függvény felülről korlátosságát stb. közvetlenül is megfogalmazhatjuk (megadható egy
olyan A szám, amelynél minden függvényérték kisebb vagy egyenlő, azaz f (x) ≤ A
minden x ∈ Df -re), vagy az előző definíciót használva azt is mondhatjuk, hogy az f
függvény felülről korlátos, ha az Rf halmaz felülről korlátos stb.

�	� oldal

������ Megkísérelhetjük azt elérni, hogy ezeknek a kérdéseknek egy részét a diákok
tegyék fel (nyilván sok egyéb kérdés is eszükbe fog jutni).

��� a� Ez a feladat is próbára teszi a függvényalkotás szabadságát. Az embernek eszébe

jut az x �→ 1
x

függvény, de mi legyen a 0 helyen?

Aki már tudja, hogy a függvény teljesen tetszőleges hozzárendelés, az nem jön
zavarba. Legyen például:

f (x) =

⎧⎨
⎩

1
x

, ha 0 < x ≤ 1;

3, ha x = 0.

(Vö. 13. oldal ��� c�.)
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b�

f (x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

1

x −
1
2

, ha x �= 1
2

és 0 ≤ x ≤ 1;

0, ha x =
1
2

.

�
� Lásd a 14. oldal ��� b� feladatát.

��� Ez is egy fontos és szép pillanat!

f (x) =

{
x, ha 0 ≤ x < 1;

0, ha x = 1.

��� A szigorú monoton növés miatt legfeljebb egy gyök lehet. De van-e gyök egyáltalán?
A Bolzano-tétel megsejtése a cél.

Vö. 12. oldal �� feladat.

Z�rt intervallumban folytonos f�ggv�nyek tulajdons�gai
��� oldal

��� Mindegyik lehetséges.

a�

��

�

�

b�

��

�

�

c�

��

�

�

��� oldal


	� (f − g)-re kell alkalmazni a Bolzano-tételt.
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V� Differenci�lsz�m�t�s

��� oldal


� h� Jusson eszünkbe a
√

x és az
1
x

is ennek kapcsán . . .

��� oldal

�� Legegyszerűbb nem folytonos függvényt választani.

�� Kézenfekvő megoldás a Dirichlet-függvény.

��� oldal

�	� Példák:

I. f (x) =
√
|x|

II. f (x) =

⎧⎨
⎩ x sin

1
x

, ha x �= 0;

0, ha x = 0.

III. Ábrával, például így:

y � f �x�

y � x

y � �x

y

x

A feladattal kapcsolatban megemlíthetjük, hogy olyan függvény is konstruálható, amely
mindenütt folytonos, és sehol sem differenciálható (ebből – nem egyszerűen bár, de – az
is következik, hogy semelyik intervallumban sem monoton). A konstrukció nehéz.
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Differenci�l�si szab�lyok
�	� oldal

��� A feladat első képletéből egy zárójel kimaradt. Helyesen:[
x �→

(
f (x) + g(x)

)]′
= x �→

(
f ′(x) + g′(x)

)

Talán meglepő, de NEM igaz. Legyen például f (x) = |x| és g(x) = −|x|. Ekkor
f (x) + g(x) = 0, (f + g)′ = x �→ 0, de f ′ és g′ csak x ≠ 0-ra értelmezett, így f ′ + g′

értelmezési tartománya R \ {0}.

Ennek fényében tehát a differenciálási szabályok ilyen módon történő megadása pon-
tatlan:

(f ± g)′ = f ′ ± g′

(fg)′ = f ′g + fg′(
f
g

)′
=

f ′g − fg′

g2

Ehelyett csak annyit mondhatunk, hogy a bal oldalon álló függvény mindenütt értelmezve
van, ahol a jobb oldalon álló függvény értelmes, és ezeken a helyeken a függvényértékek
megegyeznek.

Ezt a komplikációt természetesen elkerülhetjük, ha f -ről és g-ről feltesszük, hogy
mindenütt differenciálható (vagy hogy azonos intervallumon értelmezett, ott differenciál-
ható) függvények.

A tankönyvben kimondott tétel precíz alakja valóban precíz, a pontatlannak minősített
alak duplán is pontatlan, nemcsak azért, mert például x �→

(
f (x) + g(x)

)
helyett

f (x) + g(x)-et ír, hanem a most elmondott okok miatt is.

Mindazonáltal ez a precízkedés (is) csak a tanár tisztánlátását szolgálja, a gyerekeket
vagy hagyjuk ki teljesen belőle, vagy a feladat megoldása után mondjunk pár szót tájé-
koztatásként.

F�ggv�nyvizsg�lat
������ oldal

Cél: megsejteni a derivált szerepét az ilyen feladatok megoldásánál.

Bizonyt�s n�lk�l fedezz�k fel a monotonit�s� sz�ls��rt�k vizsg�lat�nak m�dszer�t� Tegye-
nek fel ezzel kapcsolatban ésszerű kérdéseket, és fogalmazzák meg a sejtéseiket!

��� A függvény
√

3-ig fogy, azután nő. (Az értékkészlet enélkül is meghatározható –
vö. Tanári útmutató 10. oldal )
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��� oldal
��� a� Nem igaz (c lehet az intervallum szélén).

Például f (x) = x2 (1 ≤ x ≤ 2); c = 1 vagy c = 2.

b� Nem igaz: x �→ x3 a 0-ban.

c� Nem igaz. (Az előző példa most is jó.)

d� Igaz.

e� Nem igaz (ha az intervallum szélén van a szélsőértékhely . . . ).

f� Igaz, ha a maximumot és a minimumot is az [a, b] intervallumon keressük.

g� Nem igaz, például f (x) = x3 a [−1, 1]-ben.

��� oldal

��� Egyszerűség kedvéért tegyük fel, hogy f csak a [0, 2]-ben van értelmezve.

a�

���

Abszolút maximum hely: 1 (más nincs).

Lokális maximum hely: 1 (más nincs).

Abszolút minimum hely: 0 vagy 2 (esetleg mindkettő), más nem jöhet
szóba.

Lokális minimum hely: nincs.

b�

���

Abszolút maximum hely: 2 (más nincs).

Abszolút minimum hely: 0 (más nincs).

Lokális szélsőértékhely: nincs.
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��� oldal

Megjegyz�s
Mindezt előnyösebb akkor megbeszélni, amikor a feladatmegoldás során ezek a kérdések
felvetődnek.

Persze más módszerek is vannak f ′ előjelvizsgálatára, ez csak egy a több közül. Ha
például f ′ másodfokú függvény, akkor elvárhatjuk, hogy az előjeleket kapásból, minden
behelyettesítés nélkül meg tudják állapítani.

Feladatok
��� oldal

��� f (x) − f (0)
x − 0

=
xg(x)

x
= g(x)

f differenciálható 0-ban ⇐⇒ g-nek van (véges) határértéke a 0-ban.

f ′(0) = lim
x→0

g(x)

��� Módszerek: a definíció közvetlen alkalmazása
(
a�, b�, c�, d�, e�

)
vagy a bal és jobb

oldali derivált meghatározása külön-külön
(
a�, e�, f�

)
.

��� oldal
��� a�

x

y

P

y

xa

Legyen először x > 0.
y

a
= 2x

a =
y

2x
=

x2

2x
=

x

2

2T = ay =
x

2
x2 = 32

x3 = 64 x = 4

x < 0 esetén x = −4 adódik megoldásnak.

�	� oldal

��� A tangens addíciós képletét kell felhasználni.

m� �
�

�

m� � �

�

�
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tg α = 2 tg β =
1
3

tg(α − β) =
tg α − tg β

1 + tg α tg β
=

2 −
1
3

1 +
2
3

=
5
5

= 1

A bezárt szög 45◦.

���

P
�
c� �

c

�A

B�

T

cc x

�

c

�

P vetületét az x tengelyen jelöljük T -vel.

T = (c, 0)

P =
(

c,
1
c

)

tg α = −m =
1
c2

tg α =
1
c

: x, innen x = c.

Ebből adódik, hogy PT a háromszög középvonala, tehát P csakugyan felezőpont. PTB

területe
1
2
· 1

c
· c =

1
2

, innen OAB területe 4 · 1
2

= 2.


�� a� f (x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

x + 1, ha − 1 ≤ x < 0;

−5, ha x = 0;

1 − x, ha 0 < x ≤ 1.

b� Ugyanez, csak f (0) =
1
2

.

��� oldal


��
�

� � ��

f ′ előjele [0, 3)-ban, illetve (3, 10]-ben állandó (lásd a 67. oldal alján közölteket).
f (0) < f (1) figyelembevételével f ′ előjele [0, 3)-ban nem lehet negatív, tehát pozitív.
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Ha Ha f ′ (3, 10]-ben is pozitív lenne, akkor f [0, 10]-ben szigorúan monoton nőne,
ennek f (0) = f (10) (vagy f (1) > f (10) ) ellentmond.

f ′ előjele:

� � ��

� �

Innen f abszolút és lokális maximumhelye: 3.

f abszolút és minimumhelyei: 0, 10.

f lokális minimumhelye: nincs


�� f ′

� � ��

� eset van� � �

� �

� �

� �

Innen a befejezés nyilvánvaló.



� A derivált gyökhelyei: ±
2π

3
+ 2kπ (k egész).

Az előjelviszonyok alapján
2π

3
+ 2kπ-ben lokális maximuma, −

2π

3
+ 2kπ-ben pedig

lokális minimuma van a függvénynek.


�� |p| ≤ 1-re.


�� Azt hinné az ember, hogy f ′ előjelviszonyaira csak ez a 4 lehetőség van c egy elég
kis környezetében:

c

c

c

c

f � � � f � � �

f � � � f � � �

f � � � f � � �

f � � � f � � �
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Ez pedig azt jelentené, hogy igaz az állítás. Valójában azonban lehetséges, hogy f ′

bármelyik (c−
, c), illetve (c, c+
) intervallumban pozitív és negatív értékeket egyaránt
felvegyen.

Példa: f (x) =

⎧⎨
⎩ x2 sin

1
x

, ha x �= 0;

0, ha x = 0.

f -re az I–IV. állítások egyike sem teljesül.

y � x
�

y � �x
�

(A gyerekektől csak egy intuitív rajzot várhatunk, ezt a példát nem, hiszen sin
1
x

-ről nem

tudják, hogy differenciálható.)


�� a� és 
�� b� Ezeket persze nem differenciálszámítással kell megoldani.

c� Ez megy differenciálszámítással, de anélkül is. sin α − cos α = c akkor és csak
akkor megoldható, hogy ha az y − x = c egyenes metszi az x2 + y2 = 1 kört.

��� oldal


�� a� f (x) = sin x −
2
π

x.

f (0) = f
(

π

2

)
= 0, továbbá f

[
0,

π

2

]
-ben egy ideig nő, azután csökken. Ebből

azonnal adódik, hogy f (x) ≥ 0 itt.

b� Ehhez először is egy segédtétel: ha

(1) f és g differenciálható [a, b]-ben;

(2) f (a) = g(a) és

(3) f ′(x) ≤ g′(x) [a, b]-ben,

akkor f (x) ≤ g(x) [a, b]-ben.

Bizonyt�s�
Legyen h(x) = g(x) − f (x).
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Ekkor h(a) = 0 és h′(x) = g′(x) − f ′(x) ≥ 0.

Innen h monoton nő, tehát h(x) ≥ 0 [a, b]-ben.
g(x) − f (x) ≥ 0

g(x) ≥ f (x). Készen vagyunk.

Végül x −
x3

6
≤ sin x e segédtétel kétszeri alkalmazásával adódik:

x −
x3

6
és sin x a 0-ban 0, így elég belátni, hogy

(
x −

x3

6

)′
≤ (sin x)′

1 −
x2

2
≤ cos x, ha x ≥ 0.

A 0-ban mindkét oldal értéke 1, így elég belátni, hogy(
1 −

x2

2

)′
≤ (cos x)′,

−x ≤ − sin x,

x ≥ sin x, ha x ≥ 0.

Ezt a sin x definíciójából leolvashatjuk:

sinx
x


�� c� xn(1 − x) maximumhelyét a [0, 1]-ben keressük meg a szokásos módon.

x =
n

n + 1
adódik.

Innen a maximum
(

n

n + 1

)n
· 1

n + 1
<

1
n

.

��� oldal ��� � ��� oldal ���

A szélsőérték-feladatok jelentős része megoldható differenciálszámítás nélkül, elég is-
merni a másodfokú függvények viselkedését.

A feladatok egy részét a Matematikai Feladatgyűjtemény III. kötetéből vettem. A két
utolsó feladat írásbeli felvételi példa volt (1980, Műszaki + TTK; illetve 1974, külföldi).

��� Az y =
x2

2
egyenletű görbéről van szó.
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