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Nehany szo a kanyvsorozatral

A Matematika-médszertani Kutatécsoport kozépiskolai matematikatankonyv-sorozata,
melynek ez a konyv is része, egy 1973-t6] mintegy masfél évtizeden keresztiil folyt
tanitdsi kisérlet eredménye.

Eziton mondunk koszonetet azoknak a tandroknak, akik részt vettek a kisérletben és
minden munkatdrsunknak, akik értékes tapasztalataikkal, beszdmoldikkal, megjegyzése-
ikkel nagyon sokat csiszoltak, javitottak az anyagokon.

Koszonetet mondunk Surdnyi Jdnosnak, aki két évtizedig vezette a kutatocsoport sok
nehézséggel terhes munk4jat, figyelemmel kisérte, osszefogta és kézben tartotta a tanitasi
kisérletet, nagy szakmai tuddsdval és emberségével segitette az iskoldkban folyé munkait,
a tandrok szdmdra komoly tdmaszt jelentve; vallalta a kisérleti anyagok elkészitésének
folyamatos szakmai irdnyitdsat, beleértve az anyagokhoz készitett részletes birdlatait,
amelyek alapjan az évek folyaman sok jelent8s javitdsra kertilt sor.

Koszonettel tartozunk Gador Endrénének, aki a kisérletez6 tandrok munkdjat segitet-
te, és akinek a kisérleti anyagok javitdsidban is sok része volt, és Genzwein Ferencnek, aki
a 80-as években nagy segitséget nyujtott ahhoz, hogy a kisérleti munkdkat folytathassa a
kutatocsoport.

Nagy szeretettel gondolunk Géabos Ildikéra, aki mér sajnos nincs kozottiink, és aki
nagy tandri tapasztalatdval, a kisérletben val6 lelkes és dldozatkész részvételével, tandri
utmutatok készitésével nagyon jelentds részt vallalt konyvsorozatunk kialakitdsdban.

Hél4val tartozunk Péter Rézsdnak, aki élete utolsé éveiben — mdr nagyon betegen
is — igen sokat segitett a konyvek elkészitésében; Rényi Alfrédnak, aki annak idején a
Matematika-médszertani Kutatécsoportot a Matematikai Kutaté Intézetben létrehozta, és
aki nagyon hatékonyan tdmogatta a tanuldk 6ndllésdgara, kezdeményezéseire, tapaszta-
lataira, felfedezéseire épitd matematikatanitast.

Ko6szonettel tartozunk Kékes Marianak, aki a Miiszaki Kiado részérdl sokat tett azért,
hogy ez a konyvsorozat minél tokéletesebben juthasson el az iskoldkba.

Konyveink szedését D. E. Knuth amerikai matematikus TgX matematikai kiadvany-
szerkesztd programjaval készitjiikk. Bori Tamasnak, Fried Katalinnak és Juhasz Lehelnek
koszonjiik, hogy ennek a lenyligoz6en matematikuslelkiiletl programnak kiilonb6zé for-
télyait megismertették veliink.

Halmos Mdria
a konyvsorozat alkotd szerkesztdje



Eloszd az 1982-es kiadashoz

Mindjart az elején el szeretném mondani, hogy ez az egész anyag tilméretezett, mégpedig
nemcsak terjedelmében, hanem a benne szerepld fogalmak nehézsége kovetkeztében is.
Véleményem szerint az analizist a kdzépiskoldban sokkal heurisztikusabban kéne tanitani.
Az itt szerepld fogalmak egy részét teljesen mell6zni lehetne, egy masik részét pedig
intuitiven kezelhetnénk. Igy természetesen az e fogalmakkal kapcsolatos tételek szama
is megcsappanna. Az persze nem baj, ha a didkok néhédny esetben latjdk, hogy miként
lehet a szemléletes képeket leforditani a preciz matematika nyelvére, és azt is, hogy
ennek mi az értelme; de ezzel be is érhetnénk, a preciz fogalmakon alapul6 felépités nem
kozépiskoldba, hanem az egyetemre vald. Azt hiszem a sorozatok hatdrértéke az a téma,
ahol legkdnnyebb bemutatni azt, hogy hogyan néz ki a logikailag szigord analizis, és ez
utan elhihetd, hogy a tobbi teriilet is felépithetd hasonld precizséggel.

Az anyag irdsdndl azonban kénytelen voltam az A-fakultativ anyag tantervét feldol-
gozni, hiszen nem tudhatjuk, hogy az egyetemi felvételik sordn nem kérik-e szdmon
tanitvdnyainkt6l az idevagd ismereteket.

Aki nem tart ettd] a veszélytdl, az nyugodtan modosithatnd az anyagot a jelzett irdny-
ban.

Az itt kovetkez6 kozel 80 oldalbdl alighanem ugyis sokat kell kihagyni, és az nyilvdn
az osztalytol és a tandr gusztusatdl fiigg, hogy mit célszerd megtartani. Mindenesetre a
nehéz feladatok nagyobb részére az 6ran aligha jut id6, ezek a legokosabb didkok szdmara
jelenthetnek komoly erSprébat, de az osztily egészét kar megterhelni veliik.

Az is kérdés, hogy a kaptafdk koziil melyeket érdemes begyakoroltatni. Szivesen
lemondanék j6 néhény tipusrél, példaul a /A — \/B szerkezetii hatarértékekrdl, hiszen
ett6l nem fogja senki se jobban érteni a matematikat. De a felvételivel kapcsolatos (alig-
hanem tilzott) aggodalom visszatartott att6l, hogy ezeket a feladattipusokat kihagyjam
az anyagbdl.

Kiegészites a régi eldszohoz 2000-ben

Az 1982-ben megfogalmazott aggodalmam a felvételiket illetden alaptalannak bizonyult,
a didkokat nem érte semmiféle hatrany, ha analizisb6l a tantervben megfogalmazottnal
kevesebbet, vagy akdr semmit sem tanultak. Az 4j kiadds alkalmabdl mégsem véltoztat-
tam az anyag tilméretezettségén. Ennek két oka is van. Egyrészt kiiszobon 4ll a kétszintes
érettségi bevezetése, és most még nem lehet tudni, hogy mi lesz a vizsgaanyag. Mésrészt
tapasztalatbdl tudom, hogy a tandrok egy része igényli a kdonyvben szerepld lexikalis
ismereteket, még akkor is, ha ennél jéval heurisztikusabban végzi a targyaldst az 6rékon.
Végiil is konnyebb figyelmen kiviil hagyni az itt leirtak egy részét, mint forditott esetben
mégis csak megtanitani valamit, ami kimaradna a tankonyvbél. Igy minden tandr sajat



belétdsa szerint dontheti el, hogy a precizség milyen szintjén kivdn dolgozni, és hogy a
sok széba jovo feladattipusbol mit tart igazan fontosnak és elvégzenddnek a rendelkezésre
all6 idében.

1982-ben szabdlyos munkatankonyvet irtam, az akkori elképzeléseinknek megfele-
I6en a kérdések egy része utdn helyet hagyva a didkoknak a vdlasz beirdsdra. Ma erre
gazdasdgi okok miatt nincs lehetdség, ezért a helykihagyds mértéke joval kisebb lett.
A \\ jel figyelmeztet arra, hogy a konyv szovegébdl most hidnyzik valami, amit oda be
lehet irni. Célszert, ha ezt a didkok el6szor ondlléan megfogalmazzik a fiizetiikben, és
csak a kozos megbeszElés utdn irjdk be a tankonyvbe. (Ha a tankonyvet tobb évfolyam
fogja haszndlni, akkor természetesen csak a fiizetiikbe frhatnak.)

Szeretném, ha didkjaink nemcsak az érdekes feladatok megoldasaban, 4j problémak
felvetésében, tételek kitaldldsaban és bebizonyitdsdban vennének alkoté moédon részt,
hanem a fogalmak megalkotdsdban is. Kezd6dik ez azzal, hogy megizlelik példdul a
hatdrérték &lmenyét, szemléletes jelentését, elboldogulnak egy ideig ezzel a szemléletes
jelentéssel, megsziiletik az igény a fogalom preciz jelentésének megalkotdséra, és ott
bébdskodnak a definicié sziiletésénél (Mi lenne, ha igy vagy gy értelmeznénk. . ., a de-
finicié persze 6nkényes emberi alkotds, de szeretnénk-e, ha az egyik széba jov6 definicié

11
kovetkezményeképpen példaul az 1, 33 sorozat a —5-hoz tartana?). Meggy6z6dé-

sem, hogy kobe vésett, befejezett fogalmak kozlése és szdmonkérése helyett ez a kicsit
kalandos ut az, amelyik megfelel a matematika szellemének, amelyikbdl kideriil, hogy a
matematika miért olyan, amilyen.

Most pedig térjiink at a részletekre.



|. Fiiggvenyek

Id6hidny esetén az egész fejezet elhagyhaté vagy a minimumra redukalhat6.

Halmazjelolasek, elnevezések
7. oldal

Két beirni val6 van itt:

c r sugard kornyezete: (c —r,c +r)

a lyukas kornyezet: (¢ — r,c) U (¢, c + r) vagy (c = r,c +r) \ {c}

Lehet, hogy a gyerekeknek szokatlan még a tulajdonsidggal valé halmazmegadis, ez
esetben néhany tovabbi példét is nézziink meg erre.

A fiiggveny fogalma (ismétlés)
8. oldal

Szamithatunk arra a kérdésre, hogy miért szabad két nyilnak egy pontba befutnia, ha egy-
szer nem szabad egy pontbdl kettének kiindulnia. Ez j6 alkalom arra, hogy a matemati-
kai fogalomalkotds szabadsagardl, onkényességérdl beszélgessiink egy kicsit. A definicié
sz6lhatna masként is, de igy a célszeri. Gondolhatunk példaul arra, hogy a fiiggvényfo-
galom egyik legfontosabb haszna: lehet6vé teszi egy test mozgasanak leirdsit. Nos: egy
test egy id6pontban nem lehet két helyen (egy #-hez csak egy s tartozhat), de kiilonb6z6
id6pontokban lehet ugyanazon a helyen. Hivjuk fel a figyelmet arra, hogy ha érdekiink
ugy kivanja, azonnal mddosithatjuk a definiciét; van a matematikdban tgynevezett tobb-
értékd fiiggvény is — mert el6fordul, hogy éppen ez a célszerli szdmunkra.

Figgvények megadasa
9. oldal

I. 1. A képlet minden szdmra értelmes, nem jeloltiink meg értelmezési tartomanyt, cél-
szeri megdllapodni abban, hogy ilyenkor R az értelmezési tartoméany. 2-nél egy ennél
ersebb megéllapodast is elfogadunk. Emlitsiik meg, hogy ezek a megéllapoddsok nem
altalanosan elfogadottak.

Il. Nagyon fontos, hogy a gyerekek eljussanak annak megértéséhez, hogy a fiiggvény
teljesen tetszoleges hozzdrendelés. Az iiresen hagyott helyre beirhatunk egy-két dolgot,
ami az 6rén el6jon, de el is lehet tenni a kitoltését késébbre. A Dirichlet-fiiggvény lenne
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itt igen j6 példa, de semmi esetre se kozoljik egyeldére a definicidjat, hatha késébb
maguktdl is mondanak majd ,,vad” fiiggvényeket. Az anyagban j6 néhdny olyan pont
van, amely épp a fliggvényalkotés teljes szabadsigéat teszi probara.

10. oldal

[1l. J6 lenne kicsit mesélni a fiiggvényfogalom torténetérsl. Ehhez olvasménynak ajén-
lom Lackovich cikkét (megtaldlhaté Pésa Lajos Analizis II. végén — Miiszaki Konyvkia-
do, 2001). Ha van rd érdeklddés, néhdny példdn megmutathatjuk a valtozé mennyiségben
valé gondolkodast, és azt, hogy hogyan lehet eljutni ezen az tton a fiiggvényekhez.

Fiiggvény grafikonja
10. oldal

4. Lehetséges vilaszok:

abraval:

}f(X)

X

szoveggel:
»Az (x, f(x)) pontok alkotjdk az f fliggvény grafikonjat”, vagy
»az f fiiggvény grafikonjit az y = f(x) feltételnek eleget tevd pontok alkotjak™.

12. oldal
9. a) és b) Két nehéz feladat.

Ez az anyagunkban az egyetlen pont, amikor sikmozgdast irunk le. Mindkét mozgés egye-
nes vonald.

Feladatok
12. oldal

10. e) El is tehet a feladat a differencidlszamitdsig, de a tanult ismeretekkel is meg-
4

oldhatd: azt kell megvizsgdlnunk, hogy az x + — = b egyenlet mely b értékekre
X

oldhaté meg. Innen x> — bx + 4 = 0, majd a megoldhatdsag feltételére b> — 16 = 0
adddik. x > 0 miatt b > 0, igy b = 4 mellett oldhaté meg az egyenlet.

Az értékkészlet tehat [4, «).
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11. Nem igaz. Az ellenpélda keresése is egy jo alkalom fiiggvény konstrudldsara, annak
érzékeltetésére, hogy mekkora szabadsdgunk van, amikor egy fliggvényt értelmeziink.
Aki mér érzi ezt a szabadsdgot, annak nem jelent semmi problémaét a feladat megoldasa.

Néhany ellenpélda: Dy = {1,3}, g(x) = x, ha x = 1 vagy 3.
1, ha x < 0; x, ha x # 2;
f(x)={3, ha x>0, = © f(x)z{o, ha x = 2.
A két utébbi példandl Dy = R is teljesiil!
(Azt is érzékeltethetjiik a megbeszélés sordn, hogy ez a jelenség intervallumon értelmezett
folytonos” fiiggvénynél nem fordulhat el5.)

13. oldal

13. Ismét a fiiggvényképzés szabadsdgat lenne j6 &télni. Engedjiik meg a rajzzal val6
megadast is!

x, ha —1=<x<1

0, kiilonben

a) Példdul: f(x) ={

x, ha 0=x=1
b) Példaul: f(x) = -
0, kiilonben

1
- <

0) Példaul: f(x)={x’ ha 0<x=<1
5, ha x:o

[a—

S 1 h <1
d) Peldaul: g(x) =4 x 1 M2 0<x
5, ha x=0

Ha a tanitvanyaink egyelére még nehezen konstrualnak fiiggvényeket, el lehet halasztani
kesdbbre a feladatok feladasat, illetve megbeszéléset.

14. Fontos feladat, ez is pontosabba teszi a fiiggvényekrdl alkotott képet. Néhany konk-
rét eset megvizsgdldsa utdn el lehetne jutni a kovetkez6 dltalanositashoz:

Ha A n elemd, B pedig k elemii halmaz, akkor a kivant tulajdonsagu fiiggvények
szama: k"
A fiiggvényekkel kapcsolatos fogalmak bejdratdsét ilyen médon Ossze lehet kapcsolni a
kombinatorika tanulmédnyozasdval (ismétlésével). Tovabbi lehetséges feladatok példaul:
1. Legyen B=1{1,2,3, ...,6}, C={1,2,3, ...,7}

Hény olyan f fiiggvény van, melyre

a)Df C B, Rf C C;

b) Dy =C, Ry = B?

11



Az inverz fiiggvény tanitdsakor azt is megkérdezhetjiik, hogy hdany B — C tipusu inver-
talhato fiiggvény létezik. (f: B — C,haDy=Bé Ry C C.)
A péros, paratlan, illetve a periodikus fiiggvény fogalméahoz kapcsolddé kérdések:
2.a) LegyenB={-3, -2, -1,0, 1, 2,3}, C={-3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, 5}
Hany olyan f: B — C fiiggvény van, amely paros?
Hény, amely pératlan?

b) Legyen H = {1, 2, 3, 4}. Z az egész szamok halmaza.
Hany olyan periodikus Z — H tipusd fiiggvény van, amelynek a 6 periédusa?
Hany olyan, amelynek a 6 a legkisebb peridédusa?

Monotonitas, szelsoertek
13. oldal

Ezek a definiciok késébb szerepelnek megfogalmazva, tehat nem nagy baj, ha elmarad
a kozos kitoltés. Ugyanakkor hasznos, ha a didkok gyakoroljak magukat a definiciék
kitaldlasdban és pontos megfogalmazasiban. Varhatd, hogy néhany ,,rossz” definici6 is
elhangzik, ilyenkor célszeri azt is megbeszélni, hogy mit jelentene, ha ezt fogadnank el.

Feladatok
14. oldal

15. és 16. Itt is az a legfontosabb, hogy a fiiggvény alkotdsdnak szabadsagdt megértsék
a gyerekek.

15. a) rajzzal:

0, ha x<0
képlettel: f(x) =< x, ha 0 =x=1
1, ha x> 1

Természetesen a rajzzal val6 definicio is teljes értékd, ha a rajz jol definialt. Példaul
az el6z6 abra egyértelmtien megadja a fiiggvényt, ha hozzamondjuk, hogy (0, 0) és
(1, 1) kozott egyenes vonal vezet.
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b) Az egész helyeken értelmezziik el6szor a fiiggvényt képlettel:

fem= 14— fO=0 fo=1- - (nENY)
vagy 1gy:
A R S U B O T T
ol STl e a5

Ez utdn két szomszédos egész kozott legyen a fiiggvény linedris. (Abraval: kossiik 6ssze

a diszkrét pontokat szakasszal.)

f(n)
1,,

Vagy ugyanazt a képletet haszndljuk fel nem egész x-re is:

1
—1+T||, ha x <0
X
fx) = |
l———, ha x=0
1+ x

1
Masik megoldas: f(x) = ]—rarc tg x. Ehhez persze mesélni kell a tangensfiiggvény

invertdlasdnak kérdésérdl. De ez a kérdés amigy is el6jon, hiszen egy
molégépen elvégezhets a trigonometrikus fliggvények invertalasa.

16. Most johet a Dirichlet-fiiggvény — vagy pedig tegyiik félre a kérdést.

17-22. Ezekhez a feladatokhoz csak a mésodfoki fiiggvénnyel kapcsolatos
van sziikség.

csomod sza-

ismeretekre

Példaul:

flx) = cos’x + cosx — 1

U = COSX

f(x)=u2+u—1 \ 1

Abrizoljuk az u — (u®> + u — 1) fiiggvényt! -

u2+u—1=<u+1>2—é \//5
2 4 174

13



Mivel az eredeti feladatnal cos x-et jeloltiik u-val, igy u lehetséges értékeire: —1 < u < 1.
Igy az el6bb dbrazolt fiiggvényt csak a [—1, 1] intervallumban célszer(i vizsgalni (mas
szdval az értelmezési tartoményat sziikitsiik le [—1, 1]-re).

5
Ebben az intervallumban a fiiggvény értékkészlete [— 7 1}, ez egyben megadja az ere-

deti f fiiggvény értékkészletét is.

OsszefogIaIVa: cos? x + cosx — 1 Gsszes lehetséges értékét megkapom, ha az u? + u — 1
képletbe behelyettesitem a cos x Osszes lehetséges értékét, vagyis meghatdrozom az

u—u+u—1 —-l=u=<l
fliggvény értékkészletét.

A fenti gondolatmenet a didkok szamara nagyon nehéz. (Erdemes felhivni a figyelmet arra,
hogy a vizsgilandé fiiggvény dbrazoldsit a megoldas soran elkeriltik.)

Paros, paratlan, periodikus figgvények
15. oldal

A periodikus fiiggvényeknél nem engedtem meg a negativ periddust. Ez is definicié
kérdése, lehet masként donteni. (Beszéljilk meg a gyerekekkel.)

Kerdések
15. oldal

26. Nincs, hiszen ha p periédus, akkor 2p, 3p, ... is az. Ennek kapcsdn azonban méris
felmeriil egy nagyon izgalmas kérdés: ki tudnéank jelolni a végtelen sok periédusbél egy
valamilyen szempontb6l kiemeltet? Példdul van-e mindig legkisebb periédus? Kinek kell
feltennie ezt a szép kérdést? Természetesen az a j6, ha a didkjaink tesznek fel minél
tobb érdekes kérdést! Szokjdk meg, hogy nemcsak a feladatok megoldasdban szdmitunk
ondllé gondolkoddsukra, alkoté kozremtkodésiikre, hanem a problémak felvetésében is.
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(Es a fogalmak megalkotdsaban, err6l mar volt sz6.) A kivdncsisdg, a kérdezni tudds
nélkiilozhetetlen része a vildg megismerésének, és a legnagyobb hajtéerd ezen az dton.

A legkisebb periédus 1étezésének kérdése a 28. feladat kapcsan is felmeriilhet, lasd még
az ahhoz flizott megjegyzéseket.
27. a) Piros.

b) Paratlan.

4 7T .
¢) A 2 helyen felvett értéke v/2, a — Z—ben felvett érték a 0. Igy se nem péros, se

nem pdratlan.
d) Piratlan!

16. oldal

28. b) Nem periodikus.

Bizonyitas:

A fiiggvény nemnegativ gyokhelyei vkr (k € N).

0 N

Ha p szerint periodikus lenne, akkor p és p + /7 szomszédos gyokhelyek lennének. De
ekkora tdvolsdgra mar nem taldlunk szomszédos gyokhelyeket az x tengely pozitiv felén,
ugyanis

Vk+ Dr—vVkn </nr k€N esetén:

Vk+ D < Vkr +Vn
Vik+1<vVk+1

k+1<k+1+2Vk,
ami teljesiil, és ekvivalens 1épésekkel értiink ide.

A tobbi periodikus. A legkisebb periddus:

a) 27

¢), d), e =

f) 4n
Nyilvdnval6, hogy ezek periédusok. Nincs kisebb, mert példdul a)-nal az 1 értéket add
helyek 27-nként kovetik egymadst; ¢)-nél a gyokhelyek, d)-nél a 6 értéket add helyek

7 tdvolsaggal kovetik egymdst; e)-nél és f)-nél az 1 értéket adé szomszédos helyek
tdvolsdgat célszeri megnézni (ez m, illetve 4u).
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Van-e mindig legkisebb periédus? A konstans fliggvény mutatja, hogy nincs. Nehezebb
feladat nem konstans fiiggvényt taldlni. Ilyen példdul a Dirichlet-fiiggvény: minden po-
zitiv raciondlis szdm a peridédusa.

Mi a teendd ezekkel az informdcickkal? Ha esak gy |(525|jii|( oket, nem szamithatunk
nagyobb érzelmi viharokra. Még érdekl6désre sem nagyon. Més a helyzet, ha kérdésként
meriilnek fel. Eldontendd kérdésként: Van-e olyan periodikus fiiggvény, amelynek nincs
legkisebb periddusa? Elészor a konstans fliggvényt sem zérjuk ki, és csak ha ez az ellen-
példa mar megsziiletett, akkor johet a kdvetkezd kérdés (lehetleg a gyerekek kérdezze-
nek ré erre is, Gjabb alkalom arra, hogy kérdezni tanuljanak): Van-e nem konstans példa
is? Hagyjunk elegend id6t a gondolkozasra (egy hetet vagy még tobbet). E16bb-utébb, ha
nem jonnek rd maguktdl, eldrulhatjuk, hogy a vdlasz igenl6, ,,csak” meg kell konstrudlni
a fliggvényt. Ez utdn ismét sokaig lehessen még gondolkodni.

J6 kérdések feltevésére gyakran kell 6sztonozni a didkokat, és nem tudhatjuk elére, hogy
melyik pillanatban jut majd az esziikbe egy izgalmas kérdés. Azt persze nem allitom,
hogy a most latott helyzetek lennének a legjobbak erre a célra.
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1. Sebesség és érintd

Egyenes vonali egyenletes mozgas
17-18. oldal

Ugyeljiink arra, hogy a gyerekek ne keverjék Ossze az tt-id6 grafikon gorbéjét a test
palyéjaval.

Pillanatnyi sebesség
18. oldal

5. Virhatdlag elészor megnézik az dtlagsebességet 0 < ¢t < 1-re, illetve 1 < ¢ < 2-re.
A két eredmény kiilonboz6sége mind kisebb és kisebb iddintervallumok felé csébit
09=r=<1; 099 <r=<1; 1 =<t=1,0001 stb.). El kell jutni oda, hogy a gyerekek
maguktdl kimondjak a hatarérték szot (vagy valami azzal egyenértékiit). Szandékosan
valasztottam olyan példat, ahol az eredmény nem kerek, tehdt nem lehet megsejteni a
sebesség értékét. Ha nem bukkanna fel a hatarérték gondolata, akkor valami olyasmi 1ép-
het fel helyette, hogy egy egyezményesen megvalasztando, kicsi id6kozre kell szamitani
az atlagsebességet. Cafolat helyett folytassuk a vizsgdlédast olyan mozgdssal, amelynél
a sebesség egész szdm (példaul s(r) = 3, v(2) =7), és akkor mar senki se fog akarni
megallni, mondjuk, 7 = 10~%-n4l.

19. oldal
6. Most mér olyan példdkat valasszunk, ahol kerek szdm az eredmény, példaul s(r) = 3
1
(s(t) =12, s(t)=1* s(t) = ;>, t=1,tr=2,t=3sth.
A fizikdban megszokottaktdl eltéréen itt most s €s ¢t mértékegység nélkiili szam, és
lehet, de nem kell feltétleniil tisztdzni, hogy milyen mértékegységben adjdk meg az utat
és az id6t (a sebesség mértékegysége természetesen tadvolsdgegység/idéegység). Egyeldre

esak konkrét szamokkal dolgozunk (z is, & is konkrét szam legyen). A gyerekek példdul
igy dolgozhatnak a fiizetiikben:

A test mozgdsit leiré fiiggvény: s = 13

A vizsgalt pillanat: = 1 (sec)

h = 0,1 (sec)
s (m) s(1) =1 (m)
1~ o v~ St =351 ()
T 1,1 1 (sec) 0,1 sec
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s s(1)y =1
1,030301 s(1,01) = 1,030301
1 0,01 0,030301
‘ 1) = ——— = 3,0301
I 101 ¢ v 0,01 ’
h = 0,001

Felmeriil a kérdés:

Mi v(1) pontos értéke?
Sejtés: v(1) = 3

Egy masik pillanatban: ¢t = 2

h t s(t) t+h s+ h) | ve) =

0,1 2 8 2,1 9,261 12,61

001 |2 8 2,01 8,120601 | 12,0601

0,001 | 2 8 2,001 8,012006 | 12,006
v2) = 12

Természetesen ez a munka masként is elvégezhetd, nem kell ergltetni ezt a formalizmust!

A szadmitdsokat azonban szdmol6géppel, de lehetdleg teljesen ondlléan végezzék a
didkok. Izgalmas és szép pillanat, amikor a kozelits értékek alapjan megsziiletik a sejtés

221 NAan 21 22 2

a sebesség pontos értékérdl. Minél ondllobban dolgoznak, anndl inkédbb lesz a sajatjuk ez
az élmény!
A sebességfiiggvény:
SN RREIENCIE
(1) | 3 ‘12‘27‘—3‘ ‘

Célszerl beosztani, hogy melyik 7-vel melyik gyerek dolgozik, esetleg minden gyerek
mads ¢ idSpontban keresi a sebességet (vagy padonként ugyanaz a t, de egyébként kiilonbo-
26). Igy a t — v(r) tablazathoz sok adat gyiilik majd 6ssze, nem lesz nehéz kitaldlni a v(r)

képletét, amely erGsiti benniink azt az érzést, hogy egy olyan izgalmas, djszeri vilagba
csoppentiink, amelyben nagyon szép, kerek torvényszertiségek varnak felfedezésre.

Legalabb ket s(r) fiiggvényt vizsgéljunk meg ezen a médon.
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Id4dig minden prébélgatdson alapult, sejtéseinknek nem jéartunk utdna. Sem azt nem
tudjuk, hogy egy-egy konkrét ¢ helyen valéban az a szdm addédik-e v(#)-nek, amit gondo-
lunk, sem azt, hogy a megsejtett v(¢) képlet j6-e (csak néhany z-re néztiik meg).

El6szor most prébdljunk meg utdnajarni annak, hogy konkrét t &értgk mellett h-val
0-hoz tartva valéban a megsejtett érték adédik-e sebességnek. Azaz h-nak mar ne adjunk
konkrét értékeket.

A kovetkezd gondolatmenetet varjuk a didkoktol:
sy=1 =1
s+h) —s()=0+h3>-13=3r+3n>+1

3h + 3h* + h?

v(l)zT=3+3h+h2

Természetesen a hatarérték felismerését intuitivan végezziik el. Ranéziink a képletre,
és elképzeljiik benne a h-t rendkiviil kicsinek, példaul 10~%-nak, és maris latjuk, hogy a
hatarérték 3, tehat v(1) = 3.

A nagy gondolat ez: A végtelen sok kozelités elvezethet a pontos értékhez!

Fontos, hogy a betiikre val6 attérés jelent6ségét lassuk, tehat hogy mennyivel altala-
nosabb, ha a h-t paraméteresen hasznéljuk, mint ha csak konkrét értékekkel dolgozunk.

Ezt az altaldnossagot tovabb fokozhatjuk, ha most mar #-nek se adunk konkrét értéket,
hanem 7-t is paraméternek véve megvizsgaljuk a v(r) = 3¢ sejtésiinket:

Példaul
t+n*—r 2 +32%h+3m + 0 -1

h - h

Mindezek utdn mar csak egy tisztdzatlan pont maradt, és ez a hatarérték maga.

W(t) =~ stb.

Erintd
19-20. oldal
Nem biztos, hogy beugrik az a gondolat, hogy a szel6k meredekségét kéne megnézni.

Segit6 kérdés: Hogyan lehetne az dbrdn olyan egyenest taldlni, amely kozel van az érin-
t6hoz? (Es tgy legyen megadva, hogy adatai kiszamithatéak legyenek!)

Amikor a gyerekek rdjonnek a szelGvel vald kozelités technikdjara, varhatolag nem
kapcsolnak azonnal, hogy ezt mér egyszer végigesindltak, és elvégzik djra a szdmitdsokat
(konkrét szammal vagy betiivel).

Erdemes kivarni, amig maguktdl észreveszik a kapcsolatot a sebesség és az érintd-
meghatdrozds kozott. (Erre kérdez rd a 20. oldalon a 9. feladat.)

Még a szdmolds utdn sem egyértelmi a didkoknak, hogy az érintd a szel6 hatarhely-
zete. Ez végiil is definici6 kérdése.
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Tanulsdgos feladat:
Adjanak definiciét az érintdre!

Virhat6 példédul ez: ,, Egy kozds pontja van a gorbével.” A definicidk persze onkényes
emberi alkot4sok, de szeretnénk-e, ha a paraboldnak a tengelye egyben érintéje is lenne?!

egy kozos pontjuk van. . .

Moédositési kisérlet:
,» Egy kozos pontja van a gorbével, és a gorbe az egyenes egyik oldalan fekszik.”
Ekkor az alabbi dbrdkon

e érintd lenne, mig f nem lenne az.

Kell ez nekiink? A fogalomnak egy intuitiv varakozast kell kielégitenie (amely nagyon
szubjektiv is lehet), esetlinkben ez valami olyasmi, hogy a gérbe hozzasimul az érint6hoz.

A vita sordn a konyvbeli dbrdk lehetSleg ne legyenek lathatéak, mindenki maga
keressen alldspontja aldtdmasztasdra, a masik felfogdsanak cafolatdara megfelel$ rajzos
példdkat. Ha egy-egy fontos dbra nem jutna a gyerekek eszébe, azt a tandr a megfeleld
pillanatban a tdblara felrajzolhatja, vagy ekkor lehetne a 20. oldal példdit megszemlélni.

A kiilonféle allaspontok iitkoztetése utdn kozolhetjiik, hogy a matematikdban mi az
altalanosan elfogadott definici6 az érint6re. Meg lehet emliteni a timaszegyenes fogalmat
(egy kozos pontja van a fiiggvénygorbével, és a gorbe teljes terjedelmében az egyenes
egyik partjan fekszik, 14sd az a) és a d) dbrdkat), ez biztosan elgjott a vitdban.

A II. fejezet befejezésétdl kezdve adjunk fel idénként egy-egy sebesség és érintdmeg-
hatdrozasi feladatot, hogy ezt a sz€p intuitiv gondolatmenetet minél tobbszor bejarhassak
a tanulék (még miel6tt a kaptafak megjelennének).
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Ha a sebesség- és az érintémeghatarozas kapcsolata nem vélna elég vildgossa, cél-
szerli egy alkalommal a tablat kozépen kettévilasztani, és egy-egy analég problémat par-
huzamosan targyalni.

sty =1 fx) =x
v(2) =? Mi a (2, 8) pontbeli érint6 meredeksége?
stb. stb.

Rajzoljuk fel a szokdsos abrat, végezziik el mindkét feladat teljes levezetését, és ezzel
teljesen vildgos lesz a két probléma kapcsolata.

Ha van r4 id6, milliméterpapiron lehet dbrazolni fiiggvények grafikonjat ,,1000-szeres
1

nagyitadsban”, tehat példaul az y = — gorbét megnézziik a | 2, 3 pont kornyezetében,
X

1 cm-nek 0,001 felel meg. Ezzel is lehet érzékeltetni, hogy mit is jelent a gdorbe mere-
deksége egy pontban (meg azt is j6 latni, hogy milyen ,kozel van” a gorbe egy ilyen
kinagyitott kis darabja az egyeneshez — ezen alapszik a linedris interpoldcié. Megemlit-
hetjiikk, hogy ez nem minden esetben van igy, az y = |x| grafikont a (0, 0) kozelében
hidba nézziik 1000-szeres nagyitdssal, a csucs ottmarad).

7z

Az sem baj, ha mondunk egy-két sz&ls6érték-feladatot méar ebben az el6készit6 sza-
kaszban is. Az intuitiv érint6fogalom segitségével varhat6lag beugrik az otlet, amely itt
izgalmasabb, mint a késébbi, jol el6készitett részben, ahol a rendszeres targyaldsra sor
kertiil.
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I11. Sorozat hatarérteke

A fejezet megértéséhez sziikséges, hogy a gyerekek mar el6z6leg j6 néhany igen kii-
16nbdz6 sorozatot lassanak, jol értsék az a, jelolést, és azt, hogy hogyan lehet rekurziv
moédon sorozatot definidlni.

Bevezetés

21. oldal

1. Segitség: egymads utdn, mindegyik pontnal dontsiik el, hogy oda hanyféleképp lehet
eljutni. Ezt kapjuk: 1, 1, 2, 3,5, ... (mert mindegyikhez a két megel6z6 akarmelyikébdl

el lehet jutni).

3. Ha példdul f75 és f76 oszthaté lenne 19-cel, akkor fi4 = f76 — f75 is oszthaté lenne
19-cel; igy f73 is, tehét f7 is .. ., végiil fj is, ami viszont nem igaz.

Az okoskodds persze dltaldnosan is elmondhaté (ugyanigy).

22. oldal

4. VégezzEk el a didkok az osztdsokat, majd hagyjunk id6t a hanyadosok tanulmanyoza-
sdra. Most el6szor is taldlkoznak a hatérérték élményével. Ezek a szamok gyorsan koze-
lednek valamihez, a hanyadosok tizedesjegyei egymds utdn stabilizdlodnak. Vajon mihez
tartanak ezek a szamok, mi a hatdrértékiik? Lehet, hogy a didkok mindjart igy fejezik ki
magukat, lehet, hogy nem, most nem az elnevezésen van a hangsly.

Azt is érdemes megfigyelni, hogy a sorozat tagjai fel-le ugrdlnak, a hatarértéket két
oldalrdl kozelitik meg:

Ezen az 6rdn nem szabad sietni, legyen elég id6 ezekre az élményekre.

5. Az izgalmas kérdés: mi a sorozat hatarértéke?

(Szandékosan vdlasztottam olyan bevezetd példat, ahol nem nyilvdnvald, hogy mi a ha-
tarérték, ettdl érdekes a kérdés. Nincs semmi izgalom, ha példdul az | — ) sorozattal
inditunk; a 0-hoz tart, és kész, minek ezzel foglalkozni? — gondoljdk a gye,zekek.)

A hatarérték els6 néhany jegyét fel tudjuk irni: 1,618034. Mi kezdddik igy? Talan
lesz, aki négyzetre emeli ezt a szamot (egy ilyen 6rdn kell, hogy legyen szdmolégép

z. 2

naluk), hatha egy egész szdm négyzetgyokérdl van szé. A meglepetés Oridsi, a szam

négyzete: 2,618034, vagyis 1-gyel nagyobb a szdmndl. A szdm varhatdlag eleget tesz az

1+
x> = x + 1 egyenletnek, igy értéke

, a negativ eldjel nem jon széba, a hatdrérték
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1++5

tehét . Ennek a gondolatmenetnek természetesen nincs bizonyitd ereje, bdr a hat
tizedesjegyre val6 egyezés nagyon valosziniivé teszi, hogy jé tton jarunk.
Lehetséges, hogy mindez fel sem meriil.

Egy masik utat is mutatok, ez az érvelés nagyobb meggy6z6 erdvel bir.

fn+1 iy

Jn ’

(Megmutathatjuk a hatarérték valamelyik jelolését, hogy konnyebben ki tudjak fejezni
magukat, a pontos jelentésérol természetesen még nem eshet sz96.)

EKkOr fu+1 = xfp €8 fu+2 = Xfp+1 = x2fy , ezt fu + fus1 = fut2-be beirva ezt
kapjuk:

x =7

o+ Xfn = xzfn

Innen 1 + x = x2.

Es ha itt pontos egyenl8ség lenne . . .

Elképzelhet6 az is, hogy semmilyen otletiik sincs a hatdrérték meghatarozasara; nem
baj, enélkiil is mehetiink tovabb, s a kérdés mint egy izgalmas probléma fiiggében marad.

6. Két-harom példa alapjan konnyen levonhatjuk a sejtést, a hatdrérték mindig ugyanaz
a szam! Prébéljuk meg bizonyitani a sejtésiinket! A sorozat els6 két tagja legyen a és b.
Ekkor a tagok igy festenek:

a,b,a+b,a+ 2b,2a+ 3b,3a+ 5b, 5a + 8b, 8a + 13D, 13a + 210, . ..

Az egyiitthatokban felismerjiik az (eredeti) Fibonacci-sorozat tagjait. Ezek hdnyado-
sdnak hatarértékét c-vel jelolve (ha még nem ismerjiik az értékét) elmondhatjuk, hogy
el6bb-ut6bb két szomszédos tag hdnyadosa nagyon kozel lesz c-hez, hiszen az els6 dssze-

adand¢ is és a masodik is koriilbeliil a c-szeresére n6. Es ha n fantasztikusan nagy, akkor
n+1

ezek az aranyok borzaszto kézel vannak c-hez, igy is rettenetesen kozel lesz c-hez,
n

Fn+1

vagyis c-hez tart.

n
Ugye ez az okoskodds, ha nem is nevezhetd preciz bizonyitdsnak, azért nagyon meg-

gy6z58?
Szavazzunk, kit gy6zott meg teljesen ez a gondolatmenet?
De most vizsgédljunk meg egy mésik kérdést.
Az 1-gyel kezd6d6 Fibonacci-tipusu sorozatokban milyen lehet a tagok elGjele?
Nézziink meg néhany példat:
1,-1,0, =1, —1, =2, ... innen mindig negativ.
1, =0,5, 0,5, 0, 0,5, 0,5, ... innen mindig pozitiv.
1, =0,7, 0,3, —0,4, —0,1, ... innen mindig negativ.
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Ugy tiinik, el6bb-utébb elbillen valamelyik elSjel irdnydba. Vagy esetleg lehetséges
lenne, hogy nem billen el, vagyis a végtelenségig billegni fog, azaz felvéltva lesz pozitiv
és negativ?

A kérdés izgalmas és nem konny@i. De mi a kapcsolat e kozott és az el6z6 feladat
kozott? Az, hogy ha van Fibonacci-tipusi billegd sorozat, akkor itt a szomszédos tagok
hanyadosa mindig negativ lesz, &s gy a hatarértekiik nem lehet azonos a Fibonacei-sorozatnal
kapott 1,618034. .. értekkel, vagyis sejtésiink s ezzel az elobbi okoskodasunk is tévesnek
bizonyul. Adjunk id6t didkjainknak, hogy ezt a kapcsolatot észrevegyék. Persze lehet,
hogy nincs billegd sorozat, és akkor nem tortént semmi baj.

De van ilyen sorozat. El6bb-utébb (ha mar eleget gondolkoztak segitség nélkiil a
probléman) feltehetjiik a kérdést:

Van-e 1-gyel kezd6d6, Fibonacci-tipusd mértani sorozat? 1, q, qz, q3, e

A feltétel: ¢ + ¢"T' = ¢"*2. Innen 1 + ¢ = ¢°.

1+ ,
. Nos, az egyik ezek koziil negativ! Es ha ¢

g-ra két értéket kapunk: g =
negativ, akkor a sorozat tagjainak az eldjele. . .

(Ide egyébként kisérleti tton is el lehet érkezni. Az 1, x-szel kezd6d6 sorozatokat
nézve, a pozitiv eldjelre billendk x értékét csokkentve, a negativ el§jelre billendk x
értékét novelve, kereshetjiik a hatart, ahol majd nem billen el semerre sem. Ezek a jegyek
jelennek meg: —0,618..., amelyben felismerhetjiik 1 — ¢ értékét. Ez persze csak sejtés
idaig.)

A mértani sorozatos gondolatmenet elvezet egyébként % hatarértékéhez (sejtés

n
szinten), ha iddig még nem jutottunk el.

Erdemes djra végigfutni az elébbi, most mar hibasnak bizonyult meggydzé okosko-
ddsunkat arrél, hogy a szomszédos tagok ardnya mindig ugyanaz. A preciz bizonyitds
draga luxus, de ugy latszik mégsem felesleges. . .

Ahhoz, hogy egy ilyen kérdést precizen vizsgalni tudjunk, és ne tévedhessiink el
ennyire konnyen, el6bb tisztdzni kellene, mit is jelent pontosan az, hogy eqy sorozat tart
eqy szamhoz. Ez j6l motivilja a hatarérték fogalmanak megalkotdsdra rovidesen irdnyuld

erbfeszitéseinket.
F D
;H hatérértéke mindig 1étezik (az egyetlen 0, O,
n

Megjegyzés: Bizonyithatd, hogy

0, ... sorozattdl eltekintve), és csak az értékek valamelyike lehet. A negativ

értéket akkor és csak akkor kapjuk, ha a sorozat mértani sorozat ezzel a kvdcienssel
(ami Fibonacci-tipusu sorozatndl azzal ekvivalens, hogy a mdsodik tag ennyiszerese az
elsének; a csupa 0-bol all6 sorozatot folyamatosan figyelmen kiviil hagyjuk). Mivel az
ember ilyen ardnyban 4ll6 elsd két tagot spontin mdédon nem valaszt, ez adja a fenti
kérdések nehézségét és a téves sejtéseket.
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A bizonyitdshoz az az — Onmagdban is érdekes — dllitds vezet el, hogy minden
Fibonacci-tipusu sorozat n-edik tagja ilyen alakban is felirhat6:

A(l +ﬁ>n+3<1 _2\6)",

2

alkalmasan megvélasztott A, B szdmokkal. Ebb6] viszont meg lehet kapni a kdzonséges
Fibonacci-sorozat explicit alakjat is.

(A fenti megjegyzés tartalmat nyugodtan elmesélhetjiik a gyerekeknek, felfedezteté-
sére azonban csak kiemelkedd képességili csoport esetén érdemes véllalkoznunk.)

2
7- anﬁ_

3
1

8. a, — 2

Ha (k — 1) darab O-val, majd 1-gyel kezd6édik a sorozat, és mindegyik tag a megel6z6
2

k tag szdmtani kozepe, akkor a hatdrérték: il Mindezt persze a didkoknak csak

megsejteniiik kell, most a hatarérték jelenségével ismerkednek — bizonyitdsok nélkiil.

23. oldal

9. Természetesen igazi bizonyitdsr6l most sem lehet sz4, de itt méar provokaljuk Sket:
mondjanak érveket a sejtések mellé.

10. Kedvezs esetben elvitatkoznak az ellentétes dllaspontok hivei, és ez eldkésziti a
terepet a kovetkezd részhez.

A hatarértek definicioja
23. oldal

11. Varhat6 példaul ez a javaslat: (a,) — ¢, ha a sorozat tagjai egyre kozelebb keriilnek
c-hez (més széval, ha |a, — ¢| monoton csokken).

1 1

5, g, oo
Ez nyilvdn nem felel meg a fogalommal kapcsolatos varakozasainkak.

Ennek kovetkeztében példaul (1, ) — =5 teljesiilne. . .

Ennek a definiciénak a megsziiletése az 6rdn igazi szellemi kaland lehet!

24. oldal

12. Az a j6 persze, ha elsGsorban az 6ran felvet6ds nézetek iitkoznek meg egymadssal,
és csak ez utdn jonnek az itt olvashatdk.

Melyik definicié miért nem lenne szerencsés?
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13. esetén példdul
1,1,1,1, ... — 5 igaz lenne;
14. a) mellett

1 , ... — 0 hamissa valna;

Bl

11
150
14. b) elfogadésa esetén pedig
0,1,0,1,0,1, ... - 0¢és
0,1,0,1,0,1, ... — 1 egyarédnt igazak lennének.

A definicio hasznalata
25. oldal

16. Célszer(i tobb konkrét ¢-nal is eljdtszani az egészet, miel6tt altaldnosan vizsgdlnank
a kérdést. Keserves munka, de tisztabb lesz t6le a hatarérték definicidja.

17. b) A tiblizat kitoltése kozben jobban megértjiik a hatarérték két definicidjat, és azt
is, hogy miért ekvivalensek (véges sok marad ki <= valahonnan kezdve mind bent
van).

Mi a tabldzatban egymds mellett all6 szamok kapcsolata?

(Ha példaul a 20-ndl nagyobb sorszdmu tagok mar mind az ¢ sugari kdrnyezeten
beliil vannak, akkor legfeljebb 20 tag lehet a kérnyezeten kiviil. Ha viszont csak
annyit tudunk, hogy példdul 13 tag van a kornyezeten kiviil, akkor ennek alapjan
nem tudunk egy kiiszobdt mondani, amelytdl kezdve mindegyik tag a kdrnyezeten
beliil lesz, de azt azért tudjuk, hogy ilyen kiiszob létezik, hiszen a 13 tag kozott van
egy utolsd.)

26. oldal

18. Beszéljiik meg, hogy van ugyan olyan &, amelyre (¢ — ¢, ¢ + €)-on kiviil csak véges
sok tagja van a sorozatnak, de nem minden ¢ ilyen. Ez el6késziti a kovetkez§ feladatot.
Jobb osztdlyban prébdra tehetjiik a tanuldk logikai érzékét azzal, hogy a 18. feladatot
dtugorva mindjart 19-et kérdezziik.

A gyerekek konnyen elhibdzzdk az olyan feladatokat, hogy ,,mi az X 4llitas tagaddsa”.
Ilyenkor esetleg nem a megfeleld gondolkoddsi képesség hidnyzik, hanem egyszer(ien
nem értik, hogy mit akarunk t6liik. Mi ugyanis az ,,X nem igaz” 4llitds valamelyik ekvi-
valens atfogalmazasat varjuk, mig szamukra barmely allitas j6 vélasz, amely kizdrja azt,
hogy X igaz lehessen (ez tehdt altalidban erdsebb 4llitds anndl, amit varunk). Erre utal
roviden a 20. feladathoz illesztett megjegyzés, de sziikség lehet egy alaposabb megbe-
szélésre is (rossz vélaszok esetén).
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20. (ap) /> c <= (b)

A kapcsolatok:

(b) (an) c
7 N\
@  (© (@) # (¢) (ésigy (b) # (©): (0,1,0,2,0,3,...) 0

(c) = (a) (ésigy (b) == (a)): (1,1,1,1,1,1,...) 2
23. a) 1. O0<vn+1—-n<e

vn+1l< . /n+e
n+l<n+2yn-e+ée
f Az egyenl6tlenségek megolddsa sordn
1 <2yn-¢ a nem ekvivalens [épéseknél jeloljiik
1 <4-ne? meg a logikai kapcsolatot!
1
E <n
1 1
I ve+1—+/n=

<
Vn+1+n 2yn
1
—— < ¢ elegend? stb.

2y/n

22. b), 23. b), ¢) A Bernoulli-egyenl&tlenséggel: (1 + x)" = 1+ nx, han € Nt és
x=—1.

Ha iddig még nem szerepelt, akkor 2-3 o6rdval a felhaszndldsa el6tt adjuk fel 6néllé
feladatként!

Példaul 23.¢) 0< 09" <e¢
9\"
(%) <
(o)
9

(S5}

7~

p—
- +
+ ol —
S ~
| 3
\Y \Y/
| [ (e}

™ | \O
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1 1 1
23.d) 1<1+-+5+—5<1l+¢
n n?: nd

Vo. az a) és ¢) feladatok megoldasaval.
Erteniiik kell, hogy az 1. sor igazsdgdra szeretnénk kovetkeztetni a legalsé sorbél, ahol
egy n e|ég nagy tipusu dllitdsnak kell dllnia. (Az 1. sort tehdt nem azért irjuk fel, mert
tudjuk, hanem mert ezt akarjuk belatni.)

Feladatok
27. oldal

25-26. A hatdrérték definiciéja minden pozitiv e-ra megkivan valamit. Most azt gyako-
roljuk, hogy a ,,minden”-bdl kivalasszuk a céljainknak megfelels e-t.

25-nél: a, — ¢ és a, — d esetén

c—¢ c+e d—c¢ d+e¢
L . AY L . AY
. 7 AN i 7

Cc d (c < d)

- C

e < -re ellentmondast kapunk, hiszen a sorozat tagjainak véges sok kivétellel

(c —&,c+e)banis és (d — ¢, d + €)-ban is benne kéne lennie, ez azonban lehetetlen.
c— & cte

26-nal: 5 ¢ }

& < ¢ valasztdssal megkapjuk a kivant kovetkezményt.

C" 7

27. A megforditds nem igaz, példa erre a, = \/n.

Erdekes tovabbi kérdés lesz a +oo-hez tartds fogalmédnak tisztazdsa utdn: Lehetséges-e,
hogy (an+1 — an) — 0, és au-nek nincs (sem véges, sem végtelen) hatdrértéke?

Vilasz: Lehetséges, példdul a kovetkezd sorozat ilyen:

1 12 321 1

2 3 4
~,0,2, 5,2, 5,1, ..
07 57 57 57 57 b
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(0 és 1 kozott fel-le sétalunk, mindig eggyel tobb 1épésben téve meg az utat.)

28. Ismét izgalmas vita varhaté! Mindegyik javaslatot vitassuk meg: mit jelentene, ha
ezt fogadnank el.

Miveletek sorozatokkal

28. oldal

30. (ay, +b,) —a+b, (ay —by) — a—>b, (ayb,) — ab.

Ne felejtkezziink el a hanyados hatarértékér6l sem: Ha még b, = 0 (n = 1,2, 3, ... )
és b = 0 is teljesiil, akkor (Z—:) — g.

A bizonyitastdl tekintsiink el! (Bar (a, + b,) — a + b esetleg sz6ba johetne.)

32. a) Fent is, lent is osztunk n’-tel.

29. oldal

33. Ezek beugrat6 kérdések. Az el6zb tételek hatdsdra a kovetkezd téves vélaszok vér-
haték:

a) 0-hoz tart6 sorozatok Osszege, tehat 0-hoz tart;

b) 0-hoz tart6 szorozva valamivel, tehdt 0-hoz tart;

1 a1
¢) ——0, V0 — 0, tehat \/j—>0;
n n
1 ) 1\"
d) (1+-) =1, 1" = 1,tehat (1 +—) — I;
n n
vagy 1-nél nagyobb szdm n-edik hatvanya a c-hez tart.

J6 beugraté kérdés még az is, hogy mi az dbran lathaté gorbék hosszanak hatdrértéke:

F\N\N\r‘\

1 1 1

(Egy félkor, két félkor, 3 félkor stb.)
Meglepd, hogy mindegyik gorbe % hosszuisdgu, noha ,,beleolvadnak™” az 1 hosszisagu

szakaszba.
Mik a helyes valaszok az a), b), ¢), d) kérdésekre?

nn+1) 5, n+l 1
) a=—— = s
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-2 2n

b) by=r?—2 =
b b= T T
1
¢) a, = ? Kimutatjuk, hogy /n — 1, ebbdl kovetkezik, hogy a, — 1.
n
l<{n<l+e
1<n<(1+6)"=1+<T>-€+<;>-82+... (binomidlis tétel)
1
n , nmn—1) ,
< . - — .
(1) e mmzn
| n—l'g2
2
8—2+1<I’l

" 1
d) <1 + —> > 1+ n-—- = 2,igy a hatarérték semmiféleképp sem lehet 1.
n n
n

1
Jatsszanak kicsit a szdmol6géppel (megnézik kiilonbozé n-ekre (1 + —) értékét),
n

megfogalmazzak a sejtéseiket (monoton novekedve tart egy szamhoz, amelynek elsé
néhény jegye 2,718. . .). Ezutdn mesélhetiink az e szdm szerepérdl a matematikaban.

(Kicsit késdbb, a differencialszamitasnal (ex)/ = ¢*, (Inx) = — is elmesélhets.)
X
Szoéba johet a ,természetes” logaritmus kapcsan példdul a primszamtétel is:

m(n)

— 1. han — oo,
n

Inn

1

X
| ‘
! C

A satirozott rész teriilete Inc.

Vagy ez:

34. a > 0 esetén a = 0 esetén

Cél: \Ja—e < Jay < \Ja+e, Cél: 0< Jay <e,
(Va—e? < ap < (Va+ 8)2, ami 0 < a, < €%, ami teljesiil (véges sok
teljesiil (véges sok kivétellel). kivétellel).
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Feladatok

30. oldal
37. ) O<\/T+\/§+2... +\/ﬁ<n2nzistb
n n n
1
e) 1<{2+-<V3<l+e
n
1 1 1
g) an =27+Z+'" +2n—1 =21_TIT = zgzﬁ%zz

Itt mar megjelenik a részsorozat hatarértékének gondolata.

38. a) I. Abrdval vagy szdmolgatissal sejtsiik meg elGszor az eredményt. Ezutan pél-

5 5
daul an=§+x:>an+1=§+%stb.

II. Adjunk explicit képletet a,-re:

5  ap— 5 5 ap—»> 5 5 5 ap
C) (an) — 0.

El6szor is 0 < a, < 1 és (a,) monoton fogyasa nyilvanvald. Azt kell csak igazolni,
hogy barmely ¢ > 0-ndl van kisebb aj,.

Amig a, > ¢, addig n+1 = an — a%, < ay — €2, tehdt minden 1épésnél e2-tel kell
legalabb csokkennie. Igy el6bb-utébb a, ¢ ala siillyed.
39. El8szor is (a;) monoton nd.
Azt fogjuk igazolni, hogy barmely K szdmndl van nagyobb tagja a sorozatnak. Amig aj
nem éri el a K-t, addig ap+1 = a, + . > ap + —, tehat minden 1épésnél legalabb E—Val

n
kell nénie. Igy elébb-utébb eléri K-t. A sorozat tehdt nem konvergens (o0-hez tart).

31. oldal

41. Egyik allitasbol sem kovetkezik a masik.

2 1
Ellenpéldak: a, = —, b, = —, illetve ay =n+1, b, =n.
n n

42. a) Nem kovetkezik. Példa: (a,) = (0, 1,0, 1, ... ) (b)) =(1,0,1,0, ...)

b) (an + by) divergencidja kovetkezik, (ay, - b,) lehet konvergens is.

Ha ugyanis ¢, = a, + b, konvergens lenne, akkor b, = ¢, — a, is konvergens
lenne, noha nem az.

Ha (ay) = (0, 0, 0, ... ), akkor (a;, - b,) konvergens, barmilyen is a (b;) sorozat.
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Részsorozat, monotonitas, korlatossag és konvergencia

31. oldal
44. 0,1, —1,2, —2,3, =3, ...

Ez utdn természetes folytatds a 45. feladat. (A kérdés feltevését a gyerekektdl is elvar-
hatjuk!)

45. Most is torekedjiink a definici6 kozos megalkotdsara.
Végiil a vélasz: ez is lehetséges. 0,1; 0,9; 0,01; 0,99; 0,001; 0,999; ...

n
Vagy: = (=D
agy: an = (=D"——
32. oldal
1 1 1 1 1 1
. igaz. Példaul 1, -1, =, —=, = == =, —-
49. Nem igaz. Példdul 0, 1, _— 5 3 T T T

33. oldal

56. Nem lehetséges, mert (ag,) kozos részsorozata (azy,)-nek és (az,)-nek.

Itt felhaszndljuk az egy sorral lejjebb kimondott tételt. RemélhetSleg ezt a tényt a gyere-
kek mar a megel6z6 feladatok kapcsan onalléan megfogalmazzak és belatjak.

57. példaul 0, 1, O, 1, 2, O, 1, 2, 3, 0, 1, 2, 3, 4, ...
Csukott konyv mellett megkérdezhetjiik a didkoktdl, hogy kinek milyen djabb izgalmas

probléma jut az eszébe a feladat kapcsan. (Eldrulhatjuk, hogy valami kiilonlegesen szép
kérdés feltevésére van most lehetGségiik.) Nagy elismerést érdemel, aki 58-at megkérdezi.

58. Létezik. Ilyen sorozatot kapunk, ha példdul a raciondlis szimokat sorozatba rendez-
ziik.

Erre egy modszer:

—~, 1 1 2 1 1 5
-, 0, —=, -, =2 —- 0 =, I, 1, =, 2, 2.
07 Iw’ 37 37 b 3’ 37 b 3’ 37 bl
N
0, 1, —1, ...
N

1 1
Vagyis 0-bdl 1-be 1 1épéssel, 1-bbl (—1)-be E—es Iépésekkel, (—1)-t61 2-ig g—os 1épések-

1
kel, 2-t81 (—2)-ig Z-es 1épésekkel haladunk stb.

V6. a 27. oldal 27. feladatdhoz fGizott kommentarral.
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59. Nehéz. Egyetemen tanultuk. . .
Emlékeztet6 a bizonyitasra:

Az (ay) sorozatban az i-edik tagot kiemelkedének nevezziik, ha nagyobb minden utidna
kovetkez6 tagnal.

Ha végtelen sok kiemelked6 tag van, akkor ezek egy monoton fogyé részsorozatot alkot-
nak.

Ha csak véges sok ilyen tag taldlhatd, akkor valahonnan kezdve mar egydltaldn nincs
kiemelked? tag, tehat valahonnan kezdve minden taghoz taldlhat6 ndla nagyobb vagy
egyenld és kés6bbi (magasabb sorszdmu) tag. Vélasszuk ki aj,, -et innen.

an,-hez dap, = ay,, no > ny;
an,-hoz dapy, = ay,, n3 > ny stb.
Any, Gy, Qpy,...monoton novekvd részsorozat.
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IV. Fiigguény hatarértéke &s folytonossaga

A hatarértek definicioja
39. oldal

2. Lehetséges megkozelitések: géppel szamolds vagy intuitiv levezetés a 37. oldal stilu-
séban.

Hatarérték a vegtelenben
42. oldal

1. TItt is lehet géppel szamolni.

12. Amikor a vdlasz a tankdnyvben mindjart a kérdés utdn jon, a feladatot (csukott konyv
mellett) szoban adjuk fel!

43. oldal

2. megjegyzes: Tdjékoztatds volt csak a célom ezzel, ne mélyedjiink el benne. Ezek a
finomsdgok az egyetemre valdk.

Miiveletek fiiggvényekkel

43. oldal

15. Ne felejtkezziink el a hdnyados hatarértékér6l: Ha még d # O is teljesiil, akkor
i fx) ¢

im —- = —.

x—b g(x) d

44. oldal

16. ¢) Leosztunk (x — 2)-vel. J6 alkalom a szorzatt4 bontds ismétlésére.
18. a) Fent is, lent is osztunk x3-nal.

20. f(x) = sgnx, g(x) = —sgnx, b = 0 (vo. 31. oldal 42. a) és 41. oldal 7. feladat).
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Folytonossag
46. oldal

2. definicio: Fogalmazzuk meg a definiciét az abszolit érték hasznalata nélkiil is.

A feladathoz kérhetiink a gyerekektSl kapcsol6d6 kérdéseket, 26. felvetése varhato.
(De példaul az is felmeriilhet, hogy a fiiggvény (—, 0)-ban ne legyen folytonos, de
(0, o0)-ben viszont folytonos legyen.)

x, ha x racionalis;
26. f(x) = P
—x, ha x irracionalis.
Masként f(x) = x - D(x).
49. oldal

30. a) Lasd 44. oldal 20.

b) Hah = f+ g folytonos b-ben, akkor g = h— f is folytonos lenne, pedig nem az.

Ha f = x — 0, akkor fg minden g: R — R fiiggvényre folytonos. V6. 31. oldal
42. a), b) feladat.

Figgvénytulajdonsagok
49. oldal
31. V6. 31. oldal 45.

Fiiggvény feliilrdl korlatossdgat stb. kozvetleniil is megfogalmazhatjuk (megadhaté egy
olyan A szdm, amelynél minden fiiggvényérték kisebb vagy egyenld, azaz f(x) < A
minden x € Dy-re), vagy az el6z8 definici6t haszndlva azt is mondhatjuk, hogy az f
fuggvény feliilrdl korldtos, ha az R, halmaz feliilr6] korlatos stb.

50. oldal
32-38. Megkisérelhetjiik azt elérni, hogy ezeknek a kérdéseknek egy részét a didkok
tegyék fel (nyilvan sok egyéb kérdés is esziikbe fog jutni).
32. a) Ez afeladat is prébdra teszi a fiiggvényalkotds szabadsdgat. Az embernek eszébe
jut az x — — fiiggvény, de mi legyen a 0 helyen?
X

Aki mér tudja, hogy a fiiggvény teljesen tetszéleges hozzarendelés, az nem jon
zavarba. Legyen példaul:

1

—, ha O<x=1,;
fx) =4 x

3, ha x=0.

(V6. 13. oldal 13. ¢).)
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34. Lasd a 14. oldal 15. b) feladatat.

35. Ez is egy fontos és szép pillanat!

) x, ha 0=sx<1;
FO=10 ha x=1.

37. A szigord monoton novés miatt legfeljebb egy gyok lehet. De van-e gyok egyéltalan?
A Bolzano-tétel megsejtése a cél.

V6. 12. oldal 2, feladat.

Zart intervallumban folytonos fiiggvények tulajdonsagai

51. oldal
39. Mindegyik lehetséges.

a) b)

| A /\/ IV/\/\/\VA \/’

1

—1 ~1
¢)
| Ao/
/A i
o
52. oldal

40. (f— g)-re kell alkalmazni a Bolzano-tételt.
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V. Differencialszamitas

56. oldal

1
4. h) Jusson esziinkbe a \/x és az — is ennek kapcsan . . .
x

57. oldal

5. Legegyszeri{ibb nem folytonos fiiggvényt vélasztani.

7. Kézenfekv6 megoldds a Dirichlet-fiiggvény.

58. oldal
10. Példak:
L f(x) = /|x]
1
xsin—, ha x # 0;
X
0, ha x=0.
II1. Abréval, példaul igy:

IL f(x) = {

A feladattal kapcsolatban megemlithetjiik, hogy olyan fiiggvény is konstrualhat6, amely
mindeniitt folytonos, és sehol sem differencialhaté (ebbdl — nem egyszertien bar, de — az
is kovetkezik, hogy semelyik intervallumban sem monoton). A konstrukcié nehéz.
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Differencialasi szabalyok

60. oldal
12. A feladat els6 képletébdl egy zéréjel kimaradt. Helyesen:

R CE g(x))}/ — o (£ + ¢

Taldn meglepd, de NEM igaz. Legyen példaul f(x) = |x| és g(x) = —|x|. Ekkor
fxX)+gx) =0, (f+g) = x+—0,de f' és g’ csak x # O-ra értelmezett, igy ' + g’
értelmezé€si tartomdnya R \ {0}.

Ennek fényében tehdt a differencidldsi szabalyok ilyen médon torténd megadasa pon-
tatlan:

(fxg =f=¢

(f8) = f'g + f¢

(J_f)' _fla— 18

g g

Ehelyett csak annyit mondhatunk, hogy a bal oldalon 4l16 fiiggvény mindeniitt értelmezve
van, ahol a jobb oldalon 4ll6 fiiggvény értelmes, és ezeken a helyeken a fiiggvényértékek
megegyeznek.

Ezt a komplikdciét természetesen elkeriilhetjiik, ha f-r6l és g-r6l feltessziik, hogy
mindeniitt differencidlhaté (vagy hogy azonos intervallumon értelmezett, ott differenciél-
hat6) fiiggvények.

A tankodnyvben kimondott tétel preciz alakja valdban preciz, a pontatlannak minGsitett
alak dupldn is pontatlan, nemcsak azért, mert példaul x — (f(x) + g(x)) helyett
f(x) + g(x)-et ir, hanem a most elmondott okok miatt is.

Mindazonadltal ez a precizkedés (is) csak a tandr tisztdnldtdsat szolgdlja, a gyerekeket
vagy hagyjuk ki teljesen bel6le, vagy a feladat megolddsa utdin mondjunk par szot tdjé-
koztatasként.

Fiiggvényvizsgalat
61—62. oldal

Cél: megsejteni a derivalt szerepét az ilyen feladatok megolddsanal.

Bizonyitas nélkil fedezzek fel a monotonitas, szélsoertek vizsgalatanak modszerét. Tegye-
nek fel ezzel kapcsolatban ésszer(i kérdéseket, és fogalmazzak meg a sejtéseiket!

16. A fiiggvény /3-ig fogy, azutdn nd. (Az értékkészlet enélkiil is meghatirozhaté —
vO. Tandari utmutaté 10. oldal )
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62. oldal

23. a) Nem igaz (c lehet az intervallum szélén).
Példaul f(x) = 2 (l<sx<2;c=1 vagy ¢ = 2.
b) Nem igaz: x — x> a O-ban.
¢) Nem igaz. (Az el6z6 példa most is j6.)
d) Igaz.
e) Nem igaz (ha az intervallum szélén van a szélsGértékhely . . .).

f) Igaz, ha a maximumot és a minimumot is az [a, b] intervallumon keressiik.

g) Nem igaz, példdul f(x) = x*> a[—1, 1]-ben.

63. oldal
25. Egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy f csak a [0, 2]-ben van értelmezve.

a)

0 i 2
Abszolit maximum hely: 1 (mds nincs).

Lokélis maximum hely: 1 (mds nincs).

Abszolit minimum hely: 0 vagy 2 (esetleg mindkett§), mds nem johet

széba.
Lokélis minimum hely: nincs.
b)
0 1 2

Abszolit maximum hely: 2 (mds nincs).
Abszolit minimum hely: 0 (mds nincs).

Lokdlis szE€ls6értékhely: nincs.
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67. oldal

Megjegyzés

Mindezt el6nyosebb akkor megbeszélni, amikor a feladatmegoldas sordn ezek a kérdések
felvetddnek.

Persze més mddszerek is vannak f’ el8jelvizsgdlatira, ez csak egy a tobb koziil. Ha
példdul £/ masodfoki fiiggvény, akkor elvdrhatjuk, hogy az elGjeleket kapasb6l, minden
behelyettesités nélkiil meg tudjdk allapitani.

Feladatok

68. oldal

27. S = fO0) _ xg(x) _ o)
x—0 X

f differencidlhaté O-ban <= g-nek van (véges) hatarértéke a 0-ban.

110 = lim g(x)

28. Modszerek: a definici6 kozvetlen alkalmazasa (a), b), ¢), d), e)) vagy a bal és jobb
oldali derivélt meghatdrozédsa kiilon-kiilon (a), e), f)).

69. oldal
37. a) y Legyen elGszor x > 0.
Y
A
P a X
y x* x
a=—=— = —
y 2x  2x 2
2T = ay = =3
la x X =64 x=4
x < 0 esetén x = —4 addédik megoldasnak.
70. oldal
38. A tangens addiciés képletét kell felhasznélni.
my = 2
a ml = l

3
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1
tga =2 tg[)’=§

tga —tgff 2-
1 +tgatgf

tgla —p) =

W W] =

A bezart szog 45°.

39.

P vetiiletét az x tengelyen jeloljiik T-vel.
T= (0

- (o)

tga = —m= —

1 .
tga = — ! x,1nnen x = c.

c
Ebbdl adodik, hogy PT a haromszog kozépvonala, tehat P csakugyan felez6pont. PTB
1
teriilete 3z -c = 2’ innen OAB teriilete 4 - 2 = 2.
x+1, ha —1=<x<0;
41. a) f(x) = -5, ha x =0;
1—x, ha 0<x<=<1.

1
b) Ugyanez, csak f(0) = R

1. oldal
42. .

i 3 10

f' elgjele [0, 3)-ban, illetve (3, 10]-ben 4lland6 (Iasd a 67. oldal aljan kozolteket).
£(0) < f(1) figyelembevételével f’ elsjele [0, 3)-ban nem lehet negativ, tehat pozitiv.
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Ha Ha f’ (3, 10]-ben is pozitiv lenne, akkor f [0, 10]-ben szigorian monoton ndne,
ennek f(0) = f(10) (vagy f(1) > f(10) ) ellentmond.
f! elgjele:

i + I - I

0 3 10

Innen f abszolit és lokdlis maximumhelye: 3.
f abszolit és minimumbhelyei: 0, 10.

f lokalis minimumbhelye: nincs

43. 1/

o 3 10
4 eset van: -

++ 1
+ o+

Innen a befejezés nyilvanvalé.

2
44. A derivilt gyokhelyei: J_r?” + 2k (k egész).

2 2
Az elgjelviszonyok alapjan ?n + 2km-ben lokélis maximuma, —?ﬂ + 2km-ben pedig

lokélis minimuma van a fliggvénynek.
45. |p| < 1-re.

46. Azt hinné az ember, hogy f’ elGjelviszonyaira csak ez a 4 lehetSség van ¢ egy elég
kis kornyezetében:

f=0 f=0
c

fl=0 f=<0
c

=<0 =0
c

=<0 =<0
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Ez pedig azt jelentené, hogy igaz az 4llitds. Valéjdban azonban lehetséges, hogy f’
barmelyik (¢ —¢, ¢), illetve (c, ¢ +¢) intervallumban pozitiv és negativ értékeket egyarant

felvegyen.
1
2 in 2 )
Példa: £(x) = X smx, ha x # 0O;
0, ha x =0.

f-re az I-1V. éllitdsok egyike sem teljesiil.

y=-x
1

(A gyerekekt6l csak egy intuitiv rajzot varhatunk, ezt a példit nem, hiszen sin —-r6l nem
X

tudjak, hogy differenciédlhatd.)

47. a) és 47. b) Ezeket persze nem differencidlszdmitdssal kell megoldani.

¢) Ez megy differencidlszdmitdssal, de anélkiil is. sina — cosa = ¢ akkor és csak
akkor megoldhaté, hogy ha az y — x = ¢ egyenes metszi az x> + y> = 1 kort.

72. oldal
48. a) f(x) = sinx — %x.

T

fO) = f (§> = 0, tovabba f {0, %}—ben egy ideig nd, azutdn csokken. Ebbdl

azonnal adédik, hogy f(x) = O itt.

b) Ehhez el6szor is egy segédtétel: ha
(1) f és g differencialhaté [a, b]-ben;
(2) f(a) = gla) és

(3) f'(x) = ¢'(x) [a, b]-ben,

akkor f(x) < g(x) [a, b]-ben.
Bizonyitas:

Legyen h(x) = g(x) — f(x).
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Ekkor h(a) = 0 és h'(x) = g'(x) — f'(x) = 0.
Innen /2 monoton nd, tehat A(x) = 0 [a, b]-ben.
gx) — f(x) =0

g(x) = f(x). Készen vagyunk.

3
Végiil x — < < sinx e segédtétel kétszeri alkalmazadsdval adédik:

3
x— 2 &s sinx a 0-ban 0, igy elég belétni, hogy

6
3 /
<x— %) < (sinx)’
L r

<cosx, ha x=0.

\S]

A 0-ban mindkét oldal értéke 1, igy elég belatni, hogy

(-3)

—x < —sinyx,

IA

(cos x)’,

x = sinx, ha x = 0.

Ezt a sin x definici6jabdl leolvashatjuk:

)
S1nx
48. ¢) x"(1 —x) maximumhelyét a [0, 1]-ben keressiik meg a szokdsos mddon.

x = — adédik.
n+1

. ( n >" 1 1
Innen a maximum . < —.
n+1 n+1 n

72. oldal 52. — 75. oldal 68.

A sz€lséérték-feladatok jelentds része megoldhaté differencidlszamitas nélkiil, elég is-
merni a masodfoku fliggvények viselkedését.

A feladatok egy részét a Matematikai Feladatgydjtemény III. kotetébdl vettem. A két
utolsé feladat frasbeli felvételi példa volt (1980, Miiszaki + TTK; illetve 1974, kiilfoldi).

2
55. Azy = % egyenletti gorbérdl van szo.
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