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Nehany szo a kanyvsorozatral

A Matematika-médszertani Kutatécsoport kozépiskolai matematikatankonyv-sorozata,
melynek ez a konyv is része, egy 1973-t6] mintegy masfél évtizeden keresztiil folyt
tanitdsi kisérlet eredménye.

Eziton mondunk koszonetet azoknak a tandroknak, akik részt vettek a kisérletben és
minden munkatdrsunknak, akik értékes tapasztalataikkal, beszdmoldikkal, megjegyzése-
ikkel nagyon sokat csiszoltak, javitottak az anyagokon.

Koszonetet mondunk Surdnyi Jdnosnak, aki két évtizedig vezette a kutatocsoport sok
nehézséggel terhes munk4jat, figyelemmel kisérte, osszefogta és kézben tartotta a tanitasi
kisérletet, nagy szakmai tuddsdval és emberségével segitette az iskoldkban folyé munkat,
a tandrok szdmdra komoly tdmaszt jelentve; vallalta a kisérleti anyagok elkészitésének
folyamatos szakmai irdnyitdsat, beleértve az anyagokhoz készitett részletes birdlatait,
amelyek alapjan az évek folyaman sok jelent8s javitdsra keriilt sor.

Koszonettel tartozunk Gador Endrénének, aki a kisérletezd tandrok munkdjat segitet-
te, és akinek a kisérleti anyagok javitdsdban is sok része volt, és Genzwein Ferencnek, aki
a 80-as években nagy segitséget nyujtott ahhoz, hogy a kisérleti munkdkat folytathassa a
kutatocsoport.

Nagy szeretettel gondolunk Gébos Ildikéra, aki mér sajnos nincs kozottiink, és aki
nagy tandri tapasztalatdval, a kisérletben val6 lelkes és dldozatkész részvételével, tandri
utmutatok készitésével nagyon jelentds részt vallalt konyvsorozatunk kialakitdsdban.

Hél4val tartozunk Péter Rézsdnak, aki élete utolsé éveiben — mdr nagyon betegen
is — igen sokat segitett a konyvek elkészitésében; Rényi Alfrédnak, aki annak idején a
Matematika-mdédszertani Kutatécsoportot a Matematikai Kutaté Intézetben létrehozta, és
aki nagyon hatékonyan tdmogatta a tanuldk 6ndllésdgara, kezdeményezéseire, tapaszta-
lataira, felfedezéseire épitd matematikatanitast.

Ko6szonettel tartozunk Kékes Marianak, aki a Miszaki Kiado részérsl sokat tett azért,
hogy ez a konyvsorozat minél tokéletesebben juthasson el az iskoldkba.

Konyveink szedését D. E. Knuth amerikai matematikus TEX matematikai kiadvény-
szerkesztd programjaval készitjiikk. Bori Tamasnak, Fried Katalinnak és Juhasz Lehelnek
koszonjiik, hogy ennek a lenyligoz6en matematikuslelkiiletd programnak kiilonb6zé for-
télyait megismertették veliink.

Halmos Mdria
a konyvsorozat alkotd szerkesztdje



|. Fiiggvenyek

Halmazjelolések, elnevezések

R a valés szamok halmaza.

N=1{0,1,2,3, ...} atermészetes szimok halmaza.
N7 a pozitiv egész szamok halmaza.

Q a raciondlis szamok halmaza.

Legyen a < b. Ekkor:

(a,b) = {x| a < ¢ < b} (nyilt intervallum)
[a, b] = {x| a < x < b} (zért intervallum)

(a, ©) = {x| a < x}
(=00, a] = {x] x < a}
stb.

Legyen A és B két tetsz6leges halmaz.

A N B jeloli a két halmaz kozds részét (metszetét), tehdt azokbdl az elemekbdl 4ll,
amelyek mindkét halmazban szerepelnek.

A U B jeldli a két halmaz egyesitését (unigjat), tehit azokbodl az elemekbdl 4ll, amelyek
legalébb az egyik halmazban szerepelnek.

A\ B={x|x€ A é x & B}, vagyis A \ B-hez ugy jutunk, hogy az A elemei koziil
elhagyjuk azokat, amelyek B-ben is szerepelnek.

A ¢ szam r sugaru kornyezete a c-hez r-nél kozelebb es6é szamokbdl 4ll.

%, A fenti jelolésekkel:

A ¢ szdm r sugaru lyukas kornyezete az r sugard kornyezetbdl ¢ elhagyasaval jon 1étre.

%, A fent jelolésekkel:

A fenti ket definicioban r csak pozitiv szamot jelolhet.



A fiiggveny fogalma (ismétlés)

Legyen A és B két tetsz6leges halmaz. Rendeljiink hozzd A minden eleméhez pontosan
egy B-beli elemet. Az ilyen hozzdrendelést fiiggvénynek nevezziik.

A B
* A Ez példdul \(\u%yén%

Ha a fiiggvényt f-fel jeloljiik, az x elemhez hozzarendelt elemet a fiiggvény x helyen
felvett értékének nevezziik, és f(x)-szel jeloljiik.

A B

f(x)

Az A halmazt a fiiggvény értelmezési tartomédnyanak, a fliggvényértékek halmazat pedig
a fliggvény értékkészletének nevezziik. (Ez a halmaz B-nél sziikebb is lehet.)

Jelolésiik: D 7 illetve R f-
Tehat:
Df=A sz{f(x)\xEA}

A B
f

P

Ebben az anyagban kizardlag olyan fiiggvényekkel foglalkozunk, amelyek val6s szdmo-
kat rendelnek valds szdmokhoz. Ezeket valos fiiggvényeknek nevezziik.

A tovibbiakban szdmon mindig valds szdmot, fiiggvényen — akkor is, ha ezt nem
hangsilyozzuk — mindig valos fiiggvényt értiink.



Figgvények megadasa
. Keplettel

1. a) x— x?

b) »y+—»?
e) f(x) = x?
d) g0y =»*

Ez mind ugyanazt a fliggvényt adja meg. (Mi az értelmezési tartoméany?)

A kozelmiiltig megengedett volt, sok tankonyvben ma is megtaldlhaté még az y = x?

jelolés, tovabba az ,,.x? fiiggvény” kifejezési méd.

2. x— al
x+1
X
f(x)_—x+1

Megallapodas: Ha az értelmezési tartomdny nincs megjeldlve, akkor a fiiggvény az dsszes
olyan valds szdmra értelmezve van, amelynél a kijelolt miiveletek elvégezhetSk (tehat az
értelmezési tartomény a szénak ebben az értelmében a valds szdmok korében a ,lehetd
legb&vebb”).

Ez a két fiiggvény is azonos. Két fiiggvény, f és g azonos, ha ugyanazokhoz az
elemekhez ugyanazokat az elemeket rendelik hozza: Dy = Dg, és minden x € Dy-re

fx) = gl).
3. fy=x> (x=1)
x— x2 (x EN)
1
gy =»* (y= e n€N>
stb.

Utasitassal, tablazattal

1.
x Példk:



I1l. Egy kozelebbrsl meg nem hatdrozott fiiggvényt 4ltaldban egyetlen betiivel jeloliink:
f> g, h. llyenkor azonban meg kell mondanunk, hogy fiiggvényrdl van szé: ,,az f fligg-
vény . ..”. Irhatjuk ehelyett azt is, hogy x — f(x), ez hosszabban, de ugyanazt fejezi ki.
Régebben haszndlatos volt az y = f(x), illetve az f(x) jelolés is az f fliggvényre.

Ha az x — x? fiiggvény helyett az ,,x? fiiggvényrél”, az f helyett az f(x) fiiggvényrél
beszéliink, akkor ugyanazzal a jeloléssel két teljesen kiilonb6zd dolgot jeloliink egyszerre:
x% szdm is, fiiggvény is, és hasonléképpen f(x) egyszerre jelent egy hozzarendelgst is és
az x-hez hozzirendelt elemet is. Mindazoniltal ez a pontatlansidg idénként megenged-
het6*, ha kényelmiink igy kivdnja, és ha nem fenyeget a félreértés veszélye (a szoveg-
Osszefiiggésbdl dltaldban tudni lehet, hogy a kérdéses kifejezéseket melyik értelemben
hasznaljuk).

Felvételin, érettségin azonban keriiljiik el ezeket a pontatlan kifejezéseket!

Amikor a fizikus az s(¢) vagy s = s(¢) fliggvényekr6l beszél, akkor nem teljesen
ugyanaz a kép lebeg a szeme el6tt, mint amit most atismételtiink. Szamara s és ¢ 6nallé
jelentéssel bird, ugynevezett valtozo mennyiségek, és a fiiggvény két vdltozé mennyiség
kapcsolata (6 tehdt nem csak a hozzdrendelést latja maga el6tt). Ilyen helyzetek vizsgé-
latanal a fizikdban szokasos jeloléseket célszerd hasznélni.

Két valtozé mennyiség kapcsolatat persze tokéletesen leirja az a hozzéarendelési uta-
sitds, amellyel az egyik tetszOleges értékébdl megkaphatjuk a mdasik megfeleld értékét
(tehat példdul az eltelt id6 értékébsl a megtett utat), matematikai szempontbél ¢sak ez
a lenyeges, és éppen ez a felismerés vezetett a mai &rtelemben vett fiiggvényfogalomhoz:
ket valtozo mennyiség kapcsolatdbol” kihullott a két véltozé mennyiség, és megmaradt
a kapesolatuk; az a hozzdrendelési utasitds, amelyrSl az eldbb beszéltiink. A fizikdban
azonban természetesen tovabb él az eredeti fogalom, és igy az ennek megfeleld jelolés is.

Fiiggvény grafikonja

4. Mit kell érteni egy fliggvény grafikus dbrazoldsan?

5. Abrazoljuk az aldbbi fiiggvényt!

) x, ha 0<sx<1
JO =13 o ha 1=x=2

Olvassuk le a grafikonrdl a fliggvény értékkészletét!

* Van olyan felfogés is, amely szerint ez mindig keriilendd.
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6. Az dbrdn egy fiiggvény grafikonja lathato.

—_— N W A NN =

1 23456 7*%*

Felveszi-e a fiiggvény a 3 értéket? Van-e olyan érték, amit tobbszor vesz fel? Hogyan
lehet leolvasni f(4) értékét?

1. Vilogasd ki az alabbi grafikonok koziil a fiiggvénygrafikonokat!

N
_ ab Q VY

8. Egyenes vonald mozgés s(r) grafikonjait lathatod. Mi torténik?

a) s b) s

¢) Egyenes vonali egyenletes mozgast végzs test grafikonja hogy néz ki? Hogyan
olvashat6 le a sebessége?

11



X d) Rajzold le egy pattogé labda tt-id6 gorbéjét!

N

9. Sikmozgas x(t), y(¢) grafikonjait latod. Mi torténik? Milyen pdlydn mozog a test?

a) X y

2 2
B 2 t B 2 t

b) x4 xn=2 Y
= . G .
y() = -1

Feladatok

10. Allapitsd meg az aldbbi fiiggvények értelmezési tartomanyat és értékkészletét!
a) f(x)=x2—-6x+2
b) () =+v»>-9
¢) xr—>lg(9—x2)

1
x2+4

d) X =
4
e) f(x)=x+; (x > 0)

11. Tgaz-e, hogy ha egy fiiggvény felveszi az 1 és a 3 értékeket, akkor felveszi valahol
a 2 értéket is?

12



12. Tételezziik fel, hogy

(a) Londontdl New Yorkba hajéval 5 napig tart az ut.

(b) Minden délben pontosan egy hajé indul és egy haj6 érkezik (Londonba is, New
Yorkba is). (A delet londoni id6 szerint értjiik.)

Egy Londonbdl New Yorkba tarté hajé az utazas teljes id6tartama alatt hdny szembejovo
hajoval taldlkozik? (A hajok egyetlen rogzitett tvonalon haladnak.)

13. Van-e olyan fiiggvény, amelynek értelmezési tartomdnya, illetve értékkészlete az
alabb megadott halmazokkal egyezik meg?

értelmezési tartomdny értékkészlet
a) R (-1, 1]
b) R [0, 1]
¢) [0, 1] [1, )
d) [0, 1] [0, )
14. A= {a, b, c} B ={d, e}

Hany olyan fiiggvény van, amely A-n van értelmezve, és B-bol vesz fel értékeket?
Altaldnositsuk a feladatot!

Monotonitas, szelsoertek

\ Az f valos fiiggvény monoton novo, ha y

x f monoton nd [a, b]-ben, ha f\/-\—/\

123456 *

x f-nek maximuma van c-ben, ha
x f-nek lokalis maximuma van c-ben, ha

x f szigorian monoton ng, ha

13



Feladatok

*15. a) Van-e olyan monoton névé fiiggvény, amelynek értelmezési tartomdnya R, ér-
tékkészlete pedig [0, 1]?7

b) Van-e olyan szigorian monoton nové fiiggvény, amely mindeniitt (vagyis R
minden elemére) értelmezve van, és az 6sszes fiiggvényérték —1 és 1 kozé esik?

*16. Van-e olyan mindeniitt értelmezett fiiggvény, amely egyetlen intervallumban sem
monoton?

17. Vizsgdljuk meg az aldbbi fiiggvényeket monotonitds, szélsGérték és értékkészlet
szempontjabol!

a) f(x)=x>+6x+8
b) f(x) =3—x>—2x
¢) f(x)=2x>—4x

18. Hol van maximuma, illetve minimuma az f(x) = x*> — 4x + 11 fiiggvénynek az
[1, 4] intervallumban? Mi a fiiggvény értékkészlete itt?

19. Hatdrozzuk meg az aldbbi fiiggvények szélsGértékeit és értékkészletét!
a) x*—4x?+3
b) 4* — 22 +3

¢) cos’x+cosx— 1

d) V3 —x2-2x
1
e) 3—x2—2x

(A 10. oldalon engedélyezett pontatlansag: x — f(x) helyett f(x)-et irtunk. Nem lehet
félreérteni!)

20. Az y = x? parabola melyik pontja van legkozelebb a (0, 1) ponthoz?

21. Folyéparton 100 m keritéssel legfeljebb mekkora téglalap alaki kertet lehet bekeri-
teni?

U
U
U
U
U
U
U

U
U
U
R
R
R
R

14



22.

Adottak a sikbeli A, B, C pontok. A sik mely P pontjdra lesz a PA> + PB?> + PC?

0sszeg a legkisebb?

Paros, paratlan, periodikus figgvények

Az f val6s fiiggvény

péros, : pératlan,

ha

(a) értelmezési tartomdnya O-ra szimmetrikus, és

() f() = f(=x) : f(x) = —f(=x)

minden x-re, ahol f(x) értelmezve van.

Az f fiiggvény p periddussal periodikus (p > 0), ha az értelmezési tartomanyon beliil
felvett minden x-re x * p is benne van az értelmezési tartomanyban, és f(x) = f(x + p).

Kerdesek

23.

24.

25.

26.

27.

Az f(x) = x" figgvény n mely pozitiv egész értékeinél pdros, illetve paratlan?
Van-e olyan fiiggvény, amely se nem péros, se nem pdratlan?

Hogyan néz ki
a) egy pdros fiiggvény grafikonja;
b) egy pdratlan fiiggvény grafikonja;

¢) egy p szerint periodikus fiiggvény grafikonja?

Van-e olyan periodikus fiiggvény, amelynek csak egy periédusa van?
Vizsgaljuk meg az aldbbi fliggvényeket a parossag, paratlansag szempontjabol!
a) sinx-tgx + x° - cosx

b 2x2' _ sin x
) o 1+ x2

¢) sinx + cosx

d) lg(v1+x2—x)

15



28. Periodikusak-e az aldbbi fiiggvények? Ha igen, dllapitsuk meg a legkisebb periédu-
sukat.

a) sin(x + 2)
b) sinx?
¢) (sinx)?

d) gz +6

e) cos2x

f) cos%

16



1. Sebesség és érintd

Egyenes vonali egyenletes mozgas

1. Az abra szerint mozgé testnek mekkora a sebessége?

s (m)
2; 4)

_1/ t t t t t t t t t t t p (Sec)
0; =2)

-

2. Rajzolj olyan s(¢) grafikont, amely egy

1
a) 3 % sebességgel haladd test mozgésat irja le!

b) 1,5 % sebességgel halad6 test mozgasat irja le!

s — s
3, v=2 1=‘[gac

h —1h
s (m) 52 /

2 — 81

S1 a
h—1h

H t t (sec)

Az egyenes irdnytangense a sebességet adja meg (%—ban).

17



4. Egyenes vonald, de nem egyenletes mozgast végz6 test ut-id6 grafikonjat latod.

Mekkora a test atlagsebessége a 2 < ¢t < 4 id6intervallumban?

s (m)
T 4.5)

2,0

} t }(sec)

Pillanatnyi sebesség
5. Megadjuk egy egyenes vonald mozgast végzs test helyzetét az id6 fiiggvényében:

s(t) =2

Mekkora a test sebessége a t = 1 pillanatban, azaz mennyi v(1)?

o 1 2 3 4 5 6 7 8
S —t——— (m)
t///l/'

o 1 2 3

(sec)

s (m)

1 2 3  (sec)

| 1  (sec)

18



6. Egy masik mozgdst is megnéziink.
A test mozgéasat leir6 fiiggvény:

A vizsgalt pillanat: ¢ =

h =
s(t) =
s(t+ h) =
v(t) =
s(t + h)
s(t)
h
t t+h
Egy masik pillanatban: ¢t =
h t s(1) t+h s(t+ h) v(t) =

A sebességfiiggvény:

2 N N U N B

o |

Erinto
7. Hatdrozzuk meg az y = x> egyenletii gorbe érint&jét
a) a (2; 8) pontban;

b) az (1; 1) pontban!

19



8. Hatdrozzuk meg az y = x? egyenlet(i gorbe érintSjének meredekségét
a) az (1; 1) pontban;
b) a (3; 9) pontban;

t) egy tetszbleges pontjiban!

9. Tudndl-e olyan érintémeghatdrozasi feladatokat mondani, amelyekre a vélasz mdr az
eddigiek alapjan a birtokunkban van?

10. Allapitsd meg az érintd meredekségét az aldbbi gorbék megadott pontjaban:
a) y=2x P(2; 16)
b) y = 3x° P(1; 3)
¢) y=x>+x3 P(2; 12)

11. Az alabbi dbrak koziil melyiken lathaté érintd, és melyiken nem?

a) e b)

o

20



I11. Sorozat hatarérteke

Bevezetés

1. Abrankon két meredek hegyi tit és egy azok kozt kigy6z6 szerpentin lathaté.
Hényféleképpen juthatunk fel a kildtéhoz, ha ezeket az utakat akar felvaltva is hasznél-
hatjuk (de végig csak felfelé haladhatunk)?

kildto

start

2. Az 1,1, 2,3,5,8, ... sorozat Fibonacci nevét viseli, n-edik tagjat f,-nel fogjuk
jelolni.

fi=1, =1, =2 stb.

A képzési szabdly igy irhato le:

fn+2=fl’l+f}’l+1 (I’l=1,2,)

*3. Bizonyitsuk be, hogy a Fibonacci-sorozat szomszédos tagjai mindig relativ primek!

21



4. Figyeljik meg a szomszédos tagok hanyadosat!

x Koriilbeliil mekkora lehet Jut1 értéke n nagyobb értékeire (vagyis milyen gyorsan
Jn
né a Fibonacci-sorozat)?
fn+1 fn+1
IR no| g |
" "
1 1 1
2 1 2
3 2 1,5
4 3 1,667
5 5

Az 1000-nél kisebb tagokra ird fel a hanyadost!
Mit figyeltél meg?

*5. Tegyél fel ésszerd kérdéseket a megfigyeléseiddel kapcsolatban!

6. Most vizsgéljunk meg egy masik, hasonl6 tipust sorozatot is ebbdl a szempontbdl:
Fi=3F=4,... Fyy2=Fy+ Fypq

Fn+1
n F, F,
1 3 1,33
2 4 1,75
3 7 1,57
4 11
Elnevezés: az Fp42 = Fy+Fy+1 (n € N1) feltételnek eleget tevs sorozatokat Fibonacci-

tipusiaknak nevezziik.

ap +a
1. a0=0 a1=1 an+2=nfn+l
Mihez tarthat az (a;,) sorozat?
an +a +a
8. ap = 0 ay = 0 a) = 1 an+3 = 1 ntl n+2

3
(an) —?

Kérdezz tovabb!

22



9. Tippeld meg a hatarértékeket szdmolds nélkiil! Ellendrizd a sejtésed! (Be tudod bi-
zonyitani, hogy jé volt a sejtésed?)

1
a) a, = —
n
+1\?
b) an=(” )
n
2n+ 3
c) an =
n
d) b, =2
¢) 2 +3n-17
N —n+ S
1,01"
f) dy = .
n

g) e, = n-0,99"
h) a, = —

10. Mi a hatdrértéke a
0,1,0,1,0,1, ... sorozatnak?

A hatarértek definicioja

Mir a sebességgel, érintével foglalkozé részben lattuk, mennyire sziikségiink lenne a
hatarérték pontos megfogalmazdsara. Ezt timasztjak ald az el6z6 feladatok is. Igaz, most
sorozat hatarértékérdl van sz, ami szemlatomast mds jellegli kérdés, mint amivel az
el6z6 fejezetben foglakoztunk. Mégis varhatd, hogy ha az egyiket sikeriil megfogni, az
megkonnyiti a masik megfogalmazasat is.

Nem konny( feladat ezeknek a definicidknak a kitaldldsa. A matematika torténetében
koriilbeliil 200 év telt el igy, hogy mér hasznaltdk a kérdéses fogalmakat, de még nem

sziilettek meg a pontos definiciok.

1. Taléljuk ki a sorozat hatarértékének definicidjat!

Ebben a konyvben sorozaton mindig valos szamsorozatot &rtiink.

\ Az (ay) sorozat a ¢ szamhoz tart, ha
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Mit kivénjunk az (a;,) sorozattol?

Megjegyzés: Persze tSliink fiigg, hogy milyen értelmet adunk ,,(a,) — ¢”-nek, a definicié
elvben 6nkényes. De van egy intuitiv képiink a hatarértékrél, €s olyan definiciot kerestink,
amely megfelel ennek a képnek.

12. Annyit eldrulok, hogy a keresett definici6 a ¢ szdm kornyezetével kapcsolatos. Va-
lami olyasmir6l van szd, hogy a ,,sorozat tagjainak zome j6 kozel kell legyen c-hez”, ha
tehat vessziik c-nek egy kis sugard kornyezetét, akkor . . .?

Hogyan kell elhelyezkedniiik a sorozat tagjainak a kornyezethez képest? Mit kivdnjunk
meg?
(Ne olvass tovabb!)

13. Vizsgéljuk meg a kovetkezd javaslatot:

(an) — ¢, ha c-nek van olyan kornyezete, amelybe a sorozat minden tagja beleesik.

14. Vizsgdljuk meg a kovetkez§ javaslatokat:
(a) (ap) — c, ha c-nek barmelyik kornyezetébe a sorozat minden tagja beleesik.

(b) (an) — c, ha c-nek barmelyik kornyezetébe a sorozatnak végtelen sok tagja esik bele.

15. Szemléletes elképzelésiinkhoz képest a 14. (a) til sokat kivan, a 14. (b) pedig til
keveset. A kettd kozott van az igazi. De hét van valami a kett6 kozott? Az egyik végtelen
sok tagot kivan a kdrnyezetbe, a masik az 0sszeset. Mi az, ami tobb a ,,végtelen sok”-ndl,
de kevesebb az ,,0sszes”-nél?

(Ne olvass tovabb!)

Definicio: Az (a,) szdmsorozat a ¢ szdmhoz tart, ha ¢ barmely kornyezetébdl a sorozatnak
csak véges sok tagja marad ki.
Jelolése: (a,) — ¢

a, — ¢, ha n— o

lim a, = ¢
n—oo

Ezt a definiciét igy is megfogalmazhatjuk:
(an) — ¢, ha minden ¢ pozitiv szdmra igaz, hogy a sorozatnak csak véges sok tagja esik

a (¢ — ¢, ¢ + ¢) intervallumon kiviilre.

c—¢€ c+e
L AY
\ 7

véges sok tag véges sok tag
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Es még egy, az el6bbiekkel ekvivalens definicié:

(an) — ¢, ha minden ¢ > 0-hoz taldlhat6 olyan ny szam, amelyre teljesiil, hogy
c—e<a,<c+e han>ny EsneNT).

Az utébbi definicié annak a kissé homélyos gondolatnak ad pontos értelmet,

hogy ,.a, borzaszté kozel van c-hez, ha n elég nagy”.

A definicio hasznalata

16. Mihez tartanak az aldbbi sorozatok? A definici6 segitségével bizonyitsuk is be, amit
allitunk!

1
n
4
n
dn + 2
b, =
o) bn =5 3

Ha nehezen megy a bizonyitas, vdlassz konkrét e-t! Legyen példaul ¢ = 0,01!

17. Tekintsiik a kovetkezs sorozatot:

1,0 0,-,0,-,0, ...

W | =
=

1
b 27
a) Mihez tart a sorozat?

b) Nézziik meg, hogy

— a hatarérték e sugard kornyezetébdl hany tag marad ki, tovabba
— hényadik tagtdl kezdve esik mindegyik tag az ¢ sugaru kornyezetbe, ha

e=3; 1, %; 0,1; 0,01; 0,001.

%

e ennyi tag van az ¢ sugard az ennél nagyobb sorszdmu
kornyezeten kiviil tagok mar mind az ¢ sugaru
kornyezeten beliil vannak
3
1
0,5
0,1
0,01
0,001
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1
18. Igaz-e, hogy a0, 1,0, 1,0, ...sorozat —-hez tart?
Vélaszodat bizonyitdssal tdmaszd ala!

19. Az (a,) — c definiciéja minden ¢ > 0-ra (minden kornyezetre) kivan valamit. Mit
jelent, ha (a,) — ¢ nem teljesiil?

20. Vilaszd ki az aldbbi allitdsok koziil azt, amelyik (a,) — ¢ tagaddsdval egyenértéki
(tehat azzal, hogy ,, (a;) — ¢ nem igaz”)!

(Vigyézat: ,,.x paros szam” tagadasdval nem egyenértékd, hogy ,,x 7-re végz6d6 szam™!)
(a) ¢ barmely kornyezetén kiviil a sorozatnak végtelen sok tagja van.

(b) c-nek van olyan kornyezete, amelyen kiviil a sorozatnak végtelen sok tagja van.

(c) c-nek van olyan kornyezete, amelyen beliil a sorozatnak véges sok tagja van.

Mi a fenti harom 4allit4s logikai kapcsolata (melyikbdl kovetkezik a masik)?

Definicio: Ha az (ay,) sorozat tart valamilyen ¢ szdmhoz, akkor konvergensnek, ellenkezd
esetben divergensnek mondjuk.

21. Lehetséges-e, hogy egy konvergens sorozatban végtelen sok pozitiv és végtelen sok
negativ szdm szerepel?
22. Konvergensek vagy divergensek az aldbbi sorozatok?
a) 1 23 4
2345 7
*h) a, = 1,01"

¢) 1,—-1,1,—-1,1,—1, ...
d) a, = (-

(-3)

9 e e

|-

1
e) 1 -
) 3 > 37

*23. Allapitsd meg a kovetkezd sorozatok hatdrértékét (sziikség esetén vélassz elGszor
konkrét ¢ értékeket, legyen példaul ¢ = 0,01)!
a) ap=vn+1- N/
b) a, = V2
¢) a, =09"

1 1 1
d) ap=1+-+5+=
n n n
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24. Allapitsd meg a kovetkez sorozatok hatarértékét!

_n2+1

) an= oy
T
b) a, = /1 + -
n

10

by = ———

d) Cn:COSI’l

n

on+ 1
e)%_h—n
3yn+1
) oan= "0

Feladatok

25. Bizonyitandd, hogy egy sorozatnak nem lehet két hatdrértéke!

26. Mutassuk meg, hogy ha (a,) — ¢ és ¢ > 0, akkor a sorozatban csak véges sok
negativ szdm szerepelhet!

27. Igaz-e, hogy ha (a,) konvergens, akkor (an+1 — a,) — 0?

Igaz-e az éllitds megforditdsa?

28. Hogyan definidlnad azt, hogy (a,) — ®?

Nevezetes hatarértekek

lim {/a =1, haa > 0;

n— 0o

lim ¢" =0, ha—-1<g¢g<]l1.

n—o

((¢") — 1,ha g = 1, és (¢") divergens, ha g < —1 vagy ¢ > 1.)
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Miveletek sorozatokkal

29. Tippeld meg, hogy mi a hatédrértéke a kovetkezd sorozatoknak!

+1
n

n+2
n

b) an=(\'7§+3)-

30. Fogalmazd meg azokat a tételeket, amelyek varhatdlag igazak, és amelyek felhasz-
naldsdval konnyen igazolhatdk lesznek az el6bb kapott eredmények!

\ Tetel: Ha (a,) — a és (b,) — b, akkor

31. Mi a kovetkezd sorozatok hatdrértéke?
a) V2+1
3+ 0,97
(1 - \/§) : (2 + \/§)
Megjegyzés: Ha példaul ,,a 2" sorozatrdl” beszéliink, akkor a (2) sorozatra, és nem annak
n-edik tagjdra, vagyis 2"-re gondolunk. Ez a pontatlansig is megengedhets (vo. a 10. és

1
a 14. oldalon mondottakkal). Ennek megfelel6en <—> — 0 helyett azt is leirhatjuk, hogy
n

1
— — 0. (Ez a megdllapodas sem 4ltalanosan elfogadott.)
n

32. Allapitsd meg az aldbbi sorozatok hatarértékét!

a)

32+ Tn+1
100n2 — 17n+ 7

26n + 10002 —9n + 7

b)

1
13n3 — 6n2 — 8n + 3
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43 + 5n2 + 6n+ 7
3nt —27n3 — 92 + 1

)

33. Tippelj a kovetkezs sorozatok hatarértékére!

123 n
1 1
b, = n?. -
b) n=1n (n+2 n)
o 1
¢) a,={/—
n

d) by = (1+%)”

*34. Bizonyitsd be, hogy haa, = 0 (n = 1,2,3,...), és (an) — a, akkor (\/a,) — /a!
*35, (\/n2+n+1—n) — 2

Utmutatds: Szorozzunk és osszunk (Vn? +n+ 1+ n)-nel!
(\/n2+n+l—n)-(\/n2+n+1+n)
vl +n+1+n

vil+n+1—n=

A megoldas (folytatasa):

1
_(n2+n+1)—n2_ n+1 _ 1+Z

Vil Hn+l4+n VidHn+l4n 1+1+i+1
\/ 2
non

7z

Itt a szamlald 1-hez, a nevez6 2-hoz tart (felhaszndlva az el6z6 feladat allitasat), tehat a

1
hanyados hatarértéke 7

36. Allapitsd meg a kovetkezd sorozatok hatarértékét!

a) 1 1+1 1+1+1
222 22 2 22 2¥

b) l l+i l+i+i
33 323 32 3¥

¢) ap=1+qg+¢+... +4"!
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Feladatok

37.

*38.

*39.

40.

30

Hatarozd meg a kovetkez6 sorozatok hatdrértékét!
(n+1)?* n?
n n+1
3 2
b) bp=— —
n—-1 n-1
12 22 n’
* - 4+ = =
¢) a,,_n3+n3+...+n3
N VI+V2+...+n
d) ap = 2
n
* n 1
e) ap, = {/2+ -
n
; 1 3 5 2n—1
)an—ﬁ+ﬁ+;+...+ 3

) bn= 32773
5+
a) a =20 e
54a
b) a1 = -3 n+1 = — . (an) =7
c) a; = 0,9 ap+1 = an — a,% (an) — ?

1
Konvergens-e az a; = 1, ap+1 = a, + — képletekkel értelmezett sorozat?
dp

Allapitsd meg az aldbbi sorozatok hatdrértékét!

a) (\/2712 +3n — V2n? —n)

Mn-Qﬁ+%—vﬂ—%>

¢) Vot +2n2+n—n?




*41. Mi a kovetkezd két 4llitds kapcsolata (kovetkezik-e valamelyikbSl a mdsik)?
(an = bu) — 0 (%)a
n
A (b,) sorozatban nem szerepelhet a 0.
(Mindkét 4llitas valami olyasmit fejez ki, hogy a;, = b;.)

42. a) Abbdl, hogy (a, + by) konvergens, kovetkezik-e, hogy (ay,) is, és (by) is kon-
vergens?

b) Abb6l, hogy (a,) konvergens, és (b,,) divergens, kovetkezik-e az, hogy (a, + b,)
divergens? Es az, hogy (ay, - b,) divergens?

43. Abbdl, hogy (ay) — 3,ésa, # 0 (n =1, 2, 3, ...), kovetkezik-e, hogy <@>
a
konvergens? "

Részsorozat, monotonitas, korlatossag és konvergencia

44. Adjunk példat olyan sorozatra, amelyben sem legnagyobb, sem legkisebb tag nem
talalhato!

45. (Folytatas) Tudndl korlates sorozatot is megadni az el6z6 feladatra? (Mi lehet a
korlatossdg definicigja?)

Definicio: Az (a,) sorozat alulrdl korldtos, ha megadhaté egy A szdm, amelynél kisebb
eleme nincs a sorozatnak, mds széval a, = A minden n-re teljesiil (n persze csak pozitiv
egész szam lehet).

Az ilyen tulajdonsdgi A szdmot a sorozat als6 korldtjanak nevezziik (a, = A megenge-
dett!).

minden tag ide esik

(ay) feliilrél korlatos, ha megadhat6 egy B szdm, amelynél nagyobb eleme nincs a soro-
zatnak (azaz a, < B minden n-re teljesiil).

Az ilyen tulajdonsagi B szamot a sorozat fels korlatjanak nevezziik.

B

minden tag ide esik
(ay) korlatos, ha alulrdl is €s feliilrdl is korlatos.
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46. Melyik allitdsbol kovetkezik a mésik?

(ay) korlatos sorozat (an) konvergens sorozat

47. Mondj példat sorozatra, amely
a) feliilrél korlétos, alulrél nem korlatos;
b) alulrdl korlatos, feliilr6l nem korlatos;

¢) se alulrdl, se feliilr6l nem korldtos!
Definicio:
(an) monoton né, haa; <a) < ajz ...
(ap) szigordan monoton n8, ha a; < ap < as ...
(an) monoton fogy, haa, = ap+; (n=1,2,3, ...)

(ap) szigorian monoton fogy, ha a, > ay+1 n=1,2,3, ...)
48. Lehet-e szigordan monoton névs sorozat konvergens?

49. Igaz-e, hogy minden konvergens sorozat véges sok tag elhagydsdval monoton soro-
zatté tehets?

50. Legyen (a;) monoton nové sorozat. Mire ’rippelsz, mi a kovetkezd két éllitas kap-
csolata?

(an) konvergens (ay) korlatos

(Ne olvass tovabb!)

Tetel
Monoton korldtos sorozat mindig konvergens.

Ez a tétel médot ad arra, hogy sorozat konvergencidjat bizonyitsuk anélkiil, hogy ismer-

nénk a hatarértékét.

N
10 2-102  3-103 77 n-107

Ez a sorozat monoton nd, és korlatos is, hiszen

Példaul legyen: a, =

1
a, <0,111... 1< 9
n darab

Tehat a fenti tétel szerint (a;,) konvergens.

51. a, = "V5 (an) — ?
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52. Az el6z6 sorozat a b, = /5 sorozat részsorozata.
Huzzuk ki egy végtelen sorozat tagjainak egy részét! A megmaradd tagok az eredeti

sorozat egy részsorozatat alkotjak (feltéve, hogy végtelen sok tag maradt meg).

Peldak:

sorozat: 1

részsorozatai példaul:

sorozat: ap, az, az ...

részsorozatai példaul:

Ird le az (asn—1), az (a3,), valamint az (a,2,) sorozatok els§ néhéany tagjat!

Bl—

11
’2737

PR

I T B
379727 81’
111
10 10 1111
1111
1357

az, dg4, de, Ag, ...
ai, d4, dg, A16, - .-

ap, ds, ag, djf, -..

ez az (apy) sorozat
ez az (a,») sorozat

ez az (aszp+,) sorozat

Definicia: Az (a,) sorozat részsorozatai az (@, ajy, ajy, -..) sorozatok, ahol (i) pozitiv
egészekbdl 4llo, tetszbleges szigordan monoton névd sorozat.

53. Van-¢ olyan 2-hoz tarté (a,) sorozat, amelyre (az,) — 4?

54. Mi a kovetkez§ két allitas kapcsolata?

(aon) konvergens

(an) konvergens

55. Lehetséges-e, hogy (az,) hatarértéke mas, mint (ap,+1) hatarértéke (feltéve, hogy
mindkettének van hatarértéke)?

56. Lehetséges-e, hogy (ap,) hatarértéke mds, mint (as3,) hatdrértéke (feltéve, hogy
mindkettének van hatarértéke)?

Tetel: Ha (a,) — ¢, akkor (a,) minden részsorozata is c-hez tart.

*57. Adjunk példat olyan sorozatra, amelynek végtelen sok kiilonb6z8 szémhoz van oda-
konvergdl6 részsorozata!

*58. Létezik-e olyan sorozat, amelynek minden szamhoz van odakonvergilé részsorozata?

*59. Bizonyitsuk be, hogy minden sorozatnak van monoton részsorozata. (Kovetkez-
mény: minden korl4tos sorozatnak van konvergens részsorozata.)
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Eqy dj modszer hatarértek megallapitasara (olvasmany)

Tudjuk, hogy ha egy sorozatrdél kimutatjuk, hogy monoton és korlatos, akkor ezzel azt is
igazoltuk, hogy konvergens, mégpedig anélkiil, hogy a hatarértékét meghataroztuk volna.
Most egy mddszert mutatunk be, amellyel a hatarérték 1étezésébdl annak értékére lehet
kovetkeztetni, legaldbbis az esetek egy részében.

Peldak:

60. a, = V6

A sorozat monoton fogy6. Korlatossdga nyilvanvalé (fels6 korlat példaul a 6, alsé pedig
az 1), tehat konvergens. Jeloljiik a hatdrértéket x-szel!

z. 2

ary = V6 — x, mivel részsorozat hatarértékérdl van szo.
A bal oldal x-hez, a jobb oldal x - x-hez tart, innen x = x?. Ezek szerint x = 0 vagy
x = 1. Ebbdl az x = 0 nem johet széba (a sorozat minden tagja 1-nél nagyobb), igy:

(V6) =1

61. a, = 0,99"

A sorozat monoton fogy és korlatos (felsd korlat: 1, alsé korlat: 0). Tehat van hatarérték.
Mondjuk: 0,99" — x

A befejezés kétféleképpen is alakulhat:

l. ap+1= 0,99"%! = 0,99 a,

l !

X = 0,99 - x
Innen x = 0.
ll- dy = 0,99271 = a%l

l !

x = x2

Innen x = 0 vagy x = 1. Ebb6]l x = 1 konnyen kizérhat6, tehdt x = 0.

ap + —

*62. ap = 2 an+1 = Tan

A szadmtani és mértani kozép kozotti egyenltlenség alapjan:

a 2
apt) = ——F—1+ = an’_=\/§

a; = 2 figyelembevételével elmondhatjuk, hogy a, = /2 a sorozat minden tagjra
teljestil.
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Most belatjuk, hogy a sorozat monoton fogyd, tehat hogy a, = a;+1:

v

an
2
2a, = ap + —

ap = —

a,21 =2
Ezt tudjuk, és a 1épések ekvivalens 4dtalakitdsok voltak.

A sorozat ezek szerint korldtos is; felsé korlat: 2, alsé korlat: /2. Igy a, konvergens
sorozat, mondjuk:

a, — X (x>1
2
anp + —
a
an+1 = ) =
! !
X+ -
X = >
2
2x =x+ —
by
2
X = -
by
=2

x =2 (mivel x = -2 lehetetlen)
Tehét a, — /2.

63. A modszer alkalmazdséval vizsgdld meg a kivetkez$ sorozatok hatdrértékét!
5+ ay

3
b) a, =09 ay41 =a,— a,21

a) a1 =10  apy =

2a
e) a1 =07 ap+1 = ng
n

d) a =0 an+1 = V2 + ay
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IV. Fiigguény hatarértéke &s folytonossaga

Bevezetés

A pillanatnyi sebességet (II. fejezet) hatarértékként szeretnénk értelmezni. Ha egy egye-
nes vonald mozgdast végzd test helykoordindtdjat a ¢ pillanatban s(¢)-vel jeloljiik, akkor a
test sebességére a 1y pillanatban j6 kozelitést kaphatunk a kovetkezd modon:

Vilasztunk egy ,,nagyon Kicsi” h szdmot, és a t)-t6l (zp + h)-ig tart6 idGtartamra™
meghatdrozzuk az atlagsebességet.

s(ty)  s(t)  s(t)  s(t3) .
> 1tt mozog
/ // / a test
P A > idGtengely

Az s(t) jelolés értelme alapjén:

S(fo) megtett at S(fo + l’l)

: — s
v= s(ty + I’L) — s(tp)
B h
> [

o elteltids o th

Az s, t grafikonon is megnézziik ugyanezt:
N

sty + h) — s(t)
a megtett it

s(to + h) — s(t)
h

—— v =

az eltelt idq
fo to+h t

* h negativ is lehet, ekkor persze helyesebb lenne (zy + h)-tél -ig tarté idStartamrdl beszélni.
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Ez tehit kozelités a pillanatnyi sebesség értékére. Am a végtelen sok kozelités elvezet a
pillanatnyi sebesség pontos értékéhez:

s(to + h) — s(1)
h

Azaz elvezetne, ha az itt lathat6 hatdrérték-fogalom a birtokunkban lenne!

to) = lim
V( O) h—0

Minek a hatarértékérdl van sz6? Mi a valtoz6? A h szam, az id6tartam valtozik, itt
tehat a
s(to + h) — s(t0)

h
'_) h

2. 2

fiigguény hatdrértékérdl van sz6 a 0 helyen.

Meg kell taldlnunk a fiiggvényhatarérték pontos definicidjat, és a most kovetkezd
fejezetben épp ezzel foglalkozunk majd.

Egy példin nézzilk meg, hogy a definicié nélkiil is, ,jézan ész” alapon is lehet
sebességet meghatdrozni:

s()y=c-1
stto+h) —sty) _c-(o+h’—c-15 .. f+35 - h+3t0-h*+1 -1
h h h
=c- (36 +310-h+ 1)

Ha most /4 iszonyatosan kicsi, akkor 3y - 4 és h? is fantasztikusan kicsi, elmondhatjuk
tehat, hogy
to + h) — s(t
V(i) = lim s 2 S0 _ iy . (3 + 310 h + %) = 3er}
—0

h—0

Pontatlan az okoskodds? Nyilvan az, hiszen egy definidlhatatlan fogalomra épit, mégis

7~z

meggy6z6, minden kétséget eloszlato.

Emlitettiik mar, hogy kb. 200 éven keresztiil virdgzott a matematikdnak ez az dga —
anélkiil, hogy a benne szerepld alapfogalmakat sikeriilt volna tisztdzni. Az el6z6 példa
fényében ez nem is olyan meglepd — meghataroztuk egy test sebességét, és ehhez elég
volt a hatarértékrdl alkotott szemléletes elképzelés.

Ez az elképzelés azonban nem mindig és nem mindenhez elegendd. A sorozat hatarér-
tékével kapcsolatban is jottiink mér zavarba, a szemlélet a bonyolultabb helyzetekben fel-
mondhatja a szolgalatot. Az analizis torténetének elsé 200 évében j6 néhdnyszor bukkan-
tak fel olyan paradoxonok (tehdt jonak l4tsz6 1épésekbdl felépiil§, de hamis eredményre
vezetd okoskoddsok), amelyek magyardzatdra épp az alapfogalmak homadlyossdga miatt
nem volt remény. Tobbek kozott emiatt is kovetkezett be az a nagyjelent6ségii fordulat e
témakor torténetében, hogy a mult szdzad masodik felében az 6sszes idevagd fogalomra
preciz definiciét adtak, és az oddig felallitott tételeket, gondolatmeneteket ezek fényében
feliilvizsgaltak. (J6 néhany addig helyesnek tartott tétel hamisnak bizonyult!)
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Végiil arra is érdemes visszaemlékezniink, hogy hasonl6 kérdésekre vezetett az y =
f(x) egyenletli gorbe érint§jének keresése.

J(xo + 1) — fxo)

X0 XO+I’1

Az ébran lathaté szelS ,kicsi” h-ra varhatéan ,,j6 kozel” van az xo-beli érint6hoz*, igy
minden reménylink megvan arra, hogy az xp-beli érint6 irdnytangense a szel$ irdnytan-
gensének hatarértéke lesz:

i SO0+ ) = fx0)
h—0 h
Matematikai szempontbdl tehét a sebességmeghatdrozds és az érintémeghatirozas ugyan-
az a feladat (pedig mennyire mas dologrdl van szd!), igy modszeriink két teljesen kiilon-
boz6 helyen lesz felhasznalhat6 — €s tegyiik hozza: még j6 néhany egyéb teriileten is.

A hatarértek definicioja
-1 P
1 kifejezés értéke, ha x nagyon kozel van az 1-hez? Es ha

3

még sokkal kézelebb? Mi az x +—
P
géppel!

1. Mi lehet koriilbeliil az

X —

I fliggvény hatdrértéke, ha x 1-hez tart? Szdmol]

x Szemléletesen tehat arrdl van sz, hogy ha x fantasztikusan kézel van az 1-hez, akkor

=1

is rendkiviil kozel lesz egy szdmhoz, mégpediga ... .. -hoz, és ezért ez a szdm
T —
az 6 hatarértéke.

* Pontosabban szélva az (xo; f(xo)) pontbeli érint6krsl van sz6 — ehelyett gyakran csak a pont
abszcisszdjat mondjuk.
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2. Sejtsiik meg az aldbbi hatédrértékeket!

xr =1
a) 1
) x1—>ml x—1
b) lim x?
x—2

¢) lim cosx

x—0

2x + 1
T
d) x1—>ml3x—2

e) lim M
x—1x2+5x—6
f) sin x

lim —
x—0 X

3. Abrizold a szdmegyenesen az aldbbi egyenl6tlenségek megoldasat!

a) [x—5]<2
b) [x—5/<05
¢) |x—3]<0,1

d 0<|x=5/<05

e) 0<|x—3]<0,1

Fogalmazd meg, hogy mely szdmok milyen sugaru lyukas, illetve nem lyukas kornyezetét
kaptad eredményiil (ezek definicidja a 7. oldalon taldlhat6)!

4. Tehat mit kerestink? Annak a pontos értelmét, hogy lin}j f(x) =c.
X—

Errdl van egy szemléletes képilink, ami lényegében a kdvetkez6t jelenti:
,»f(x) nagyon kozel van a ¢ szdmhoz, ha x elég kozel van a b értékhez.”

Kiséreld meg a pontos definici6 megalkotasat!

A definici6é azzal kapcsolatos, hogy barmilyen kicsi pozitiv szdm is az &, az f(x)
fliggvény értéke ¢ — ¢ és ¢ + ¢ kozé esik, ha
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Definicio: Az f fiiggvény hatérértéke a b helyen ¢ (b, ¢ € R), ha
I. f értelmezve van b egy lyukas kornyezetében, és

IT. minden & > 0-hoz megadhat6 egy olyan 6 > 0 szam, amelyre teljesiil, hogy
c—e< f(x)<c+e ha b—0<x<b+d, és x #b.
Ugyanez masként kifejezve:
|f(x) —c| <& ha 0 < |x—b|] <.

Jelolése: lim f(x) = c,

x—b

lim f = ¢,

m f
f(x) —c, ha x —b.

Szemléltetés:

c+e
Clr--------------1 //\
/N |

b—0 b b+0

Akdarmilyen icipici szdm is az &€, van b-nek egy olyan lyukas kdrnyezete, amelyhez tartoz6
osszes fiiggvényérték az e-savon beliil helyezkedik el — 14sd 4bra.

5. Legyen

2

x =1
fx) =

x—1
gx)y=x+1

x+1, ha x # 1,
h(x) =

4, ha x = 1.

Abrézold a fiiggvényeket, és mindegyiket vizsgald meg hatdrérték szempontjabél, ha
x — 1.

Megjegyzés: Az f fiiggvény b-beli viselkedésének (tehat annak, hogy b-ben értelmezve
van-e, vagy sem, és ha értelmezve van, mennyi ott az értéke) nincs kihatdsa a b-beli
hatarérték 1étezésére.
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Az el6z6 oldal dbrdja tehat példaul igy is kinézhet:

A . A

C—S/
b—0 b h+o b—0 b b+o

A sebességre, érintdre vezetS példainkban szerepld fiiggvények nem voltak értelmezve a
kérdéses helyen, példaul:

(to +h)? — 18

lim
h—0 h
to+h)? — 13
h = 0O-ra ez a fiiggvény (mdrmint a s — % fliggvény) nincs értelmezve.

6. Vizsgéld a kovetkezd hatdrértékeket a definicié segitségével!
¢ = 0,01-hoz adjal meg egy j6 o-t!
Minden ¢ > 0-hoz is megadhat6 j6 6?

a) lim (Sx + 3)
b) 1in12(7x— 1)

¢) lim /x

x—3
d) lim x?
x—4
9x% — 1
e] li
L ey
x2—-5x+6
lim ———
f) x1—>mz x—=2
—1, ha x <0
7. sgnx = 0, ha x=0
1, ha x>0
Létezik-e a lim sgnx hatarérték?

x—0
8. Fontos fiiggvénnyel ismerkediink meg:
1, ha x raciondlis
D(x) = . . .
0, ha x irracionalis

Neve: Dirichlet-fliggvény.
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a) Létezik-e a lin}) D(x) hatarérték?
X—

b) Periodikus-e a Dirichlet-fiiggvény? Rendelkezik-e valamilyen mas, eddig tanult
fliggvénytulajdonsdggal?

9. Létezik-e a lin}) \/x hatdrérték?
X—

10. Ha lirrz f(x) = ¢ nem teljesiil, akkor a definici6 I. vagy II. pontjaval lehet baj.
X—

A II. pont azt kivdnja meg, hogy minden pozitiv e-hoz legyen taldlhaté egy bizonyos

£99

tulajdonsagokkal rendelkez6 (roviden ,,j6”) 0 szam. Mit jelent az, hogy ez nem &ll fenn?

Egyetlen ¢-hoz sem taldlhaté j6 0? Vagy van olyan &, amelyhez nem taldlhat4?
Nézziik meg ebbdl a szempontbdl az el6bbi példdkat!

Hatarérték a vegtelenben

?

6x + 3
11. Mit jelenthet szemléletesen: lim ol
x—o 2x — 4
Es mennyi az értéke?

Hogyan néz ki a fiiggvény grafikonja?

12. Taldljuk ki a xli_)n})o f(x) = c definicigjat!
,Ha x nagyon nagy, f(x) rettenten kozel van c-hez” — valami ilyesmit fejezhet ki.
Hol legyen a fiiggvény értelmezve? (Hol kell mindenképp értelmezve lennie?)

Bizonydra most is szerepelni fog a definiciéban a ¢ — ¢ < f(x) < ¢ + ¢ egyenl6tlenség.
Milyen x értékekre kivanjuk ezt meg?

Definicio:

Az f fiiggvény hatarértéke a c-ben ¢ (¢ € R), ha

L. Iétezik egy p szdm, amelynél nagyobb minden x-re f(x) értelmezve van;
(jelekkel: (p, ®) C Dy), és

II. minden ¢ > 0-hoz megadhat6 egy olyan K szdm, amelyre teljesiil, hogy

c—e< f(x) <c+tehax>K
Jelolése: xli_)ngo fx)=c
lim f=c
f(x) — ¢, ha x — o,

1. megjegyzés: Hasonl6an értelmezhetd a (—o)-ben vett hatarérték is.
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13. Létezik-e hatdrértéke az aldbbi fiiggvényeknek a oo-ben?

a) x - sinx

b fon =

X

c) X — L
Jx
sin x

d) x— —=
X

e) x +— D(x) (Dirichlet-fiiggvény)

3x+5
fl fo="
3x—1
3l S@ =5

2. megjegyzés: A sorozat hatarértéke a fenti definicié alapjdn nem vezethetd vissza a fiiggvény
végtelenbeli hatarértékére, mivel egy sorozat — mint N -on értelmezett fiiggvény — nem elégitheti
ki a definici6 1. pontjat. Ezt a pontot azonban médosithatjuk:

1. Dy feliilr6l nem korldtos.
Ekkor a II. pont is médosulésra szorul:

II.” Minden ¢ > 0-hoz megadhat6 egy olyan K szdm, amelyre teljesiil, hogy c —¢ < f(x) < c+e¢,
ha x > K és x € Dy.

Ez a definici6 mar specidlis esetként tartalmazza a sorozat-hatarérték fogalmat.

Miiveletek fiiggvényekkel

14. Tippeld meg az alabbi hatarértékeket!

a) lim 3x24+5x+7
x—1 2x2 +x+ 1

41
b) lim >
)x1—>m2x2+1

27

15. Milyen tételekre lenne sziikségiink ahhoz, hogy az el6z8 feladat eredményét konnyen
tudjuk igazolni?

x Tetel: Ha lim f(x) = c és lim g(x) = d, akkor
x—b x—b
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Megjegyzés: az €l6z6 tétel x — o mellett is igaz.

o ox2—=2x+3
lim ——— =
x—22x2 —x+ 1

16. a)

33+ 1
b) lim ——~ 1
)x1—>mlx2—2x+10
lim 3x2 —x—10
x—25x2 = 11x+2
2x* —5x -3

lim =% X755
d) lim e T 0

(n, m pozitiv egészek)

17 a) lim x3+6x2+5x_ b) lim 4x3 + 7x0 — 5x2 _

' x—0 x7 — 8x5 + 2x x—03x2 +9x3 — 1028
33 +6x+1 303 +6x+ 1

: ororrl b) lim o Tl

18. a) lim o s b i or s

x+2-yx-3 , x X+ 1

1' = 1 —_— =
L d) xinéo<x2—1 2t x

7 4z

19. Az aldbbi hatdrértékek meghatdrozdsanal felhasznalhat6 a kovetkezd tétel:
Ha lirr;)f(x) = c és ¢ > 0, akkor lirrz V) = /e
xX— X—

Vx4 + x2 + 3x% + 2x
m

S5x3 —2x2 + 7x

a) i

x—0

b lim (VA x+ 1 - Va2 =2 1)

¢) Jlim (\/4x2 Fox+1— 2x)

VX0 + 355 +2x—1+x2+5x+3

3vV4x0 —Tx+5—-2x2+5x—3

d) lim

X—> 00

20. Abbdl, hogy lin}J (f(x) + g(x)) létezik, kovetkezik-e, hogy mindkét fiiggvénynek
X—

kiilon-kiilon is van hatarértéke b-ben?
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Folytonossag

21. Fiiggvények grafikonjat 1atod. Melyik fiiggvényt érzed ,,folytonosnak™?

1
/’\/—\
—
4

i

Amelyikrél dgy véled, hogy nem folytonos, arrél mondhatjuk-e
folytonos”, csak egyes kivételes helyeken nem az?

22. Taléljuk ki a kovetkezs fogalom definicidjat:
»az f fiiggvény folytonos a b helyen”

1. Segitség: a kovetkezd hdrom fiiggvénygrafikon:

-

2. Segitség: a definici6 a b helyen vett hatdrértékkel kapcsolatos.

1. Definicio: Az f fiiggvény folytonos a b helyen, ha

I. értelmezve van a b egy kornyezetében,

II. 1étezik a b-beli hatarértéke, €s
III. Iim f(x) = f(b).
x—b

2.

azt, hogy ,éltaldban

(Tulajdonképpen a III. 4llitas tartalmazza az elsé kettdt, hiszen csak akkor értelmes a bal
oldala, ha van b-beli hatdrérték, ehhez viszont f-nek értelmezve kell lennie b egy lyukas
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kornyezetében, tovdbba III. jobb oldaldn szerepel f(b), tehat f-nek b-ben is értelmesnek
kell lennie, ez ,,betomi a lyukat”, igy f b-nek egy teljes kornyezetében is értelmezett.)

Ha a hatarérték definicigjat is figyelembe vessziik, akkor a folytonossdg kovetkezd, az
elébbivel persze egyenértéki definicidjahoz jutunk:

2. Definicio: Az f fiiggvény folytonos b-ben, ha
I. f értelmezve van b egy kornyezetében, és
IT. minden & > 0-hoz megadhat6 egy olyan 6 > 0 szam, amelyre teljesiil, hogy
|f(x) — f(b)| <& ha |x—b| <.
(Sz6 szerint 0 < |x — b| < O lenne, de az x = b esetet most felesleges kizarni, ekkor
f(x) — f(b) ugyis éppen 0-val egyenld.)

23. Nézd meg ujra az ebben a fejezetben szerepl$ 5. feladatot! 3 fiiggvény szerepel
benne. Koziiliik melyek folytonosak 1-ben? Es masutt?

24. Folytonosak-¢ az aldbbi fiiggvények a megadott helyeken?

a) f(x) = x% x=3
b) g(x) = x x=0
=1
e) h(x) = x—l’hax?él; x=1
4, ha x=1
=1
d) fo={ x> mx7l, x=1
3, ha x=1
3
-1
e) gx)= ——; x=1
x—1
inl h #0
f) h(x)={s oarry. x=0
0, ha x=0

25. Adj példit olyan mindeniitt értelmezett valds fiiggvényre, amely sehol sem folyto-
nos!

*26. Adj példét olyan mindeniitt értelmezett valos fiiggvényre, amely dsszesen 1 pontban
folytonos!

Definicio: A hatdrérték és a folytonossdg mintdjara lehet értelmezni a féloldali hat4rérték
és a féloldali folytonossdg fogalmat. Bal oldali hatarérték, illetve folytonossag esetén a
kérdéses helynek csak a bal oldali kornyezeteit kell vizsgélni, jobb oldali hatarértékeknél,
folytonossagnal pedig csak a jobb oldali kornyezeteket.
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27. Toltsd ki a kovetkezd tabldzatot!

A lehetséges vélaszok:

— ha hatdrértékrdl van sz6: ,,nincs”, illetve meg kell adni az értékét,

— ha folytonossagrél van sz6: ,,nincs”, illetve ,,van”.

- W

I

a fliggvény bal oldali jobb oldali bal oldali jobb oldali
gorbéje hatarérték hatarérték folytonossag folytonossag
az 1-ben
y
3t e
2t /
1,,
_4—,1 >
y
3,,
2t 7
1,,
_4—,1 >
y
3,,
2t /
1,,
_4—,1 >
y

- W

T
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Definicia: Az f fiiggvény folytonos az [a, b] intervallumon, ha minden (a, b)-beli pontban
folytonos, tovdbba a-ban jobbrdl, b-ben balrdl is folytonos.

Hasonléan értelmezhetd a folytonossdg mads tipusu intervallumra is.

Definicio: Az f fiiggvény folytonos, ha értelmezési tartomdnydnak minden pontjaban
folytonos. (Ezt a kivdnalmat célszerli enyhiteni, és tobbféleképp is torténhet a mddosi-
tds. Mivel azonban nem fogjuk haszndlni a kérdéses fogalmat, ezért nem bocsdtkozunk
részletekbe.)

Tetel: Az x — x" (n # 0, egész), x — x' (t valds szam, x > 0), x — a¥,
x —log,x (b >0,b# 1), x+— sinx, x+— cosx fiiggvények folytonosak.

Definicio: f és g legyenek valés fiiggvények. Ekkor a kovetkezdképpen értelmezziik az
f*eg fg, ! fliggvényeket:
8

(1) f+g=xr— (f(x)+g(x), tehat f+ g az a fiiggvény, amely x-hez (f(x) + g(x))-et
rendel minden olyan x-re, amelynél (f(x) + g(x))-nek értelme van — ezek szerint
(f + g) értelmezési tartomdnya f és g értelmezési tartomédnydnak kdzos része.

2) f-g=xr (f(x) - gW)

) fg=x— f(x)-gx)

Dyyg = Df-g = Dg = Dy N Dg

(4) i = X @
g g(x)

Dy sziikebb lehet Dy N Dg-nél, mert g(x) = 0 gyokeit el kell hagynunk még beldle.

8

Tetel: Ha f és g folytonosak b-ben, akkor f + g, f — g, fg is folytonos b-ben. Ha
még g(b) # 0 is teljesiil, akkor A is folytonos b-ben. Hasonlé tétel mondhaté ki az
8

intervallumon folytonos fiiggvényekre.

28. A fenti tételek felhasznaldsaval igazold, hogy az f(x) = x’cos’>x + sinx + 2%
fliggvény folytonos!

29. Hatérozd meg b értékét gy, hogy az

%3, ha x <2

(x) =
f@) {xz—x+b, ha x =2
fliggvény folytonos legyen!
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30. a) Abbdl, hogy (f + g) folytonos b-ben, kovetkezik-e, hogy f is és g is folytonos
b-ben?

b) Igaz-e, hogy ha f folytonos, g pedig nem folytonos b-ben, akkor (f + g) nem
folytonos b-ben? Es az, hogy (fg) nem folytonos b-ben?

Figgvénytulajdonsagok

31. Fogalmazd meg az aldbbi definiciékat!
A H valés szamhalmaz
\ feliilr61 korldtos, ha

x alulrél korlatos, ha

x korlatos, ha

Az f fliggvény

feliilr6l korlatos, ha
x alulrél korlatos, ha

x korlatos, ha

Hasonléan értelmezhetd az, hogy az f fiiggvény egy megadott intervallumon (alulrdl,
feliilr6l) korlatos.
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32.

33.

34.

Adj példat olyan [0, 1]-ben értelmezett fiiggvényre, amely
a) feliilr6]l nem korlatos, de alulrél korlétos;

b) sem feliilrl, sem alulrél nem korldtos!

Keress olyan mindeniitt értelmezett™ korlatos fiiggvényt, amely
a) periodikus;

b) nem periodikus!

Van-e olyan mindeniitt értelmezett szigorian monoton ndvekvd fliggvény, amely

korlatos?

35.
36.

37.

Van-e olyan [0, 1]-ben értelmezett korlatos fiiggvény, amelynek nincs maximuma?

Mit gondolsz, van-e olyan folytonos fiiggvény, amely
a) a 32. feladat megoldésa lehetne?

P

b) az el6z6 feladat megoldasa lehetne?

Hény megolddsa van az x> + x = 3 egyenletnek?

Tudod-e bizonyitani, amit allitasz?

38.

Keressiink olyan tételt, amely az el6z6 feladat megolddsdhoz jol jonne!

Zart intervallumban folytonos fiiggvények tulajdonsagai

Tétel: Ha f folytonos [a, b]-ben, akkor ott korldtos is.

Tétel: Ha f folytonos [a, b]-ben, akkor ott van maximuma is, azaz 1étezik olyan c¢ hely
(a = ¢ = b), melyre f(c) = f(x),haa = x < b.

Hasonl6képpen f-nek minimuma is van [a, b]-ben.
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Megjegyzés: Az ut6bbi tétel tartalmazza az el6zGt, hiszen a maximum egyben felsé korlat,
a minimum pedig alsé korl4t is.

Tétel: Ha f folytonos [a, b]-ben, akkor ott felvesz minden f(a) és f(b) kozotti értéket
(vagyis: ha a K szam f(a) és f(b) kozé esik, akkor az f(x) = K egyenletnek van
megoldésa [a, b]-ben).

f(a)

1)

Megjegyzés: Ezt a tételt kimondatlanul mar igen sokszor felhasznaltuk. Honnét tudjuk
példdul azt, hogy van értelme /2 -r6l beszélni? Ehhez az x> = 2 egyenlet megoldhatd-

27 4z

sdga kell, ami viszont egyszerli kovetkezménye az el6z6 tételnek.

8 flx)=x°

a=1 b=2
fla)=1 fb) =28
K=2

*39. f folytonos [0, 1]-ben, f(0) = —1, f(1) = 1. Az el6bbiek szerint az f(x) = 0
egyenletnek van gyoke 0 és 1 kozott.

De hény gyoke van?
a) Lehet-e 7 gyoke?
b) Lehet-e 10 gyoke?

¢) Lehetséges-e, hogy végtelen sok gydke van?
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40. f és g [0, 1]-ben folytonos fiiggvények.

f(0) =0, f(1) =1, g(0) = 1, g(1) = 0. Bizonyitandd, hogy az f(x) = g(x) egyenletnek
van megolddsa.
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V. Differencialszamitas

A differencialhanyados

Olvassuk el djra a IV. fejezet bevezetését!

Gondolkozzunk azon, hogy mit lenne célszer(i érteni egy fliggvénygorbe érintdjén!

Definicio: Legyen az f fiiggvény értelmezve az xo hely egy kornyezetében. f differenci-
alhat6 az xg helyen, ha a

lim £ &0+ 1) = f(x0)

h—0 h
hatarérték 1étezik (és véges™).
Ez a hatarérték az f fiiggvény differencidlhdnyadosa (vagy derivaltja) az xo helyen.
Jelolése: f(xo).

Megjegyzesek:
+h) —
D %im fxo 2 f(x0) helyett frhattuk volna ezt is:
—0

lim L&) = f(0)

X—X0 X — X0

(2) Gyakori hiba, ha valaki azt hiszi, hogy itt az f fliggvény hatarértékér6l van sz6. Egy
pillantds az el6bbi képletekre, és méris l4tjuk, hogy a
Sfxo + 1) = fxo)
—
h
fliggvény hatarértéke szerepel a O helyen, vagy a masik képletnél az
Jf(x) — f(xo)
X —

X — X0

h

s 2

fliggvény hatarértékérdl van sz6 az xo helyen.

* A mi anyagunkban nincs sz6 ugyan réla, de egyébként értelmezhets az is, hogy egy hatdrérték
< sy 1 1
végtelen. Példdul lim — = co.
x—0 X
Emiatt célszerii kikotni a definicidban a fenti hatarérték végességét is.
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Az utébbi fliggvényt az f fiiggvény differenciahényados—fﬁggvényének nevezzilkk az xg

helyen.
0 f(xo + h) — f(xo) 0 f(xX) = f(xo)
h X~ X |)
X0 Xo+h x Xo x x

1. Hatdrozzuk meg az f(x) = x? fiiggvény differencidlhanyadosit az xq helyen!

Megoldas:
_ (xp + h)? - x(z) ) x(z) + 2x0h + h? — x% )
hT}o h hli% h hl—%( 0 ) 0

m = 2x

/xo X

Tehat az xy helyhez tartozé differencidlhanyados 2xy.

Altaldban a differencialhdnyados értéke fiigg attSl a helytsl, amelyben képeztiik.

Ha most minden helyhez, ahol a fiiggveny differencialhato, hozzarendeljiik az abban a pontban
vett differencialhanyados érteket, akkor egy fiiggvényt kapunk, amelyet differencialhanyados-
fiiggvénynek hivunk.

x Az f(x) = x? fiiggvény differencidlhdnyados-fiiggvénye tehat:

Az f fiiggvény differencidlhdnyados-fiiggvényét f'-vel jeloljiik. (Szokdsos egyéb elneve-
zések: derivaltfiiggvény, illetve roviden, bar pontatlanul: differencidlhdanyados vagy deri-
valt.)
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Tehat > ott van értelmezve, ahol s differencialhato, &s ezeken a helyeken az érteke meg-
egyezik az abban a pontban vett differencialhanyados értekevel.

Megjeqyzés: az f fiiggvény xo helyen vett differencidlhdnyadosat mar ezt megelézden f'(xp)-lal
gjegy ggveny y y g
jeloltiik. Ennek a jelolésnek az ésszerlisége most deriilt ki: az f fliggvény értéke az xo helyen.

A differencidlhanyados fizikai jelentése: ha egy test egyenes vonali mozgdsit az s(t)
fliggvény irja le, akkor a sebességfiiggvény a helyfiiggvény derivaltfiiggvénye:

v(t) = 5’ (1)

A differencidlhdnyados geometriai jelentése: az y = f(x) fiiggvénygorbe (xo, f(xp)) pont-
jdhoz tartozé érintSjének irdnytangense f(xp).

m = f'(xo)

P(xo, f(x0))

X0 X

Ezek szerint az érintd egyenlete:
y = f(x0) = f'(x0) - (x = x0)

Megjegyzés: A sebességnek, illetve az érint6nek ez a definicioja. (Ez tehat nem tétel,
hanem — ésszerd €s a szemléletes képnek teljesen megfeleld — definicid.)

A differencialhanyados meghatarozasa

2. Hatdrozd meg az érint$ egyenletét az alabbi fiiggvénygorbék megadott pontjaban!

a) y=x> P(3; 9)
b) y=x° P(-1; =1
e) y=x*+x° P(1; 2)
d) y=2 P(2; 6)
X
e) y=x P(9; 3)
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3. Hatdrozd meg a helyfiiggvénybdl a sebességfiiggvényt!

a) s(t) = ¢’
v(t) = ?

b) s(t) = bt> + c?
v(t) = ?

A gyorsuldst is meg tudod hatdrozni?

4. a) f(x) = 6x2

)y =7
flx) =72
b) f(x)=3x>+4x>+5
fl3) =7
flx) =72
o) S =
flx) =72
d) fx)=x
flx) =72
e) f(x)=x*
flx) =72
f) fx) =6x
flx) =72
9) f(x) =
flx) =72

h) Van-e valami sejtésed az x — x" fiiggvény derivaltjardl?
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Példa nem differencialhato fiiggvenyre. Differencialhatasag
és folytonossag kapesolata. Feloldali differencialhatosag.
Intervallumon differencialhato fiiggvenyek

5. Adj példat egy f fiiggvényre, amely értelmezve van a b hely egy kornyezetében, de
nem differencidlhaté b-ben!

6. Mit gondolsz, mi a kivetkezd két dllitds kapcsolata?
f folytonos b-ben f differencidlhat6 b-ben

7. Keressiink olyan valds fiiggvényt amely mindeniitt értelmezve van, és sehol se diffe-
rencidlhatd! (A ,,mindeniitt” most is a valés szdmok halmazét jelenti.)

8. Adj példat olyan fiiggvényre, amely folytonos a 0-ban, de ott nem differencidlhatd!
Tetel: Ahol egy fiiggvény differencidlhatd, ott folytonos is.

Példa folytonos, de nem differencidlhaté fiiggvényre:
fx) = |x|

f folytonos a 0-ban, de nem differencidlhaté ott. (Mindeniitt masutt differencidlhatd.)

9. Mi az x — |x| fiiggvény differencidlhdnyados-fiiggvénye?

Megjegyzés: MitSl nem differencidlhaté az f(x) = |x| fiiggvény a 0-ban? Attdl, hogy az
fh) — f(0)
h—0
a 0-hoz. Tehat a differenciahdnyadosnak ebben az esetben nincs ugyan hatarértéke, de a
jobb oldali €s a bal oldali hatarértékek 1éteznek. Ez a felismerés elvezet a jobb oldali és

a bal oldali differencidlhdnyados fogalméahoz.

kiilonbségi hanyadosok mdshoz tartanak, ha / jobbrdl, illetve ha balrdl tart

X0
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J(x) = f(xo)
X — X0
hanyados-fiiggvénynek létezik (és véges) a jobb oldali hatarértéke az xy helyen. Ez a

hatarérték az f fiiggvény jobb oldali differencidlhdnyadosa (derivaltja) az x¢ helyen.

Definicio: f jobbrol differencidlhaté az xo helyen, ha az x — differencia-

Hasonléan értelmezhetd a bal oldali differencidlhatésag és differencidlhdnyados is.
Az x — |x| figgvény O helyen vett jobb oldali derivaltja: 1, a bal oldali derivalt: —1.

*10. Konstrudlj olyan mindeniitt értelmezett folytonos fiiggvényt, amely sem jobbrol, sem
balrdl nem derivalhat6 a 0-ban!

Definicio: f differencidlhat [a, b]-ben, ha (a, b) minden pontjiban differencilhatd,
tovabbd a-ban jobbrdl, és b-ben balrdl is differencidlhaté. Hasonléan értelmezhetd a
differencialhatésdg mas tipusu intervallumon.

Nehany fiiggvény derivaltfiiggvenye
Azt a tényt, hogy az x — x> fiiggvény differencidlhdanyados-fiiggvénye az x — 2x
fliggvény, a kovetkez6 médokon tudjuk képlettel leirni:
a) (x — x2) = (x — 2x)
b) f(x) =22
F1(x) = 2x
¢) (xz)/ = 2x

Az utdbbi képlet a legegyszeriibb, bar egy kissé pontatlan, hiszen x
x — x2 jelolést.

2_re roviditettiik az

Tetel:

(x—cY =x—0
Rovidebben: (¢) = 0
(x—ax+b) =x—a
Révidebben: (ax + b) = a

Mostantdl a rovid (de pontatlan) médon fejezziik ki magunkat:

(xz)/ = 2x
(x3) = 3x?
1\’ 1
(VA = 5= @>0)
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(™) = nx""! (n pozitiv egész, x tetszSleges*; vagy n negativ egész, x # 0; vagy n nem
egész, és x > 0.)

1
Ez a képlet tartalmazza az el6z6 négyet <n =2,3 -1, E)

(sinx)’ = cosx
(cosx) = —sinx

A tétel értelemszertien a differencidlhat6sag tényét is allitja a megfelel§ helyeken.

Differencialasi szabalyok

1. f(x)=x3 +2\/}+§
floy =72

Tétel: Tegyiik fel, hogy f és g differencidlhat6 az xo helyen. Ekkor a kovetkezd fiiggvé-
nyek is differencidlhatok xp-ban, és derivaltjuk az aldbbiak szerint szadmithat6 ki:

A)y=c-f(x) (cE€R  Allxo) = c- f'(x0)
B(x) = f(x) £ g(x) B'(x0) = f'(x0) % &'(x0)
Clx) = f(x)-g(x) C'(x0) = f'(x0) - g(x0) + f(x0) - &' (x0)
Ha még g(xp) # 0 is teljesiil, akkor a hdnyadosfiiggvény is differencidlhaté:
ACY) v J'(x0) - g(xo) = f(x0) - g (x0)
= 3 D (X()) - D)
g(x) (g(x0))
Jelolés: (g(xo))2 helyett g2(xo)-t szoktunk frni.

D(x)

Megjegyzés: tételiink pontatlanul igy is leirhat6:
(e fx) =c- flx)
(f) = g) = f1(x) = g'(x)
(f) - g)" = f'(x) - g(x) + f(x) - g'(x)
(M) _ 08~ f() - g )

g(x) g2(x)

Bizonyitas:

Alxg + h) = Alxg) _ ¢ flxo+h) —c- flxo) _
M h B h B
Sxo + h) = f(xo0)

=c- 7 —c- f'(x0) (hah— 0)

*azn =1, x = 0 esetet leszdmitva — de ha dtmenetileg 0°-t 1-nek értelmezziik, akkor j6 a

képlet ebben az esetben is.
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(2) B(x) = f(x) + g(x) esete (a masik ugyanigy megy, vagy visszavezethets erre):
B(xo + h) = Bxo) _ flxo +h) + glxo +h) — (f(x0) + g(x0))

h h

_ o+ h;), = f(xo) 4 g(xo + h]z —8xo) F(x0) + ¢'(x0) (ha /i — 0)

C(xo +h) — C(xo) _ f(xo+ h)-g(xo + h) = fxo) - g(xo) _
3) h = ; =
_ fGo +h)-glxo + 1) — flxo + 1) - g(xo) + fxo + h) - g(x0) — f(x0) - 8(x0) _

h
_ fGo + ) -glxo + h) — flxo + 1) - g(xo) 4 J(xo + h) - g(xo) = f(x0) - 8(x0) _
h h

= Flxo + h)g(xo + h) — g(xo) + g(xo)f(xo + h) — f(xo0) .

h
— f(x0) - §'(x0) + g(x0) - f'(x0) (h— 0)

A befejezd 1épésnél haszndltuk, hogy f(xg + h) — f(xg9), ha h — 0, ami f xp-beli
folytonossagaval egyenértékd.

h

(4) Legyen E(x) = L

8(x)
. . . —g'(xo)
Elészor belatjuk, hogy E differencidlhaté xo-ban, és E'(xg) = 2(x0)
8~ (xo
Ugyanis:
1 1
E(xo + 1) — E(x0) _ glxo+h)  glxo) _ 8x0) —glxo +h) _
h h h - g(xo + h) - g(xo)
-1 (8o + h) — g(xo) ¢ (x0)
g(xo) - g(xo + h) h g*(xo)
Innen a D fiiggvény differencidlhatésdga xo-ban nyilvdnvald, hiszen:
X) 1
pe) = L2 = py L = py B
8(x) 8(x)
A (3) pont szerint:
/ _ gl / _ gl 1 —g/(xo) _
D'(x0) = f'(x0) - E(x0) + f(x0) - E'(x0) = f'(x0) - —— + f(x0) - — =
8(xo) 8~ (x0)

_ 1(x0) - g(x0) — f(x0) - &'(x0)
g*(xo)

12. Igaz-e tetszsleges f, g fiiggvényekre, hogy
x = (f() +g() = x 0 f1(0) + g/ (),

vagyis hogy
(f+e =1 +g7?
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13. Derivald a kovetkez§ fiiggvényeket!
a) f(x) = 6x> + sinx — cosx
b) g(x) = x-cosx
¢) h(x) = sin®x

sin x

d) x—
X

241
e) f(x)=%

f) X —tgx

14. Adott egy egyenes vonali mozgast végzd test helyfiiggvénye.

Hatarozd meg a gyorsuldsat!
a) s(t) = at* + br® + dr?

b) s(t) = a\/t

15. Allapitsd meg c és d értékét tigy, hogy az aldbbi fiiggvény mindeniitt differencidlhat6
legyen!

£ cosx, ha x <0
Y= x2+cx+d, ha x=0

Fiiggvényvizsgalat
3

16. Miaz f(x) = x+ = (x > 0) fiiggvény értékkészlete?
X

17. f(x) =x*-(6—x)

0 < x < 6 mellett mikor maximalis a fliggvény?
18. Hatdrozzuk meg az x — (x4 - 4x) fliggvény minimumat!

19. Vizsgiljuk meg az f(x) = x> —80x fiiggvény menetét! Hol vannak a fiiggvény loka-

lis széls6értékhelyei? Mely értékeket vesz fel tobbszor is az f? Melyeket csak egyszer?

20. f(x)=2x>—5x> (-1 <x<2)
Allapitsuk meg a fiiggvény legnagyobb és legkisebb értékét!
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21, f(x) = x> —6x% + 9x

Hol novekszik, és hol csokken a fiiggvény?

22. g(x) =ax*+bx+c

Vizsgdljuk meg a fliggvény menetét

23.

a) a differencidlszamitas,
b) a teljes négyzetté kiegészités médszerével!

7~ 2z

Igazak-e a kovetkezd allitdsok?

a) Ha f differencidlhaté [a, b]-ben, és egy c¢ helyen maximuma van, akkor

fley=0.

b) f/(a) = 0 esetén f-nek a-ban maximuma vagy minimuma van.

¢) f'(a) = 0 esetén f-nek a-ban lokilis szélséértéke van.

d) Ahol egy differencidlhaté fiiggvénynek lokdlis szélsértéke van, ott a derivalt 0.
e) Minden szélséértékhely egyben lokdlis szélséértékhely is.

f) [a, b]-ben differencidlhaté fiiggvénynek van maximuma is, minimuma is, még-
pedig vagy az intervallum sz€lén van, vagy olyan helyen, ahol a derivalt 0.

g) [a, b]-ben szigorian monoton fiiggvénynek a derivaltja mindeniitt pozitiv.

24. Az itt kovetkez dbrakon differencidlhaté fiiggvények gorbéit latod. Melyik fiigg-
vénynek hol van maximuma, minimuma, lokdlis maximuma, lokélis minimuma? Hol
novekszenek, hol csokkennek ezek a fiiggvények? Hol O a derivaltjuk?
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¢) d) Ennél a példindl nem differen-
cidlhaté a fliggvény mindeniitt. (Hol
nem differencialhat$?)
A kérdések ugyanazok.

123 456 1 2 3
25. f differencidlhat6 fiiggvény [0, 2]-ben.

a) Ezeket tudjuk a derivaltjardl:

f(x) >0, ha 0<x<1;
() =0;
fl(x) <0, ha 1 <x<?2.
Abrival kifejezve:
L0 5
0 1 2

Mit tudunk ennek alapjan mondani az f fiiggvény szE€lséértékhelyeirdl (abszolit és loka-
lis maximum- és minimumhelyeirsl)? Mit nem lehet eldonteni a megadott ismeretekbdl1?

b) Most ezt tudjuk f'-rél:

+ 0 + | r
0 I 2
A kérdés ugyanaz.
¢) Feltétel:
_ 0 + f!
0 i 2

A kérdés ugyanaz.
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Definiciok és tételek a fiiggvényvizsgalat témakorébal

Definicio: f monoton nové [a, b]-ben, ha ott értelmezve van, és a < x < y < b esetén
Fx) = fy).

f szigordan monoton nové [a, b]-ben, ha ott értelmezve van, és a < x < y < b esetén
Jx) < f).

Hasonl6an értelmezhetd a monoton fogyds, valamint a szigordan monoton fogyés is.

A definiciok [a, b] helyett mds intervallumtipusra is dtvihetdk. *

Definicio: f-nek maximuma van a ¢ helyen, ha f(x) < f(c) minden x-re, ahol f értelmes.

(Néha az abszolut maximum kifejezést hasznaljuk, ha hangsilyozni kivanjuk, hogy nem
lokdlis maximumra gondolunk.)

f minimumhelye hasonl6an értelmezhetd.

Definicio: f-nek lokdlis maximuma van a c helyen, ha létezik egy pozitiv & szdm, amelyre
teljesiil, hogy

I. f értelmezve van c-nek a h sugari kornyezetében, és

II. f(x) = f(c),hac—h<x<c+h

c;h c c-;-h

Maisként fogalmazva: f-nek lokdlis maximuma van a ¢ helyen, ha van c-nek egy olyan
kornyezete, amelyben f értelmezve van, és amelyben az f fiiggvény legnagyobb értéke
f(c). A lokélis minimum hasonléan értelmezhetd.

Tétel: Legyen f egy tetszleges [a, b]-ben differencidlhaté fiiggvény. Ekkor

(1) f monoton n& [a, b]-ben < flx)=0,haa<x<b
(2) f monoton csokken [a, b]-ben < flx)<0,haa<x<b
(3) f szigordan monoton nd [a, b]-ben — f(x)>0,haa<x<b
(4) f szigordan monoton csdkken [a, b]-ben = f(x) <0,haa<x<b

Megjegyzés: a (3) és a (4) allitds megforditasa hamis.

* Sét, arrdl is lehet beszélni, hogy egy fiiggvény monoton novd egy halmazon, péld4ul a raci-
ondlis szdmok halmazan. (Nyilvan e halmazbeli x < y szdmokra kell f(x) < f(y)-nak teljesiilnie
ehhez.)
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x Példa erre:

Tétel: Legyen f egy tetszéleges [a, b]-ben differencidlhaté fiiggvény, és legyen
a < ¢ < b. Ha f-nek lokdlis maximuma (vagy minimuma) van c-ben, akkor f/(c) = 0.

Megjegyzés: Ez a tétel sem fordithaté meg.

x Példa:

Definicio: Azt mondjuk, hogy a g fiiggvény elSjelet valtva O a ¢ helyen, ha g(c) = 0, és
létezik egy h > 0 szdm, amelyre g értelmezve van (¢ — h, ¢ + h)-ban, tovdbba:

(a) g(x) negativ (c — h, c)-ben, és pozitiv (c, ¢ + h)-ban vagy forditva:

(b) g(x) pozitiv (¢ — h, c)-ben és negativ (c, ¢ + h)-ban.

+ +
N\ PN

Tétel: Ha f’ elGjelet véltva O a ¢ helyen, akkor ott f-nek lokilis szélséértéke van, még-
pedig az (a) esetben lokdlis minimuma, a (b) esetben pedig lokélis maximuma.
Szélstérték-feladatok megolddsanal — ha abszolit maximumot vagy minimumot kere-
siink — az utébbi tételnek dltaldban nincs jelentsége (nagyon gyakori hiba még szakkﬁny-
vekben is, hogy lokdlis szélséértéket keresnek a derivalt elSjelvaltasaval, pedig a feladat

7z

az abszolut szélsGértéket kérdezi).
Nézziik végig egy szE€lséérték-feladat teljes megoldasat két modszerrel is!
Feladat: Allapl’tsuk meg az x? - (12 — x) maximélis és minimélis értékeit az [1, 11]
intervallumban!
1. megoldas:
Vizsgiljuk meg az f(x) = x* - (12 — x) fiiggvény menetét!
fl(x) = 24x — 3x% = 3x(8 — x), tehdt f'(x) eléjele:

— ‘ + ‘ —
x<0 0 x>0 8 x>0
8—x>0 8—x>0 8—x<0
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Ennélfogva f [1, 8]-ban szigordan monoton névd, [8, 11]-ben szigordan monoton csok-
ken. Ebbdl pedig azonnal leolvashatd, hogy f-nek 8 az egyetlen maximumhelye, tovdbb4,
hogy a minimumhely vagy 1, vagy 11, attél fiiggden, hogy melyiknél kisebb a fiiggvé-
nyérték (ha egyenld, akkor mindkettd minimumhely).

J) < £,

tehdt 1 az egyetlen minimumbhely.

R

2. megoldas:

Az f(x) = x>-(12 — x) fiiggvény folytonos, tehit egy korabbi tétel szerint van maximilis,
illetve minimalis értéke az [1, 11] intervallumban.

Jeloljiik b-vel a fliggvény maximumhelyét (vagy ha tobb ilyen van, ezek valamelyikét).
Két esetet kiilonboztetiink meg:

(1) b az intervallum szé€lén van, azaz b = 1 vagy b = 11.

(2) b az intervallum belsejében van, azaz 1 < b < 11.

7~ 2z

Az utdbbi esetben h-nek lokdlis maximumhelynek is kell lennie, tehdt az egyik el6z6 tétel
szerint f/(b) = 0.

/
(12x2 - x3) = 24x — 3x2, tehat 24b — 3b = 0, innen b = 8.
Tehat b értékére 0sszesen csak hdrom szdm johet széba: 1, 8, 11.

Melyik (vagy melyek) lesznek jok? Ezt behelyettesitéssel dontjiik el:
f) =11 f@®) =256  f(11) =121

Tehét a fliggvény (egyetlen) maximumbhelye [1, 11]-ben a 8, maximalis értéke pedig 256.

Térjliink 4t a minimumhely(ek) meghatdrozasara. Legyen ¢ f (egyik) minimumhelye
[1, 11]-ben. Az el6z6 gondolatmenetet c-re alkalmazva ugyanigy azt kapjuk, hogy ¢ csak
az 1, 8, 11 szdmok valamelyike lehet. A behelyettesitést figyelembe véve ¢ = 1, és f
minimaélis értéke 11.

A megoldas altalanos mdédszert ad differencidlhat6 fiiggvény maximum- és minimum-
helyeinek meghatarozasara, zart intervallumban. E szerint meg kell keresni a derivalt O
helyeit, és ezek meg a két végpont koziil behelyettesitéssel kivalasztani a megfelelSket.

(Durva hiba elfelejtkezni arr6l, hogy a végpontban is lehet maximuma vagy minimuma
a fliggvénynek, és ott nem kell a derivaltnak 0-nak lennie!)

66



Megjegyzés: Gyakran vagyunk kivdncsiak arra, hogy egy differencialhaté fliggvény deri-
véltja hol milyen el6jeld. Ehhez 4ltaldban el6szér meghatdrozzuk a derivalt 6sszes gyok-
helyét:

0 0 o f

; ; :
Mondjuk az a, b, c helyeket kaptuk eredményiil.

Hogyan lehet megdllapitani f’ elGjelét példdul az (a, b) intervallumban? Allandé-e
az eldjele?

Tegyiik fel a kérdést kicsit dltalanosabban!

Ha egy tetszbleges g fliggvénynek a és b két szomszédos gyokhelye, ekkor ettél még
elképzelhetd, hogy a és b kozott felvesz pozitiv értéket is, meg negativ értéket is.

Példa:

Folytonos fiiggvénnyel ez nem torténhet meg, hiszen ha egy folytonos fiiggvény valahol
negativ értéket vesz fel, egy masik helyen pedig pozitivat, akkor a két hely k6zott valahol
0-t is fel kell vennie (lasd a IV. fejezetben a ,,Zart intervallumon folytonos fiiggvények
tulajdonsagai” c. részt), ez viszont egy ujabb gyokhelyet jelentene a és b kozott, ami
ellentmond a feltételeknek.

Visszatérve az eredeti kérdésre: ezek szerint, ha f’-nek a és b két szomszédos gyok-
helye, és f’ folytonos [a, b]-ben, akkor biztosak lehetiink abban, hogy f’ (a, b)-ben
mindeniitt pozitiv, vagy mindeniitt negativ. Hogy e két eset koziil melyik 4ll fenn, az
egye’rlen behelyettesitéssel is eldonthets.

(Megemlitjiik még azt az érdekes tényt, hogy mindehhez f’ folytonossigdra val6ja-
ban nincs is sziikség, elég ha f’ létezik [a, b]-ben. Elképzelheté ugyan, hogy f' nem
folytonos, de akkor is rendelkezik a folytonos fiiggvényeknek azzal a tulajdonsagaval,
hogy két felvett érté€k kozotti osszes kozbiilsé értéket is felveszi.)
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Feladatok

26. Mely a, b értékek mellett differencidlhaté mindeniitt az
x*, ha x <2

J) = {x3+ax2+b, ha x =2

fliggvény?

27. Legyen f(x) = x - g(x).

Az f 0-beli differencidlhatésdga mit jelent g-re nézve (g milyen tulajdonsdgédval egyen-
érték)?

Mivel egyenld f/(0)?

28. Differencidlhat6k-e a 0-ban a kovetkezs fiiggvények?

a) f(x) = |x]?

xz, ha x racionalis
b) ¢(x) = 5 o
—x°, ha x irracionalis
¢) x— Jx
d) f0) = /]

e) f(x) = sgnx-x?
fl feo=1[xl-&x+1D

29. Hatdrozzuk meg az aldbbi fiiggvénygorbék érintGjét a megadott pontokban!

a) y = sinx PI(0;0) P (g 1)
JT
b) y=tex Pi0; 0) Py (Z; 1)
x+7
A
¢) y=1773 (3 1)

30. Van-e az y = x> — 6x% + 20x — 10 fiiggvénygorbének az y — 5Sx = 20 egyenessel
pérhuzamos érint6je?

31. Hatdrozzuk meg az aldbbi fiiggvénygorbéknek a megadott egyenesekkel parhuzamos
érintdit!

a) y=2x3+3x>—-10x+7 y=2x+90

b)y=x3+3x2—§+17 3y +x =150
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1

) y=2x——-+5 y—3x=10
X

d) y=sinx+ cosx x+y=7

e) y=x+x 6y —Tx=4

32. Hatirozzuk meg az aldbbi fiiggvénygorbéknek a megadott egyenesekre merGleges
érintdit!

1
a) y=x+; 8y + 9x = 1983
b)y=tgx+%—4 9y +2x =7
¢) y=sin’x y+V2x=1

33. a) Az y = 3x% + 2x fiiggvénygorbe melyik érintSje zar be 60°-os szoget az x
tengellyel?

1

b) Azy = 3x+ — gorbe melyik érintSje zar be 135°-0s szoget az x tengely pozitiv
X

felével?

1
34. Milyen b értékre igaz, hogy az y = — gorbének a 4x + y = b egyenes érintGje?
X

35. Hatdrozzuk meg c és d értékét tigy, hogy az y = x> + cx? + dx + 4 fiiggvénygorbe
dtmenjen a P(2; —2) ponton, és P-beli érintdje az y = x — 4 egyenes legyen!

36. Hatdrozzuk meg c és d értékét gy, hogy az y = cx? + dx + 4 — x> gorbe dtmenjen
a P(2; 6) ponton, és P-beli érint6je merSleges legyen a 21y + x = 40 egyenesre!

37. a) Az y = x? gorbe melyik P pontjira igaz, hogy a P-beli érint6, a P-bél az x
tengelyre bocsétott merdleges és az x tengely hatdrolta haromszog teriilete 16?

=16
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b) Az y = /x gorbe melyik P pontjira igaz, hogy az dbran ldthaté hdromszog
tertilete 8?

y=vx

38. Mekkora szoget zdrnak be az y = J/x és az y = x> gorbék érintSi az (1; 1) pontban?
A sz6g tangensét hatdrozd meg tablazat felhasznalasa nélkiil!

1
*39. Bizonyitsuk be, hogy az y = — gorbe barmelyik érintSjére igaz, hogy
x

a) P az AB szakasz felezSpontja

b) az OAB hiaromszog teriilete 2.

40. Allapitsuk meg a Dirichlet-fiiggvény lokalis szélsGértékhelyeit!

41. Keressiink olyan fiiggvényt, amely [—1; 0)-ban szigortan nd, (0; 1]-ben szigorian
fogy, és

a) 0-ban abszolit minimuma van, illetve

b) 0-ban lokdlis, de nem abszolit minimuma van.
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42. Egy [0, 10]-ben értelmezett differencidlhaté fiiggvényrdl a kovetkezéket tudjuk:
a) f(0) = f(10) =7
b) f(1)=9
¢) f’-nek egyetlen gyokhelye a 3.

Ennek alapjan el tudjuk-e donteni, hogy hol vannak a fliggvény abszolit, illetve lokalis
széls6értékhelyei?

43. Egy [0, 10]-ben differenciédlhat6 fiiggvényrSl most csak annyit tudunk, hogy a deri-
valtjanak egyetlen gyoke a 3. Ennek alapjan mit allithatunk a fiiggvény abszoldt, illetve
lokalis széls6értékhelyeirdl. Milyen lehet6ségek vannak?

44. Hol vannak az x — (x + 2sin x) fiiggvény lokélis maximumhelyei? E16szor tippeld
meg az eredményt, és azutdn ellendrizd magadat a tanult médszer segitségével!

45. Mely p szamokra igaz, hogy az f(x) = x + pcosx fiiggvény szigordan monoton
novekedd R-ben?

*46. Mit gondolsz, igaz-e a kdvetkezd allitas?

Ha f differencidlhaté ¢ egy kornyezetében, és f/(c) = 0, akkor a kovetkezd 4 lehetSség
valamelyike mindig fennall:

I. f monoton nd ¢ egy kornyezetében
II. f monoton fogy ¢ egy kornyezetében
III. f-nek lokdlis maximuma van c-ben

IV. f-nek lokdlis minimuma van c-ben

47. Mi az értékkészlete az aldbbi fiiggvényeknek?

a) f(x)=Vx2+6x+12

1

b} g0 = x4+ 6x+ 12

¢) h(x) = sinx — cos x
d) f)=x>2-x> O=<x=<1
e) gx)=Jx—yx (O=x=1)

f) h(x)=x+i
x
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*48. Bizonyitsd be az alabbi egyenl6tlenségeket!

2
a) sinx = = - x, haOSij—r;
4 2
3
b)x—FSsinxSx, ha x = 0O;
1 ‘ .. ‘
c) X1 —x) < —, ha 0 = x = 1, és n pozitiv egész.
n

49. Abrizolandé az f(x) = x* —4x3 fiiggvény. Hol né, hol fogy, hol vannak a széls3ér-
tékei, hol metszi a tengelyeket? Mi az értékkészlete? Melyek azok az értékek, amelyeket

tobbszor vesz fel?

50. Allapitsuk meg a kovetkezd fiiggvények legnagyobb és legkisebb értékét a megadott
intervallumokon!

a) f(x) = x> — 15x° [1, 4]
b) f(x)= 2x3 —3x% — 12x [—3, 3]
c) xr—><x+1—2> [2, 9]

X
d) x +— (x + sinx) [0, 10m]
e) x— (x> —12x) [-5, 2]

51. a) f(x) = x>+ cx? +dx
Mennyi ¢ és d értéke, ha f-nek lokdlis minimuma van a 2-ben, mégpedig a 4 (azaz

f@) = 4).
b
b) f(x)=ax+ =.
X

f-16] tudjuk, hogy 3-ban lokdlis minimuma van, és ez a minimadlis fliggvényérték

éppen 4.
a=?b=?

52. Osszuk fel a 60 hosszisdgd AB szakaszt egy P ponttal két részre gy, hogy az AP
mint atfogd folé emelt egyenld szari derékszogli haromszog és a PB f6lé emelt négyzet
egyiittes teriilete

a) minimilis;

b) maximalis legyen!

72



A P B

53. Az ébran lathaté téglalap teriilete melyik P pontndl maximaélis?

p(1;1)

54. Mikor maximalis az dbran lathat6 téglalap teriilete?

0; 1) (I;1)

2
55. A % egyenleti gorbe melyik pontja van legkozelebb a P(0; 2) ponthoz?

1 1
56. Az y = x? parabola melyik pontja van legkozelebb a Q (E; 5) ponthoz?
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57. Az y = — hiperbola melyik pontja van legkdzelebb az origéhoz?
X

58. Az x> — y? = 1 hiperbola melyik pontja van legkdzelebb
a) az A(0; 2) ponthoz
b) a B(3; 0) ponthoz?
59. Egy 6 X 6-0s méretii kartonlap mindegyik sarkdbdl levagunk egy-egy azonos méreti

kis négyzetet, majd a szaggatott vonalak mentén a széls6 sdvokat felhajtva egy dobozt
készitiink.

Mekkora x mellett kapjuk a legnagyobb térfogati dobozt?

60. A-bol 10 orakor indul egy auté 100 kTm, B-bdl pedig 11 o6rakor indul egy vonat

200 kTm sebességgel az ttkeresztezddés felé. Mikor lesznek legkozelebb egymashoz?

e

100 km
A — f
106
200 km
T
B 116

61. Adott keriiletli korcikkek koziil melyiknek legnagyobb a teriilete?
62. Adott felszinli hengerek koziil melyiknek legnagyobb a térfogata?

63. Modositjuk az el6z8 feladatot befedetlen hengerre, vagyis a henger feliiletéhez csak
az alsé korlap €s a palast tartozik. Most melyiknek lesz legnagyobb a térfogata?
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64. Legfeljebb mekkora lehet a térfogata egy R sugard gombbe irt
a) hengernek
b) kdpnak?

65. Két szam osszege 10. Mikor minimélis a kobosszegiik?
A feladat roviden igy irhato le:

x+y=10
min(x® + y3) =?

66. x>+ y> =25
min(x® + y%) =?

67. Az m paraméter mely értékére maximadlis, illetve minimélis az x; + x; + 3x1x;
kifejezés értéke, ahol x| és x5 a 2x2+2(m+2)x+m? +4m+3 = 0 egyenlet gyokeit jelolik.

68. Az x> + y? = 25 korvonal elsé siknegyedbe esd részén felvesziink egy P pontot.
Melyik P-re lesz minimélis a P-beli érint6 és a két tengely hatdrolta haromszog teriilete?

y
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