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Nehany szo a konyvsorozatral

A Matematika-mddszertani Kutatdcsoport kozépiskolai matematikatankonyv-so-
rozata, melynek ez a konyv is része, egy 1973-t6l mintegy masfél évtizeden
keresztiil folyt tanitasi kisérlet eredménye.

Eziton mondunk koszonetet azoknak a tanaroknak, akik részt vettek a ki-
sérletben és minden munkatdrsunknak, akik értékes tapasztalataikkal, beszdmo-
l16ikkal, megjegyzéseikkel nagyon sokat csiszoltak, javitottak az anyagokon.

Koszonetet mondunk Surdnyi Janosnak, aki két évtizedig vezette a kuta-
tocsoport sok nehézséggel terhes munkajat, figyelemmel kisérte, 6sszefogta és
kézben tartotta a tanitdsi kisérletet, nagy szakmai tuddsdval és emberségével
segitette az iskolakban folyé munkat, a tandrok szdmara komoly tdmaszt jelent-
ve; vdllalta a kisérleti anyagok elkészitésének folyamatos szakmai irdnyitdsat,
beleértve az anyagokhoz készitett részletes birdlatait, amelyek alapjdn az évek
folyaman sok jelentds javitasra keriilt sor.

Koszonettel tartozunk Gador Endrénének, aki a kisérletez6 tandrok munkajat
segitette, és akinek a kisérleti anyagok javitdsdban is sok része volt, és Genzwein
Ferencnek, aki a 80-as években nagy segitséget nyujtott ahhoz, hogy a kisérleti
munkdkat folytathassa a kutatcsoport.

Nagy szeretettel gondolunk Géabos Ildikdra, aki mar sajnos nincs kozottiink,
¢és aki nagy tandri tapasztalatdval, a kisérletben val6 lelkes és dldozatkész rész-
vételével, tandri dtmutatdk készitésével nagyon jelentds részt véllalt konyvsoro-
zatunk kialakitdsaban.

Halaval tartozunk Péter Rézsdnak, aki élete utolsé éveiben — mar nagyon
betegen is — igen sokat segitett a konyvek elkészitésében; Rényi Alfrédnak, aki
annak idején a Matematika-moddszertani Kutatécsoportot a Matematikai Kutatd
Intézetben 1étrehozta, és aki nagyon hatékonyan tdmogatta a tanulok onallésdga-
ra, kezdeményezéseire, tapasztalataira, felfedezéseire épité matematikatanitést.

Koszonettel tartozunk Kékes Maridnak, aki a Miszaki Kiad6 részérdl so-
kat tett azért, hogy ez a konyvsorozat minél tokéletesebben juthasson el az is-
koldkba.

Konyveink szedését D. E. Knuth amerikai matematikus TgX matematikai
kiadvanyszerkesztd programjaval készitjiik. Bori Tamdsnak, Fried Katalinnak
és Juhdsz Lehelnek koszonjiik, hogy ennek a lenyligoz6en matematikuslelkiiletd
programnak kiilonboz6 fortélyait megismertették veliink.

Halmos Mdria
a konyvsorozat alkoté szerkesztdje



A kinyvben hasznilt jelek magyarizata

A x jellel azt jeldljiik, hogy a konyvben kihagyott iires helyre irhatsz.
x jelzi, hogy a fejezet végén a feladat megoldasdhoz kulcsot adunk.

@, a nehezebb feladatokat jeloli.



Sokfele feladat szamokral

Osztalyozzuk a pozitiv egész szamokat oszthatosag szerint!

2 els6 hisz poziti a3 :
ha elso hisz poattiv eqés ~ 4 nem na%obb POt

?563

sadmot osztdlyoatuk ezen a
raj zon.

A sziirkével szinezett részbe
egyetlen szdm sem kertilt. Ez
érthet6 is, mert nincs olyan
szdm, amely 9-cel oszthato,
de 3-mal nem.

1. A 9—cel oszthaté szdmok a

3-mal oszthatok Kézil valok.

Ezt a kapcsolatot jol kiemeli
a kovetkez6 dbra. Ird be ide
is az elsd hudsz pozitiv egész
szamot!

(\& nem na%obb POZt;,
— C?G

»-mal 0szthaty

O\,cel O:szﬂ)afo- '

2. Ird be a megfelels helyekre a 6 O—ndl hem nagyobb pozitiv egész szdmokat!

50

Az tiresen marado részt szinezd be!

Ozt >

%—%el 0s2thaty

13 -vel OSZ‘H']QTO‘I

60"“& nem na%obb




% 3. A rajzok cimkeéirdl hidnyzk a felirat. El tudod-e helyezni a cimkékre az aldbbi
feliratokat gy, hogy minden GO-ndl nem nagyobb pozitiv egész szdmot be tudj
irni valahova?

12 -vel oszthatd %-%el oszthato

& 4. Mindkét dbran ezeket ird a két iires cimkére!
12-vel oszthato 10-z¢l oszthato

e Csak az egyik dbrdba tudod beirni az 6sszes GO—-ndl nem nagyobb  pozitiv
&%ééz szdmot, ebbe ird is be Oket.

e A misik dbrdba milyen tulajdonsdgd szdmokat nem tudsz elhelyeani?

naguobb iy
/(\& nem % POt e

e

5. Abrizold egy halmazédbran a ¢ O-ndl nem nagyobb pozitiv eqész szdmok Kozt

a 12-vel oszthatd szamokat és a 8-cal oszthaté szamokat;

az 5-tel oszthaté szamokat és a 15-tel oszthaté szamokat!



6. Szinezd be az 4brinak azokat a részeit, ahova eqy sz2dm sem Kerilhet! Az
dbra tobbi részeibe irj be szdmokat!

Poz’m'v e ¢ S

3—tel oszthaté

e Tudnadl-e itt is olyan abrat rajzolni, ahol egy rész sem marad {iresen?

& 7. Helyezd el az 6sszes GO—ndl nem na%obb poaitiv egész sadmot a halmaz4b-
rakon! Szinezd be az iliresen marado részeket!




60'“"*\ nem na%obb POZiti o

Fs=

o cel 0szthatsd

, 60'“‘1\ nem na%obb

a*—%cl oszthats

& 8. Cimkézd meg a halmazédbrakat a folottiik megadott feliratokkal!
S-tel oszthaté  10-zel oszthaté ~ AO-szal oszthaté
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A-vel oszthatd

Q-vel oszthaté

3-mal oszthaté

3-mal oszthaté

3-mal oszthaté

S—tel oszthato

12 -vel oszthatd

S—tel oszthatd

©—tal oszthaté
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% 9. Melyk cimkehdrmas melyik dbrdhoa tartozik? Cimkézd meg az dbrikat, és irj
mindegyik részbe néhany szdmot!

‘-&—%el oszthaté ‘-&—%el oszthaté ‘-&—%el oszthaté
12-vel oszthaté 11—%el oszthato 11—%el oszthato
6 0O—nal oszthatd 12-vel oszthaté 13-mal oszthatd
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10. Szinezd be az iiresen marad6 részeket! Készits olyan dbrakat a fiizetedbe,
ahol egy rEsz sem marad iresen!

7+ —tel oszthatg

= —tel oszthatd

"~ —tel 0szthatd
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% 1. Szinezd be az iiresen marad¢ részeket! Készits olyan dbrdkat a fiizetedbe,
ahol egy rEsz sem marad iresen!

10 T6bbs26rbse

zﬁ. " .
° & d

ZO t6bbszordse
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12. lﬂazak—e a kévetkezd dllitdsok? Irj az igazak mellé i betiit, a nem igazak
mellé n betit!

(1) A 3-mal oszthat6 szdmok mind oszthatdk 6-tal.
(2) A 6-tal oszthaté szdmok mind oszthaték 3-mal.
(3) Van olyan 6-tal oszthaté szdm, amelyik oszthaté 3-mal.
(4) Van olyan 3-mal oszthaté szdm, amelyik oszthat6 6-tal.
(5) Van olyan 6-tal oszthaté szdm, amelyik nem oszthaté 3-mal.
(6) Van olyan 3-mal oszthaté szdm, amelyik nem oszthat6 6-tal.
(7) Van olyan 3-mal oszthaté szdm, amelyik pdratlan.
(8) Van olyan 6-tal oszthaté szdm, amelyik paratlan.
(9) Minden 3-mal oszthaté szdm paros.
(10) Minden 6-tal oszthaté szdm paros.
(11) Minden 6-tal oszthaté szdm jegyeinek az dsszege oszthaté 3-mal.

(12) Nincs olyan 6-tal oszthaté szam, amely jegyeinek Osszege ne lenne
oszthat6é 3-mal.

(13) Minden 6-tal oszthaté szdm jegyeinek az dsszege oszthaté 6-tal.
(14) Van olyan négyzetszam*, amely 3-mal oszthatd, de 9-cel nem.
(15) Nincs olyan négyzetszam, amely 3-mal oszthatd, de 9-cel nem.

(16) Minden 3-mal oszthaté négyzetszdm 9-cel is oszthatd.

@ 13. Egy koralaki szokSkiton 366 nyilds van. Mindegyik nyilds csapja kétal-
lasd: az egyik 4lldsndl nem jon viz, a mésik alldsndl szokell a viz a nyilasbol.
Egy automata nyitja és zdrja a csapokat. Szokéévekben 366 csapot haszndl, kii-
l6nben csak 365-6t (ahdny nap van az évben). Ujév napjin az automata mindig
kinyitja az 6sszes csapot, az év masodik napjan (janudr 2-an) minden mésodik
csap allasat (tehdt a 2., 4., 6.,. . . sorszdmuét) ellenkezdre valtoztatja, a harmadik
napon minden harmadik csap éllasat (a 3., 6., 9., ...sorszamuét) valtoztatja
ellenkezdre, a negyedik napon minden negyedikét, és igy tovabb, a 365. napig
(nem szok6években), illetve 366. napig (a szok6években).

December 31-én htina naﬂtisbél, és meltﬁekb& szokell a viz?

* Tt és a tovdbbiakban is az egész szamok négyzetét nevezziik négyzetszamnak.
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@ 14. Van—e a kévetkezd szdmtani sorozatokban négyaetszdm? (A szdmtani sorozat
egymast kovets elemei kozott a kiilonbség allandd.)

a) 2,6, 10, 14, 18, 22, 26, 30, ...
b) 11,21, 31, 41, 51, 61, ...
¢) 12,22, 32,42, 52,62, ...

@ 15. Taldld ki, melyik az a legkisebb pozitiv egész szam, amelyiknek a 245-
szorose négyzetszam!

16. Egy hdromjegy(i szdm jegyeinek sszege 5. A legnagyobb és a legkisebb
jegy kiilonbsége 2. Mi lehet a szdm?

@s 17. Egy négyjegyi autérendszamrol ezt tudjuk: az elsd jegy azonos a masodik-
kal, a harmadik jegy a negyedikkel, és maga a szdm négyzetszam. Mi lehet az
aut6 rendszdma?

@ 18. Egy téglalap oldalait megmértiik, és egész cm-eket kaptunk mérészamul.
A téglalap teriilete 6024 cm?. Azt is tudjuk, hogy az egész oldalhosszisagi és
ekkora teriiletd téglalapok kozt nincs ndla kisebb keriiletli. Mekkordk lehetnek a
téglalap oldalai?

19. Hérom egymast kovets természetes szdm szorzata 21-szer akkora, mint az
Osszegiik. Keresd meg a hdrom szdmot!

@: 20. Keresd meg azokat a kétjegyd szdmokat, amelyek 17-tel nagyobbak, mint
a szamjegyeiknek a szorzata!

@ 21. Egy haromjegy(l szdm jegyeibdl kétféleképpen képeztiink egy-egy uj hé-
romjegyl szamot. El&szor az els6 szamjegyet eltoltuk a kovetkezd két szamjegy
mogé, masodszor pedig felcseréltiik a sz€1s6 jegyeket. El6szor tobb mint 200-zal
kisebb szamot kaptunk az eredeti helyett, masodszor pedig koriilbeliil 500-zal
kisebbet. Mi lehetett az eredeti szdm?
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Oszthatasagi ismereteink

A 20 a 4-nek 5-szorose; 20-ban a 4 megvan maradék nélkiil, vagyis a 20 tobb-
szorose a 4-nek, a 4 pedig osztdja a 20-nak. A 20-nak osztSja az 5 is (20 az
5-nek 4-szerese, a 20-ban az 5 megvan maradék nélkiil).

A 4 osztdja a 20-nak igy jelolhets: 4 | 20.

A 0 minden pozitiv egész szimmal oszthatd, mert a 0-ban minden pozitiv egész
szdm megvan maradék nélkiil, mégpedig 0-szor. Viszont a 0 egyeflen pozitiv
szamnak sem lehet osztdja, hiszen a 0-val nem lehet osztani.

Az 1 minden szamban megvan maradék nélkil, vagyis minden szamnak osztoja.
-

Altaldnosan: TetszGleges a és b természetes szamra™ a tobbszordse b-nek,
mds széval b osztdja a-nak (roviden: b | a), ha a a b-nek természetes
$2amszorosa.

Abban az esetben, ha b # 0 egész szdm, akkor a | b azt jelenti, hogy a-ban
b megvan maradék nélkiil, vagyis % természetes szam.

N J

Eqy kis kitérd arrol, hogy 0-val nem lehet osztani:

%—nak nincs értelme, nincs ugyanis olyan szdm, amelyet O-val szorozva 8-at
kapnank. A 8 helyett ugyanezt elmondhatjuk barmely 0-tdl kiilonbdz6 szamra.
A g viszont badrmilyen szdm lehetne, hiszen g = 1j6 lenne, mert 1 -0 = 0, és
ugyanigy a g = 1007 is lehetne, mert 1007 - 0 = 0, és igy tovabb. Tehat nincs

egyetlen szdm, amit érdemes lenne g—nak értelmezni. Igy a g—nak sincs értelme.

/
J6l jegyezd meg: 0-val nem lehet osztani! ]
-

-
Megjegyzés:

A 0 oszthaté 0-val (vagyis tobbszorose a 0-nak). Igaz, hogy nem lehet
megmondani, hogy hdnyszorosa a 0 a 0-nak (mivelhogy akérhényszorosa).

-

* Természetes szdmok: nemnegativ egész szamok (0, 1, 2, 3,4, 5, ...)
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Keress olgan sadmokat, amelyeknek eqy oszfé}uk; két oszfé}uk; harom osz’ré&uk;
né gy oszfo}uk van'
Keress olyan szdmot is, amelynek hét osztdia van!
A 20-nil kisebb pozitiv egész szamok osztdi:
1 23 456 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

1111111111 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 32 5 2 23 2 11 2 13 2 3 2 17 2 19
4 3 4 9 5 3 7 5 4 3
6 8 10 4 14 15 8 6
6 16 9
12 18
4 )

Az 1-nek csak egy osztoja van (1, vagyis Gnmaga). Mds ilyen szdm nincs is.

Ket osztdja van (1 &s nmaga) példaul 2 2, 3, 5,7, 11, 13,17, 19, 23, ... sza-
moknak. Ezeket a szdmokat nevezziik torzsszamoknak (vagy primszamoknak).
A torzsszamoknak 1-en és onmagukon kiviil nincs mds osztéjuk, vagyis
nincs valédi oszt6juk, tehit nem bonthatdk fel valédi osztok szorzatara. Az
1 sem bonthat6 fel valédi osztok szorzatdra, de az 1 nem primszam.

A tobbi szamnak kettdnél tobb osztdja van, ilyenek: 4, 6, 8, 9, .... Ezek az
osszetett szamok. Az osszetett szamoknak van valédi osztéjuk.

- J
4=2.2 6=2-3 8§=2-4 9=3-3 12=3-4

60 =10-6 120=12-10 ...

Van, amikor tovabb is folytathat6 a felbontas:

12=3-4=3.2-2

60=10-6=2-5-2-3

Vagy példaul: 120

/\
12 - 10
/N
3.4.2.5
/\
.20,

3 2.5

e Es mivan, ha masképp indulunk el?
e Proébald folytatni ezeket a felbontdsokat!
60 =4-15 120 = 2-60 120 = 6-20

18



Feladatok

1. Keress 6t-0t olyan szadmot, amelynek

a) nincs valédi osztéja! b) csak egy osztéja van!
¢) csak két osztéja van! d) csak hdrom osztéja van!

2. Bontsd fel minél tobb tényezére és minél tobbféleképpen a 60-at, a 96-ot, a
360-at és a 420-at! Mit tapasztalsz?

3. Igazak-e a kovetkezd allitdsok?
a) Minden 6-tal oszthaté szdm péros.
b) Minden 4-gyel oszthaté szdm 4-gyel oszthat6 szamjegyre végzsdik.
¢) Van olyan pératlan szdm, amely oszthaté 18-cal.
d) Van olyan 7-tel oszthaté szam, amely oszthaté 5-tel.

e) Van olyan 10-zel oszthaté szam, amely pdros.

4. 20 is oszthat6 4-gyel, és 28 is. Igaz-e, hogy oszthaté 4-gyel
a) az Osszegiik is?
b) a pozitiv kiilonbségiik is?
¢) a szorzatuk is?

A szorzatukrdél tobbet is mondhatsz. Mit?

5. Keress két olyan 4-gyel oszthaté szamot, amelyek hanyadosa

a) 4-gyel nem oszthat6 természetes szdm!

b) 4-gyel oszthat6 természetes szam!

6. Keress olyan szamokat, amelyek

a) 2-vel és 4-gyel is oszthatdk, de 2 és 4 szorzatdval nem oszthat6k!
b) 2-vel és 4-gyel is oszthatdk, és 2-nek és 4-nek a szorzatdval is oszthatok!

¢) 2-vel és 3-mal is oszthat6k, de 2 és 3 szorzatdval nem oszthatdk!
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Parosorszag

Péarosorszdgban csak paros szdmok vannak, pdratlanok nincsenek.
24:8=3
Ilyen osztds példaul Parosorszagban nincs, mert ennek az osztdsnak az eredmé-

nye pératlan szdm, amely Péarosorszdgban nem létezik.

o Keress olyan osztdsokat, amelyek Pdrosorszdgpan is elvéﬂgzheﬁk, mint példé-
ul:

24:6=4

o Néad meq a fobbi alapmiveletet is!

Keress olyan Osszeaddsokat, kivondsokat, szorz4sokat, osztdsokat,

melyeket el
lehet végezni

melyeket nem
lehet elvégezni

e Mit tapasztaltdl? Probdld megmagyardzni a tapasztalatodat!

Osszeadni, kivonni, szorozni mindig lehet, mert két paros szam dsszege, kiilonbsé-
ge™ és szorzata is paros szam. Példaul:

6+2=38 6—-2=4 6-2=12

Lattuk azonban, hogy osztani nem mindig lehet. Az osztds a természetes sza-
mok korében sem végezhetd el mindig. Ezen példaul azzal segitiink, hogy tort
szdmokat haszndlunk. (Péld4ul 13 alman négyen osztoznak. Mennyi jut egynek?
3 és egy negyed alma.) Mds esetben maradékos osztdst végziink. (Példaul 13
almabdl hany embernek jut négy-négy alma? Haromnak, és marad 1 alma.) A
maradék mindig kisebb az osztonal.

Péarosorszdgban is vannak tort szdmok — természetesen csak olyanok, amelyek-
nek a szdmlal6ja és a nevezdje is paros szam.

o Nézzik, ho% véq:;zheﬁmk maradékos osztdst Pdkosorszd%ban\
Osszuk példdul a c%-at 12-vel!

5 nem lehet a hdnyados, mert P4drosorszdgban 5 nincs.

* Péros szdmok kiilonbsége lehet —2, — 4, —6,... is. Az oszthatsdgot kiterjeszthetjiik a
negativ szdimokra, és akkor ezek is pdros (2-vel oszthat6) szimok. Ugyanigy 3-mal oszthaté szdm
a—3,a—6,a—-9...is.
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e Probaljuk igy:
68 : 12 = 4, marad 20; vagyis 68 = 12 -4 + 20.

Itt meg az a baj, hogy a maradék nagyobb, mint az oszt6. Elérhet6-e, hogy a
maradék itt is kisebb legyen az oszténél?

68 : 12 = 6, marad —4; vagyis 68 = 12-6 — 4.

Most a maradék abszoltit értéke kisebb az oszténdl, de megengedtiink negativ
maradékot is. Azonban ez sem megy mindig.

o Ossak a 1%-af G—tal!
18 : 6 = 2, marad 6; vagyis 18 = 6-2 + 6.
Vagy taldn inkdbb igy:
18 : 6 = 4, marad —6; vagyis 18 =6-4 — 6.

A maradék abszolit értéke egyik esetben sem kisebb az oszténdl! Eszerint Pa-
rosorszdgban maradékos osztdst nem mindig tudunk végezni.

e Vizsgiljitok tovabb a szdmokat: probéljatok maradékosan elosztani a 100-at
6-tal, a 110-et 20-szal!

Nézaik most a téngeadkre bontdst, de elésaor az 6sszes pozitiv egész s2dm
kérében!

Il=1-1=1-1-1=...

2=1-2=1-1-2=...

3=1-3=1-1-3=...

4=2.2=1-4=...

Ha csak valddi osztokat engediink meg tényezdnek, akkor az 1 és a primszdmok
(2,3,5,...) felbonthatatlanok (nem bonthaték fel legaldbb két szorzétényezédre).

/

Pérosorszdgban az 1-hez hasonldan viselked$ szdm (bdrmit szorzunk vele,
az eredmény maga a szdm) nincs.

Igy vannak olyan szamok, amelyek semmilyen médon nem bonthatdk fel
tényezdkre.

Ezek a felbonthatatlanok (primszamok vagy torzsszamok) Parosorszagban.
Ilyenek példaul a 2, a 6 és a 10.

21



[gy kaphatjuk meg Parosorszaghan a primszimokat (felbonthatatlan szimokat):

A kovetkez6 tdblazatban athiizzuk a szdmok koziil a 2 tobbszoroseit (a mi fogal-
maink szerint a pros szamszorosait, vagyis a 4 tobbszoroseit). Igy épp a prim-
szamok (felbonthatatlan szamok) maradnak kihizatlanul; ezeket bekeretezziik:

4 (6 8 (100 1z (04 1w (18 20
24 28 32 36 40
42) 44 (46) 48 (500 52 (54 56 (58] 60
64 (66) 68 A 76 80
82) 84 (86) 88 (90) 92 (94 96 (98] 100
102) 104 (106) 108 (110) 12 (114) 16 (118 120
(122) 124 (126) 128 (130) 1327 (134) 136 (138] 140
142) 144 (146) 148 (150) 1527 (154) 156 (158) 160
(162) 164 (166) 168 (170) 172 (174) 176 (178] 180
182) 184 (186) 188 (190) 197 (194) 196 (198] 200
(202) 204 (206) 208 (210) 212 (214) 216 (218) 220
(222) 224 (226) 228 (230) 237 (234) 236 (238) 240
(242) 244 (246) 248 (2500 252 (254) 256 (258) 260
262) 264 (266) 268 (270) 272 (274) 276 (278) 280
282] 284 (286) 288 (290 297 (294) 296 (298] 300

e (Gondold meg, miért igaz ho% a bekeretezett szamok a primszamok (felbontha—
tatlanok) Pdrosorszdzyoan\

Az athizott szdmokat felbonthatjuk felbonthatatlanok (primszdmok vagy
torzsszdmok) szorzatdra. Ezek az osszetett szamok Parosorszagban.

e Parosorszagban bontsd fel primszdmok szorzatira az 50-nél kisebb Osszetett
szdmokat! Mit tapasztalsz?

32-ig minden parosorszdgbeli Osszetett szamot, a sorrendtdl eltekintve, csak egy-
féleképpen tudunk primszamok szorzataként folirni. Péld4ul:

4=2.2 8§=2.2-2 12=2-6 16=2-2-2.2 24=2-2-2-6
A 36 azonban megbontja a rendet:
36 =2-18 36 =6-6

A 2, a6 és a 18 is primszdmok Péarosorszdgban, igy a 36-ot Pdrosorszdgban
kétféleképpen lehet primszdmok szorzatdra bontani. Parosorszagban sok olyan
szam van, amelyet tobbféleképpen is lehet primszdmok szorzatdra bontani. Pél-
déul:

180 =2-90 180 = 6-30 180 = 10-18
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e Bontsitok fel a 144-et, a 420-at, a 660-at és az 1620-at minél tobbféleképpen
parosorszagbeli primszdmok szorzatira!

e Keressetek még olyan szdmokat, amelyeket Parosorszdgban tobbféleképpen
lehet torzstényezdkre (primszdmok szorzatdra) bontani!

A szimelmélet alaptétele

A pozitiv egész szamok koreben mds a helyzet, mint Pdrosorszdgban.

Ahogy mar lattuk is, a 60-at példaul barhogy is kezdjiik el tényezdkre bontani,
mindig ugyanazokhoz a torzstényez6khoz jutunk, csak legfoljebb mas sorrend-
ben folirva.

230 330 O
2-2:15  4-310 A5 3310 345 5-a-6 S-3-4

S

2:2:3'5 2325 A543 3225 3445 4235 5:2:A'3 5:33Ad 332D
Minden osszetett szam felbonthatd primek szorzatara.

Ez nyilvanval6: elkezdjiik bontani ndla kisebb pozitiv egész tényezdk szorzatéra,
a tényezodket is tovabb bontjuk — egészen addig, amig csak lehet. Ha mar egyik
se bonthat6 tovabb, akkor mindnek primszdmnak kell lennie.

Tapasztalataink szerint minden Osszetett szimot a sorrendtdl eltekintve csak
egyféleképpen lehet primtényezdkre bontani. Ez a szamelmélet alaptétele.

Ennek a tételnek a bizonyitdsa nem egyszerdi, ezért nem bizonyitjuk be, de a
tételt magat folhaszndljuk. (Szdmelméleti konyvekben megtaldlod a bizonyi-
tast, példaul Sarkozi Andrds Szamelmélet cimi munkdjiban.) Parosorszdgban
is megfogalmazhatnink a szimelmélet alaptételét. Parosorszdgban azonban nem
érvényes a szdmelmélet alaptétele. Miért?

A szamelmélet alaptétele ket dolgot allit:
egyrészt azt, hogy minden osszetett szam folbonthato torzsszamok szorzatara;

mdsrészt azt, hogy ez a folbontas a szorzotényezok sorrendjétdl eltekintve
egyértelmi.
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Most lathatod, hogy azért nem vessziik az 1-et a primszdmok k6z¢é — bar az 1 is
folbonthatatlan —, mert akkor nem lehetne a szdmokat, a sorrendtdl eltekintve,
egyértelmiien primtényez6kre bontani, példaul

6=2-3=1-2-3=1-1-2-3=...

A primtényezos alak szokiasos meghatarozasa

A szam utin egy fliggbleges vonalat hizunk. Ennek jobb partjara a primsza-
mokat frjuk nagysdg szerinti sorrendben, a szdm ald pedig sorban a kapott ha-
nyadosokat. Amikor a hdnyados 1, akkor készen vagyunk. A fiigg6leges vonal
jobb partjan vannak a szdmok primtényez6i, mindegyik annyiszor, ahdnyadik
hatvanyon szerepel az eredeti szdmban.

2040 2

1020
510
255

85
17|17

W W NN

1 Tehat 2040 = 2°-3.5-17.

Feladatok

2.

24

A 36 960-at és a 4225-6t bontsd torzstényezdkre!

Hatarozd meg a kovetkez6 szamok primtényez8s felbontasat!
12100 7510 . 4520

Van-e olyan hatvdnya a 2-nek, amelyik oszthaté 7-tel?

Oldd meg a kovetkez6 egyenleteket!
a) 217 . 317 — X17 b) 417 =X C) 360 = 0%
d) 4% = g e) 2% =20 f) 23 =37

Dontsd el, hogy az aldbbi allitdsok koziil melyik igaz és melyik hamis!
a) 24.35]20.37 b) 3%.-113|2%.3%. 114
¢) 26.74|28.73.5 d) 2*.3.52|26.5%.73



A sziirke szamsor szinezése (olvasmany)

A hinduk 6sid6kt6l fogva kitlind matematikusok. Ramanujanrél, egy 20. szdzadi
nagy hindu matematikusrol {rtdk a kovetkezd torténetet:

,Mikor egyszer Hardyval® Londonban taxin mentek, Hardy a taxi tdvozésa
utdn jott ra, hogy aktatdskajat a kocsiban felejtette. Kéziratok 1évén a taskaban,
ez kétségbe ejtette, de Ramanujan megnyugtatta, nincs baj, 6 emlékszik, hogy
a taxi szdma 1729. Hardy nagyon megkonnyebbiilt, de rogton megkérdezte,
hogy jutott eszébe egydltaldin megjegyezni a taxiszdmot, és ha mér igen, hogyan
lehetett egy ilyen érdektelen szamot megjegyezni. Nem érdektelen ez a szam,
felelte Ramanujan, ez a legkisebb egész szdm, amely egynél tobbféleképpen
allithat6 el6 két kobszdm 6sszegeként. Tényleg:

1729 = 1 + 1728 = 12 + 123 = 1000 + 729 = 10° + 93>

(Részlet Turdn P4l Eqy kiilonds életit, Ramanujan cimd cikkébdl, amit a Fiigge-
lekben megtaldlsz.)

Ramanujannak még a négyjegyli szdmok is ilyen kiilon sajatossdgokkal fol-
ruhdzott személyes ismer8sei. De a kisebb szdmok neked is j6 ismerdseid.

»A 2-es nem a sok sziirke szdm egyike, hanem sok oldalrél megismert kii-
16nall6 egyéniség: 6 az els6 paros szdm, 1 + 1, 4-nek a fele stb. De akar 10-ig
szinezziik i{gy a szdmokat, akdr olyan messzeségig, mint a hinduk, mindez csak
szerény kis toredéke a végtelen szdmsornak, amely ezen tdl sziirkén hémpolyog
tovébb.

Tudjuk ugyan, hogy vannak paros szdmok, igen, minden mdsodik szdm paros:
1,2,3,4,56,7,8,9,10, 11,12, ...,

ugyanigy minden harmadik szdm oszthat6 3-mal:
1,2,3,4,56,7,8,9,10, 11,12, ...,

minden negyedik szam 4-gyel:
1,2,3,4,56,7,8,9,10, 11,12, ...

és igy tovdbb; ezek azonban csak kisebb-nagyobb hulldmokat jelentenek, me-
lyek ha egyszer megindultak, egyhangian, egyformédn gordiilnek tovabb. Valo-
ban nincs semmi vératlan, semmi egyéni szeszély, ami felélénkithetné ezt az
egyhanguisigot?

De van: a torzsszdmok szeszélyes, szabalyokba nem szorithaté eloszldsa .. ..

* G.H. Hardy angol matematikus, szdzadunk egyik legjelentdsebb matematika tuddsa volt.
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. Még a régi gorogoktSl maradt rank egy szellemes oOtlet, amely téve-
dés lehet6sége nélkiil, gépiesen dllitja el6 ezt a szeszélyes sorozatot: az un.
Eratosztenasz-féle rosta. Irjuk fel a szamokat 2-t61 50-ig; e sorozat els tagja 14-
tatlanban is biztosan térzsszam, hiszen minden valédi oszt6ja kisebb volna ndla,
s igy (1-en kiviil) el6tte szerepelne a sorozatban, elStte azonban nincs semmi.
Most nézziik meg, hogy mi ez az elsé szam: (2. Minden mésodik szam 2-nek
tobbszorose, és igy a 2 kivételével nem torzsszam, tehdt innen kezdve hizzunk
ki minden mésodik szdmot:

20 3 4 5 6 7 8 9 10
11 ¥ 13 ¥ 15 16 17 8 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 47 43 44 45 46 47 48 49 50

A legelsd szam, ami 2 utdn épségben maradt, ismét csak torzsszdm lehet, hiszen
csak elbtte szerepld szdmnak lehetne tobbszorose, elbtte pedig csak olyan szdm
van, melynek tobbszoroseit kihdztuk. Nézziik meg ezt a szamot: 3. Minden har-
madik szam 3-nak tobbszorose, tehat hizzunk ki innen kezdve minden harmadik
szdmot (nem baj, hogy igy egyes szdmokat kétszeresen is dthizunk):

20 B 4 5 6 7 8 9 W
11 ¥ 13 M 15 16 17 B 19 20
26

20 272 23 24 25 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

Ezt ugyanigy folytatva, megtartjuk az 5-6t; de 5 tobbszoroseit természetesen ki
kell hiznunk. Tehdt 5-6n tdl minden 6todik szdmot, majd hasonldéan 7-en tul
minden hetediket dthuzunk:

458 60 8 910
11 ¥ 13 ¥4 45 36 17 8 19 20
24 27 23 24 25 26 27 28 29 .30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

41 A2 43 M 4 46 47 48 49 50

Tovabb mar nem is kell menniink, mert az elsé fennmarad6 szam a 11, €s ennek
a 7-szeresénél nagyobb tobbszorosei mér tdl vannak 50-en, kisebb tobbszordsei
pedig mar mind az kihdzott szdmok kozott szerepelnek.

Irjuk ki a megmaradt szdmokat!
2,3,5,7,11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47.

Ezek valdban az 50 alatti primszamok.

26



Gépet is lehetne szerkeszteni, mely az itt adott utasitdst végrehajtja, és igy
hibatlanul ontja a torzsszdmokat egy bizonyos hatdrig. Ez azonban mit sem val-
toztat azon, hogy a torzsszamok minden hataron til a legszeszélyesebben bukkannak
fel djra meg ijra.”

(Részlet Péter Rozsa Jatek a végtelennel cimd konyvébsl.)

e Keresd meg 100-ig is a primszdmokat!

Erdekességek a tirzsszamokrél

1. Keress a természetes szamok kozt
a) ot egymast kovets Osszetett szamot;
b) hat egymadst kovets dsszetett szdmot;
¢) tiz egymdst kovetd osszetett szamot;
x d) szdz egymdst kovetd dsszetett szdmot!
1 2. Mit gondolsz, van—e akdrmilyen nagy héza% a primszdmok Kézétt, vagyis lehet-e
az, hogy akdrmilyen sok dsszetett sadm kovetkeaik egymds utdn?
3. Keress két olyan szomszédos primszdmot, amelyek kozt éppen
a) hat dsszetett szam van;
b) hét osszetett szdm van;
¢) nyolc dsszetett szdm van;
d) Kkilenc 6sszetett szdm van!
x e Eszrevettél-e valamilyen érdekességet? Allitasod indokold!

1 4. fehet-e az, ho% valahonnan kezdve mdr csak 6Gsszetett szdmok vannak a

fermészetes szdmok sordban, és primszdm mdr egy sincs?
e Ha igy van, koriilbeliil mekkora lehet szerinted a legnagyobb primszam?

e Mit gondolsz, van-e 1 milliénal nagyobb primszadm?
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Kules a jelzett feladatok megoldasahoz

27. oldal 1. &s 2. feladat

Bizonyitsd be a kovetkezd szdmokrdl, hogy egymadst kdvetd Osszetett szamok!
2-3-4.5-6+2

-6+3

-6+ 4

-6+5

-6+ 6

IO N NN
WL L D WD

3
3
3.
3

[NSTE \C T (S I )

27. oldal 3. feladat

A 2 és a 3 kozt nincs egész szdm, de barmely mas két szomszédos primszdm
kozt péaratlan szamu egész szdm van. Ezt prébald bebizonyitani!

27. oldal 4. feladat
A Fiiggelekben a primszdmok tdbldzatdban a legnagyobb primszdm a 4831.
Biztos-e, hogy 4831-nél van nagyobb primszdm?

Nézziik 1-t6]1 4831-ig az Osszes egész szdm szorzatét, és a szorzathoz adjunk
még 1-et:

1-2-3-4.5-6-7-8-9- ... -4826-4827 -4828 - 4829 - 4830 - 4831 + 1

Ennek a szdmnak biztosan van 4831-nél nagyobb primszdmosztéja (nem feltét-
leniil val6di osztéja). Bizonyitsd be az éllitdst, és hasonld okoskoddssal prébald
bebizonyitani, hogy van 1 milliéndl is nagyobb primszdm!

Ezzel a médszerrel azt is be lehet 1atni, hogy barmilyen adott szdmndl van na-
gyobb prfmszém: amibdl mar kovetkezik, hogy végtelen sok primszdm van. (A
Figgelekben az Erdekességek a torzsszamokrdl cimii olvasmanyban még olvas-
hatsz err6l.)

Feladatok

1. Igaz-e, hogy pozitiv egész x, y értékekre
a) 7lxy=>7|xvagyT|y
b) 15|xy=>15|xvagy 15|y
¢) 23| xy=23]|xvagy?23]|y

d) 91| xy=91|xvagy9l|y
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2. Igaz-e, hogy pozitiv egész x értékekre
a) 2|x és 3|x=>6]x b) 2|x és 10| x=>20]|x

¢) 2/x é 10|x=>5]|x d) 2|x és 6|x=>12]|x

3. Igaz-e, hogy pozitiv egész x értékekre
a) 21| x?=>21]x b) 12|x>=>12|x
¢) 12| x?=36]x? d) 13|7x=>13|x

@’ 4. Egy x pozitiv egész szam négyzete oszthaté 280-nal. Mire lehet ebbdl ko-
vetkeztetni?

5. Melyik az a legkisebb pozitiv egész szam, amelynek az 1260-szorosa egy
egész szdm harmadik hatvdnya?

6. Vailassz ki hdrom egymast kdvetd pozitiv egész szdmot! Szorozd dssze Gket,
€s nézd meg, milyen szdmokkal oszthat6 a szorzat!

1 1. Igaz-e az, hogy bdrhogy is valasztasz harom egymadst kovets pozitiv egész
szdmot, a szorzatuk biztosan oszthaté 6-tal?

8. Mivel oszthat6 biztosan 4 szomszédos pozitiv egész szam szorzata?

9. Mivel oszthaté biztosan 7 szomszédos pozitiv egész szdm szorzata?

7z 2z

@ 10. Adj meg olyan feltételeket, melyekkel igazak a kovetkezd éllitdsok!

a) Ha egy pozitiv egész szdm négyzetét elosztjuk 4-gyel, négyzetszdmot
kapunk.

b) Ha egy pozitiv egész szdm négyzetét elosztjuk 5-tel, négyzetszamot
kapunk.

¢) Ha egy pozitiv egész szam kobét elosztjuk 8-cal, egy egész szam kobét
kapjuk.

d) Ha egy pozitiv egész szdam kobét elosztjuk 9-cel, egy egész szam kobét
kapjuk.

e) Ha egy pozitiv egész szam négyzetét elosztjuk 9-cel, négyzetszamot
kapunk.
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1. A kovetkezd 6t rajzrél harom-hdrom cimke hidnyzik. Keresd meg, hogy

melyik rajzhoz melyik cimkehdrmas tartozik!

a) |60 valodi oszté| |63 valodi osatoi]

b) [243 valédi osstéil 1243 valddi osztéi

¢) ‘GO valodi osz‘réi‘

d) (6O valédi oszté]  [30 valodi osatdi]
2% % 2%

el valodi 0sztéi volodi 0sztéi

(20 valédi osztdi]

|42 valédi osatsi]

‘ QO valédi osz’réi‘

4% valodi osztdi

a7 . 55 . ?5
valodi o0sztoi
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12. Osszeszorozzuk 1-t81 kezdve az els6 100 pozitiv egész szdmot:
1-2-3-4-5- ... -97-98-99-100

Hény nulla van a kapott szorzat végén?

Kules a jelzett feladatok megoldasahoz
29. oldal 7. feladat

Gondolj arra, hogy az egész szamok sordban 0-t6l kezdve minden mésodik szdm
2-nek tobbszorose, és minden harmadik szam 3-nak tobbszorose!

Szamok dsszes osztija

1. Egyetlen olyan szdm van, amelynek pontosan gy osztépa van. Melyik az?
Pontosan ket osztdja a primszdmoknak van. Sorolj fel néhdnyat!

e Keress olyan szaimokat, amelyeknek pontosan hdrom oszfé}uk van. Mit tudsz
ezekrdl a szdmokrol?

e Keress olyan szamokat, amelyeknek né% oszfo}uk van!

2. Ha probalgatdssal keresed egy szdm 0sztoit, me ddig kell elmenned a Pkolbdl%[l‘
tassal?

3. Hzina osz’ré}a van a kovetkezd szamoknak:

160 366 1991

[Egy n pozitiv egész szdm Gsszes osztojanak a szamat d(n)-nel jelsljiik. )

Az n — d(n) fiiggvény dgynevezett szamelméleti fliggvény.

%, 4. Folytasd a tablézat kitoltését!

n 1 2 1314|516 | 7|89 |10|11]12
dn)

dn)
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5. Hatarozd meg d(n) értékét (k tetszSleges pozitiv egész szamot, p tetsz6leges
primszdmot jelent)!

n|d(n) n|d(n) n|d(n) n|d(n) n|dn)
3 5 11 13 D
32 52 112 132 p?
33 53 113 133 P’
34 54 114 134 p*
3k 5k 1% 13 Pk

6. d23-3) = d(23-5%) = d(19-23)= d(19-23-31) = d(2-53.7%) =

e A 200, a 250 és a 12 250 0Osszes osztdjat a kovetkezd 4brékrdl le tudod
olvasni. Az abrak készitésekor a szamok primtényezds felbontdsat hasznaltuk.

23.52
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7. Probéld megfogalmazni és képlettel leirni, hogy ha ismered eq4 s24m prim—

tényeads felbontdsdt, hogyan tudod megdllapitani, hogy 6sszesen hiny osztdja van!

8. Hiny oszt6ja van a kovetkezd szamoknak?
720 960 30000
9. Melyik az a legkisebb pozitiv egész szam, amelynek
a) 9 osztéja van;

b) 10 osztéja van?

10. Keress olyan szdmokat, amelyeknek pontosan
a) 3; b) 4; ¢) 5; d) 6 osztéja van!
@: 1. Van-e olyan 1000-nél kisebb szdm, amelynek
a) pontosan 30 osztGja van;

b) tobb mint 30 osztéja van?
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@ 12. 6 melyik hatvdanydnak van pontosan
a) 24; b) 49; ¢) 100 osztéja?
@s 13. Van-e olyan 33-mal oszthat6 szdm, amelynek pontosan 33 osztéja van?

@ 14. Egy szultan 100 celldba bezart egy-egy rabot. A celldkon kétallasu zarak
vannak: forgatdssal felvdltva nyilnak, illetve zarédnak. A rabok nem veszik
észre, ha nyitjdk vagy zarjdk az ajtét. A 100 rab bezérdsit kovetben a szul-
tan meggondolja magat, és végigszalaszt egy 6rt, hogy minden zdron forditson
egyet. Majd djra meggondolja magat, és akkor elkiild egy mdasodik 6rt, hogy
minden masodik zaron forditson egyet. A kovetkezd pillanatban mar kiildi is a
harmadikat azzal a paranccsal, hogy minden harmadik zaron forditson egyet. Ezt
igy folytatja tovdbb, mig utoljara a szdzadik &rnek azt a parancsot adja, hogy
minden szizadik zaron forditson egyet. Ezutan elrendeli, hogy akinek a cell4ja
nyitva van, azt bocsdssdk szabadon. Mely celldk laké6i hagyhatjdk el a bortont?
Allitdsod indokold!

(Ez a feladat Arthur Engel német matematikustdl szarmazik.)

&@1 A feladatnak egy madositott valtozata: A szultdnnak az a parancsa, hogy az els6
Or minden zédron forditson egyet, a masodik ér minden masodik zdron forditson
kett6t, a harmadik minden harmadikon harmat, és igy tovabb, és végiil a szdzadik
minden szdzadikon szdzat. Mely celldk lakéi hagyhatjik el a bortont?

Kozos osztok, kozos tobbszorosok

1. Egy kikot6ben 2000. janudr 2-an egyiitt volt 4 hajé. Tudjuk, hogy az els
hajé 4 hetenként, a masodik 8 hetenként, a harmadik 12 hetenként, a negyedik
16 hetenként fordul meg a kikotSben. Mikor taldlkoznak legkozelebb ebben a
kikotoben?

2. Matr6zok, akik jo bardtok voltak, egy szigeten kincset taldltak: 48 egyforma
eziist talkat, 72 egyforma eziist hamutartét €s 100 egyforma igazgyongyot. Nagy
szerencséjiik volt, mert €ppen annyian voltak, hogy mind a haromféle ajandékon
igazsdgosan tudtak osztozni. Hianyan lehettek?

o Az el6z3 két feladat megolddsa kozos tobbszorosok és kozos osztok keresésére
vezetett.

A szamok torzstényezds alakjabdl konnyen ki lehet olvasni a kozos osztokat
és a kozos tobbszorosoket.
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3. Nézziik a 240-et és a 108-at!
240 =2%.3.5 108 =2%2.33
o Keress kozés osztokat!

o Keress Kozds tobbsziorssoket!

Megjegyzés: Amikor kozos tobbszorosokrdl van szo, mindig csak pozitiv kozos
tobbszorosokre gondolunk. A 0 ugyanis, mivel minden szdmnak tobbszorose,
nem érdekes mint k6z6s tobbszoros.

4. 240-nek és 108-nak van-e olyan

kozos osztdja, amely 10-zel ko6z0s tobbszorose, amely 10-zel
oszthatd; oszthatd;

kozos osztdja, amely 7-tel kozos tobbszorose, amely 7-tel
oszthato; oszthato;

kozos osztdja, amely pératlan; koz6s tobbszordse, amely paratlan?

5. 240 és 108
o kozbs osztoi kozstt van—e le%kfsebb;

o Kkozds osztoi Kozstt van—e leca!m%obb;

kozos tobbszorosei kozott van—e le%kisebb;

kézos tobbszorései Kézétt van—e le%na%obb?
‘ )

Véges sok pozitiv egész szdm |egnagyobb kozos osztdja az a legnagyobb
egész szdm, amely az adott szdmok mindegyikének osztdja.

Az a és b szamok legnagyobb kozds osztéjat igy jeldljiik: (a, b). Tobb
szdmra is hasonl6 a jelolés, példaul a, b és ¢ szdmok legnagyobb kozos

osztdjat igy jeloljik: (a, b, ¢)
- J

Példaul (240, 108) = 12, (240, 225) = 15, (240, 20) = 20, (225, 108) = 9,
(240, 108, 20) = 4, (240, 225, 108) = 3, (240, 225, 14) = 1.

A példdk kozott olyan eseteket is latunk, ahol a legnagyobb k6z0s osztd 1.

Ha két vagy tobb szdm legnagyobb kozos osztéja 1, akkor ezek a szdmok
relativ primek.

Péld4ul a 175 és a 108 relativ primek, és a 240, 175 és 108 is relativ primek, de
paronként mar nem relativ primek, hiszen (240, 175) =5 és (240, 108) = 12.
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Véges sok pozitiv egész szam legkisebb kozds tobbszorose az a legkisebb
pozitiv egész szdm, amely az adott szdmok mindegyikének tobbszorose.

Az a és b szamok legkisebb k6zos tobbszordsét igy jeloljik: [a, b]. Tobb
szdmra is hasonlé a jelolés, példaul a, b és ¢ szdmok legkisebb kozds

tobbszorosét igy jeloljik: [a, b, c]
N J

Példdul [240, 108] = 2160, [240, 225] = 3600, [240, 20] = 240,
[225, 108] = 2700, [240, 108, 20] = 2160, [240, 225, 108] = 10 800,
[240, 225, 20] = 3600.

6. A primtényezss alak segitségével megadjuk néhdny szdm legnagyobb k6zos
osztdjat és legkisebb kdzos tobbszordsét, koztiikk néhdnyat hibasan. Keresd meg
a jokat (a hibasakat javitsd ki)!

60=22.3.5 72=2.32 396=2%2.32.11 108=2>-3°

(60,72) =2-3=6 (60, 72) = 2%.3% =36 (60,72) =2%2-3 =12
[60,72] =2-3-5 =30 [60, 72] = 23 -3%2.5 = 360

(60, 396) = 2%2.3 =12 (60, 396) = 2%2.32 = 36
[60, 396] = 2%-32.5.11 = 1980 [60, 396] = 22-33.5.11 = 5940

(60, 108) =2%2.3 =12 (60, 108) = 2%2-32 = 36
[60, 108] = 2%-33 = 108 [60, 108] = 22-33.5 = 540

7. Hatdrozd meg a kovetkez$ szamok legnagyobb kozos osztdjat €s legkisebb
kozds tobbszorosét!

a) 23.32 és 25.3
b) 2%.35 és 3%.7

e) 27.3%.56 & 35.53.132

8. Szamitsd ki a kovetkezsket!

(72, 396)= [72, 396]=

(72, 108)= [72, 108]=

(396, 108) = [396, 108] =

(60, 72, 108) = [60, 72, 108] =

(60, 72, 108, 396) = (60, 72, 108, 396] =
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9. Milyen x-re igazak a kovetkezd egyenlGségek?

[x,2-3]=2%-3-5

[x,24]=2%.3
(x,2%.3)=2%.3
(x,3-5) =1

10. Keress olyan a és b szamokat, amelyeknek nincs 1-nél nagyobb kozos
osztdjuk, vagyis relativ primek!

a ‘

b|

1. Keress olyan szdmokat, amelyek a 300-hoz képest relativ primek!

12. 35, 76 és 28 hdarom olyan szdam, melyre (35, 76, 28) = 1, vagyis relativ
primek. Keress még ilyen szdmharmasokat!

a

b

c

13. Keress olyan szdamokat, melyekre (a, b, ¢) = 1, és

a) (a,b) =2 (a, c) =3 (b,c)=5
b) (a,b) =1 (a,c) =1 (b, c) =1
¢) (a,b)=2 (a,c) =2 (b,c) =3
d) (a,b) =2 (a,c) =17 (b, c) =3
e) (a,b)=2 (a, c) =3 (b,c) =3

14. Keress olyan szamokat, melyekre

a) (a,b,c)=1 és [a, b, c] = 30
b) (a,b,c)=1 és [a, b, c] = 60
¢) (a,b,c)=2 és [a, b, c] =20
d) (a,b,c)=2 és la, b, c] = 40
e) (a,b,c)=3 és [a, b, c] = 180
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15. Milyen x-re igazak a kovetkez$ egyenléségek?
a) (x,1503) =2-32 =18
b) (x,1503)=32>=9
e) [x, 1503] =2%-32.167 = 6012
d) (x, 1503, 6012) = 167

e) [x,12]=12-x

16. ird le, hogy a primtényez6s alakok ismeretében ho%zm tudod elédllitani véges
sok s2dm le%na%obb koz6s 0sEHOAL és le%kisebb kézos tobbszorset!

e A primtényezds alakok segitségével hatdrozd meg a 120, a 280 és az 1000
legnagyobb kozos osztdjat és legkisebb kozos tobbszorosét!

17. Tudjuk, hogy a 12 k6z0s osztdja 600-nak és 480-nak.
e Igaz-e, hogy 12|(600, 480)?

o Keress még kozos osztékat, és figyeld meg, milyen kapesolat van a kézés
os2ték és a lec&na%obb koz6s 0s2té Kozott!

18. Tudjuk, hogy a 960 kozos tobbszordse 240-nek és 160-nak. Igaz-e, hogy
[240, 160]/960?

o Keress még kozos tobbszordsoket, és figyeld meg, miyen kapesolat van a
kozos tobbszorostk és a le%kisebb kozos tobbszorés Kozstt!

19. Keress két olyan szdmot, amelyeknek a legnagyobb kozos osztdja 1 (relativ
primek)! Szamitsd ki a legkisebb kdzos tobbszorosiiket!

e Mit tapasztalsz?

o Keress még relativ primeket, és ellendrizd a sejtésed!

20. Nézd meg a kovetkezd szorzatokat! Milyen érdekességet tapasztalsz?
(12, 35) - [12, 35] =

(12, 15) - [12, 15] =

(8,9)-18,9] =

(8, 12) - [8, 12]

(8,24)-[8, 24] =

e Fogalmazd meg éltaldnosan, milyen kapcsolat van (a, b), a-b és [a, b] kozott!
Allitdsod indokold!
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21. Keress olyan x szdmokat, amelyekre igazak a kovetkezd egyenlGségek!
a) (2-32,25.3)=2%.3
b) 22-3-5%,x)=3
¢) 2%-3-5%,x) =20
d) [3-5%-7,x] =1050
e) [3-5%,2-331=2.3%.5°

f) [3-52-7,x] =725

22. Igaz-e, hogy
a) ha egy szdm oszthat6 4-gyel és 6-tal, akkor 24-gyel is oszthato;
b) ha egy szdm oszthaté 3-mal és 8-cal, akkor 24-gyel is oszthatd;

¢) ha egy szdm oszthat6 4-gyel és 6-tal, akkor 12-vel is oszthat$?

23. Keress példit arra, hogy egy szdm oszthat6 3-mal és 15-tel, de nem oszthatd
45-tel!

e Ha egy szdm oszthat6 3-mal és 15-tel, mivel oszthaté még biztosan?

24. Keress olyan a és b szamokat, amelyekre igaz az, hogy minden szdm,
amely oszthat a-val is és b-vel is, oszthatd a - b-vel is!

e Keress olyan szdmpdrokat is, amelyekrdl mar rdnézésre is 14tod, hogy nem
igaz r4juk az allit4s!

e Probéld megfogalmazni, hogy milyen a-ra és b-re igaz az allités!

25. Egy szam oszthaté a-val és b-vel. Milyen szdmokkal valé oszthatésdgra
tudsz kovetkeztetni ebbdl?

26. Igaz-e mindig, hogy ha egy szdm oszthat6 a-val és b-vel, akkor oszthat6 a
és b legkisebb kozos tobbszorosével, vagyis [a, b]-vel is? Nézd meg még néhdny
példan!

27. Egy paratlan szamot megszorzunk a két vele szomszédos szam szorzatdval.
Tudjuk mar, hogy a szorzat oszthat6 6-tal (1asd 29. oldal 7. feladat). Keress més
olyan szdmokat is, amelyek biztosan osztéi a szorzatnak, akdrmilyen paratlan
szdmbdl indulunk is ki!
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Kules a jelzett feladatok megoldasahoz

39. oldal 16. feladat

Véges sok 1-nél nagyobb egész szam legnagyobb kozds osztdjanak primtényezds
felbontasaban a kozos primtényezSk szerepelnek, mindegyik az eléfordulé leg-
kisebb pozitiv kitevvel.

Példaul 240 =2*-3.5 108 =2%-3% (240, 108) = 2%-3 = 12.
Megjegyzés: az 1 kitevéket nem irtuk ki. Ha kifrjuk, igy alakul a példa:

240 =24.31.51 108 =2%2-3% (240, 108) = 22 -3! = 12.

Ha nincs k6z6s primtényezd (relativ primek), akkor a legnagyobb kdzos osztd 1.

Véges sok 1-nél nagyobb egész szam legkisebb kozds tobbszorosenek primtenye-
zos felbontasaban a benniik el6forduld 6sszes primtényezd szerepel, mindegyik
az eléforduld legnagyobb kitevével.

Péld4ul [240, 108] = 2*-33.5! = 2160
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Tobbszorasok szabalyos eloszlasa

A szdmsorban a O—tél kezdve minden harmadk sz2dm oszthaté 3-mal.

o) 3 6 q 13 15 1% a1 A% a3 30
I\ I~

9006 9009

9013

Q015

Q1%
Qw33 9030 VAT 9034 A0

e Egyetlen kifejezéssel is felirhatjuk az 6sszes 3-mal oszthat6 szdmot:

3k, ahol k természetes szam.

1. A 3k kifejezés melyik 3-mal oszthaté szamot adja meg, ha
k = 0; k=3; 4k = 1237
e Milyen k-t kell vdlasztani ahhoz, hogy megadjuk a 9000-et?

e Figyeld meg, hogy a sorozat elsd elemét a k = 0 értékre kapjuk meg, a
mésodik elemet a k = 1 értékre, és igy tovabb.

(Altalénosan a sorozat n-edik elemét a k = n — 1 értékre kapjuk meg. ]

2. Az el6z6 szdmvonalon jelolj meg x-szel néhdny olyan szdmot, amely 3-mal
osztva 1-et ad maradékul! Add meg ezeket a szamokat egyetlen kifejezéssel!

e Hianyadik helyen 4ll a most megjelolt szimok sorozatdban az 511 és a 90107

e Melyik szam all a 128. helyen?
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3. Milyen tulajdonsdgdak az eddig meg nem jelolt szimok? Add meg ezeket a
szdmokat is egyetlen kifejezéssel!

e Ebben a sorozatban hdnyadik helyen 4ll az 5127
e Melyik szam 4all az 529. helyen?

4. A 3,5 és 7 egymast kovetd pdratlan szamok, és mind a harom primszam.
Van-e még hdrom ilyen paratlan szdm?

5. Legyen p primszam. Keress olyan szamokat, amelyek biztosan oszt6i a
(p—1-p-(p+ 1) szorzatnak!

6. Bizonyitsd be, hogy hdrom egymads utdni paros szdm szorzata mindig oszt-
hat6 48-cal!

7. Mivel oszthaté6 mindig hdrom egymads utdni harommal oszthaté szam szor-
zata?

8. Mit gondolsz a kovetkezd hdarom eset koziil melyikben oszthaté biztosan
960-nalaza-(a—1)-(a+ 1) -(a—2)-(a+ 2) szorzat?

(1) a paratlan szam.
(2) a 4-gyel nem oszthat6 paros szam.
(3) a 4-gyel oszthaté péros szam.

Allitdsod indokold is!

A szamok osztasi maradékai

Ha egy szdm

e 10-zel osztva 0 maradékot ad, mekkora maradékot ad 5-tel osztva,;
e 5-tel osztva 0 maradékot ad, mekkora maradékot ad 10-zel osztva;
e 10-zel osztva 1 maradékot ad, mekkora maradékot ad 5-tel osztva,;
e 5-tel osztva 1 maradékot ad, mekkora maradékot ad 10-zel osztva;
e 3-mal osztva 0 maradékot ad, mekkora maradékot ad 9-cel osztva;
e 9-cel osztva 0 maradékot ad, mekkora maradékot ad 3-mal osztva;
e 3-mal osztva 1 maradékot ad, mekkora maradékot ad 9-cel osztva;
e O-cel osztva 1 maradékot ad, mekkora maradékot ad 3-mal osztva;
e 9-cel osztva 2 maradékot ad, mekkora maradékot ad 3-mal osztva;

e 3-mal osztva 2 maradékot ad, mekkora maradékot ad 9-cel osztva?
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2. Probéld felbontani a 60-at és a 63-at is két szdm Osszegére gy, hogy
a) mindkettd oszthaté legyen 6-tal;

b) csak az egyik legyen 6-tal oszthatd!

3. Keress két olyan
a) 17-tel nem oszthat6 szamot, amelynek az 6sszege oszthaté 17-tel;
b) 11-gyel nem oszthaté szamot, amelynek az 6sszege oszthat6 11-gyel;

¢) szamot, amelynek az osszege oszthaté 7-tel! Milyen esetek lehetségesek?

4. Igaz-e, hogy

a) ha egy x szdm 5-tel osztva 2 maradékot ad, és egy y szdm 5-tel osztva
1 maradékot ad, akkor az x + y 5-tel osztva 3 maradékot ad;

b) haegy x + y szdm 5-tel osztva 3 maradékot ad, akkor az x szdm 5-tel
osztva 2 maradékot ad, és az y 5-tel osztva 1 maradékot ad;

¢) haegy x szdm 5-tel osztva 2 maradékot ad, és egy y szdm 5-tel osztva
1 maradékot ad, akkor az x + y szdm 10-zel osztva 3 maradékot ad;

d) 7-tel oszthaté szamokat 6sszeadva az 6sszeg 7-tel oszthat6;

e) 7-tel nem oszthaté szamokat dsszeadva az dsszeg nem oszthaté 7-tel?

5. Keress két olyan szdmot, amelynek a kiilonbsége

a) oszthaté 7-tel; b) oszthat6 8-cal; ¢) oszthaté 9-cel!

6. Legfoljebb hdny olyan szdmot tudsz folirni, amelyek koziil semelyik ketts
kiilonbsége sem oszthatd 9-cel?

7. Adj 6ssze néhdny szdmot, €s nézd meg, mennyi maradékot adnak az eredeti
sadmok, €s mennyi maradékot ad az 6sszeq 3-mal, 4-gyel, 5-tel, 6-tal osztva!

o Talaltal szabdlyszerliséget? Tapasztalatod prébald ltaldnositani!

8. Vizsgdld meg példdkon, hogy ha két szdamot dsszeszorzunk, a szorzat osztdsi
maradéka milgen kapesolatban van a téngeadk osztdsi maradékdvall

o A fiizetedbe ird le, mit tapasztaltal!

9. Bizonyitsd be, hogy szorzat osztdsi maradékat me%a@uk , ha 6sszesz20r023uk

a tényezok osztdsi maradékait, és a Kapott szorzat osztdsi maradékat vesszik!
% P
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10. Bizonyitsd be, hogy 2 |nés 3 |n < 6| n!

12

13.

2~ 2

Igazak-e a kovetkez6 allitdsok?
a) 3|aésS5|a=>15]a

b) 4|aés6|a=>24]a

Mire lehet kovetkeztetni az alabbi feltevésekbdl?
a) 4]aés8|a

a) 12]aés18]a

Keress négyzetszdmot a kdvetkezd szdmtani sorozatokban! (A szdmtani so-

rozat egymadst kovetd elemei kozott a kiilonbség allandoé.)

14.

a) 3,7,11,15,19,23,27,31, ...
b) 2,5,8, 11, 14,17, 20, 23, ...

Milyen x és y pozitiv egész szamok lehetnek megolddsai a kovetkezd

egyenletnek?

15.
16.
17.
18.
19.

a) x> =4y+1 b) 2 =4y+2 e) x> =4y+3
Milyen maradékot adhatnak 8-cal osztva a négyzetszamok?
Milyen p primszdmra lehet a p> + 8 primszdm?

21%_nak mi az utolsé jegye?

319 milyen maradékot ad 7-tel osztva?

Mi a maradék, ha 2'938-at elosztjuk 7-tel?

2™ 7-tel val6 osztasi maradéka n melyik tulajdonsagétdl fiigg?

20. Hatirozd meg 3%%7 5-tel val6 osztasi maradékat!

21.

Mitol fiigg 3" 5-tel val6 osztdsi maradéka?

22. Bizonyitsd be, hogy ha n természetes szam, akkor 3n%+2n+ 1 nem oszthatd
5-tel!

23. Bizonyitsd be, hogy barmely 6t természetes szam koziil kivalaszthat6 hé-
rom olyan szdm, amelynek az dsszege oszthaté 3-mal!
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@ 24. Bizonyitsd be, hogy ha x pozitiv egész szdm, akkor
a) 5% —x;

b) 30| x° — x;

Kules a jelzett feladatok megoldasahoz

44. oldal 7. feladat

Mindig igaz, hogy az tsszeg osztasi maradekat megkapjuk, ha dsszeadjuk a tagok
osztasi maradekait, s az igy kapott dsszeq osztasi maradekat vessziik.

A bizonyitds azon milik, hogy példaul 7-tel osztva 6 maradékot add és 7-tel
osztva 5 maradékot ad6 szdmok Osszegét igy irhatjuk:

Tk+6)+(In+5)=Tk+Tn+11= Tk+Tn+7 + 4
—_————

Ez a rész oszthat6 7-tel

45, oldal 13. feladat

A szdmokat négy csoportra osztjuk aszerint, hogy 4-gyel osztva milyen mara-
dékot adnak: a 4k, a 4k + 1, a 4k + 2 és a 4k + 3 alakd szamokra. Mind a
négy esetben nézd meg, milyen maradékot adnak a szdmok négyzetei, ha 4-gyel
osztjuk Sket!
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Oszthatosagi feltetelek

Megjegyzés: A |Ha A, akkor B| allit4st igy értjiik: Minden szdmra igaz,

hogy ha egy szdm A, akkor ez a szdm B.

A |Ha A, akkor B| 4allitas megfordi’résén a|Ha B, akkor A | dllitast értjiik. (A

ha-rész helyett cserél az akkor-résszel.)

X 1. Dontsd el
mindegyik allitasral és a megforditasaral is,

hogy igaz-e! Védlaszod indokold!

Ha egy szadm oszthat6 2-vel, akkor az Ha egy szam utols6 szdmjegye 2, akkor
utolsé szamjegye 2. oszthat6 2-vel.

Te ird fel a megforditast!

Ha egy szdm oszthat6 2-vel, akkor az
utolsé szdmjegye paros.

Ha egy szdm oszthaté 3-mal, akkor az
utols6 szdmjegye is oszthaté 3-mal.

Ha egy szdm oszthat6 5-tel, akkor a
szamjegyeinek az Osszege is oszthatd
5-tel.

Ha egy szdm oszthat6 5-tel, akkor az
utols6 szdmjegye is oszthatd 5-tel.

Ha egy szdm oszthat6 5-tel, akkor az
utolsé szamjegye 5.

Ha egy szdm oszthat6 4-gyel, akkor az
utols6 szdmjegye is oszthat6 4-gyel.

Ha egy szdm oszthat6 4-gyel, akkor az
utolsé szamjegye is és az utolsé elbtti
szamjegye is oszthat6 4-gyel.

Ha egy szdm oszthat6 4-gyel, akkor a
szam végén all6 kétjegyl szdm oszthatd
4-gyel.
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2. Mi a trikk narg,a?

a) A gondolatolvasé ezt mondja: Gondoljon egy szdmot, szorozza meg
9-cel, adjon hozzd 27-et! A kapott szam jegyeit adja Ossze, majd az igy
kapott szdm jegyeit is adja 0ssze, és ezt mindaddig folytassa, amig egyjegyd
szdmhoz nem jut! Ezt az egyjegyli szdmot szorozza meg 4-gyel, és adjon
hozza 13-at! Kész van a szdmoldssal? Ugye 49-et kapott?

b) A gondolatolvasé hét emberhez, az els6 sorban az 1-es, a 2-es, a 3-as,
a 4-es, az 5-0s, a 6-0s és a 7-es széken iil6khoz igy sz6l: Gondoljon egy
szamot szorozza meg 9-cel, és adja hozza a székének a sorszdmat. Az igy
kapott szamot irja fel egy papirdarabra, és dobja be a cilinderembe! Rendben
van? Mindenkié itt van? Akkor én most egyenként kihtizom a szdmokat, és
megmondom, hogy melyiket ki dobta be.

3. Mirdl ismered fel
o a 3-vel, S5tel, 10-zel oszthaté szdmokat;
e a %—%el, a5-tel, 100-z2al oszthaté szdmokat;

o a %—cal, 125—tel, 1000-rel oszthatd szdamokat?
Allitasod indokold is!

4. Hogyan donthet6 el konnyen, hogy oszthat6-e 3-mal
a 777 777 654, a 888 888 888?

e Hogyan donthet§ el, hogy oszthat6-e 9-cel
a 777 777 654; a 888 888 8887

o Altaldnosan, ho%an donthetd el, ho% eqy s2dm oszthaté—e 3-mal vagy q—cel?
Allitasod indokold is!

5. Adj meg az eddig megfogalmazott oszthatésagi feltételek felhasznélasaval
még néhany mas oszthatdsagi feltételt is!

6. Pétold a kivetkez$ szdmok hidnyzo jegyeit gy, hogy oszthatok legyenek

a) 2-vel; b) 4-gyel; ¢) 8-cal; d) 3-mal;
e) 6-tal; f) 9-cel; g) 5-tel; h) 10-zel!
8§_8_10 12__56
1234 __ T77__5
224 ——_123
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7. Keress feltételt a 12-vel, 18-cal, 36-tal, 45-tel, 75-tel valé oszthatésagra!
Adj magyarazatot is!

8. Allapitsd meg a kovetkezd (tizes szdmrendszerben felirt) szimok hidnyzé
jegyeit ugy, hogy a megadott oszthatosdgok teljesiiljenek!

a) 45|76x3123y b) 72| x6797y ¢) 12 |5x27x6

9. Oszthaték-e 11-gyel a kovetkezs szamok?
35959 68 574 12 480 3718 123 321

e Prébidlj feltételt adni a 11-gyel valé oszthatésagra! Allitasod indokold is!

10. Melyik az a 21-gyel oszthaté hdromjegyd szdm, melynek jegyei egymast
kovetd pozitiv egész szamok?

11. Irj olyan szdmot, amelynek mindegyik szamjegye 2-es, és oszthaté

a) 3-mal; b) 4-gyel; ¢) 5-tel;
d) 6-tal; e) 8-cal; f) 9-cel;
g) 10-zel h) 12-vel; i) 16-tal!

12. Melyik éllitasbol kovetkezik a mdsik?

a) x oszthat6 4-gyel. X péros szam.

b) x oszthaté 3-mal. x oszthat6 9-cel.

¢) x oszthat6 3-mal és péros. x oszthaté 6-tal.

d) x oszthat6 6-tal. x jegyeinek Osszege oszthatd 6-tal.
e) x oszthaté 12-vel. x oszthat6 18-cal.

13. Egy hdromjegyd szdam kozépss jegye egyenls a két sz€Is6 jegy osszegével.
Bizonyitand6, hogy ez a szdm oszthaté 11-gyel! Igaz-e az 4llitds megforditdsa?

14. Melyik az a legnagyobb 36-tal oszthaté szam, amelynek jegyei mind kii-
16nboz08k, és a szdmjegyek Osszege kisebb 25-nél?
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Szamrendszerek

A szamitégépek kettes szdmrendszerben szdmolnak. A kettes szamrendszerben
ugyanis csak két szdmjegy van, a 0 és az 1, a szdmitégépekben pedig két jelet
konnyli megkiilonboztetni annak alapjan, hogy az dramkorben folyik dram vagy
sem.

A szamitdgép a betdplalt tizes szdmrendszerbeli szdmokat elészor 4tirja ket-
tes szamrendszerbe, és azutdn kettes szimrendszerben felirt szamokkal végzi a
sziikséges miiveleteket. Korunkban igy a kettes szdmrendszer ismerete kiilonos
jelentSséget kapott.

Régebbi korokban — miel6tt a mai tizes szamrendszerbeli irdsmdd kialakult vol-
na — mas szadmrendszereket is hasznéltak. A babiléniai kultiira péld4ul a hatvanas
szdmrendszer nyomait 8rzi.

A tizes szdmrendszerbeli szamirds kialakuldsardl és a szamrendszerekrél a Fiig-
gelekben olvashatsz Fried Ervin Oszthatosag és szamrendszerek cimd szakkori
fiizetébdl kozolt részletben. Innen felelevenitheted az éltaldnos iskoldban tanult
ismereteidet!

e Ha dgy érzed, hogy tudsz kiilonb6z6 szamrendszerekben miiveleteket végez-
ni, akkor oldd meg a kovetkezd feladatokat!

1. A kettes szdmrendszerben melyik a

legkisebb kétjegyii szam, ird fol tizes szamrendszerben;
legnagyobb kétjegyii szam, ird fol tizes szamrendszerben;
legnagyobb haromjegy(i szam, ird fol tizes szdmrendszerben!

A kettes szdmrendszerben
hany kétjegyli szdm van;
hany haromjegyi szdm van;

hany négyjegyli szdm van?

2. Az 6t6s szdmrendszerben melyik a

legkisebb kétjegyli szam, ird fol tizes szamrendszerben;
legnagyobb kétjegyli szam, ird fol tizes szamrendszerben;
legkisebb haromjegy(i szdm, ird fol tizes szdmrendszerben!
legnagyobb haromjegy(i szdm, ird fol tizes szamrendszerben!
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Az 6t6s szdmrendszerben
hany kétjegyli szdm van;
hany haromjegyi szdm van;

hany négyjegyli szdm van?

Megjegyzés: Konyviinkben egy kis alsé indexszel jeloljiik a szdmrendszer
alapszdmadt, melyben a szdm fol van irva.

3. Ird be a hidnyz6 szdmjegyeket!

22, 1234 ___4
+__55 3124
1043, 11014

————— 4

4. Taléld ki, hdny éves az apa, ha ezeket mondja: ,,113 éves vagyok. Hiarom
fiam van, 35, 34 és 32 évesek, és 34 éves voltam, amikor a legidésebb fiam
sziiletett.”

a) Allapitsd meg, milyen szamrendszerben adta meg az apa a szdmokat!

b) Milyen szdmrendszerben adta meg a szdmokat, és hdny éves az apa, és
hany évesek a fiai, ha az utolsé feltétel igy valtozik:

e 45 éves voltam, amikor a legid6sebb fiam sziiletett”?

¢) Milyen szdmrendszerben adta meg a szdmokat, és hany éves az apa, és
hany évesek a fiai, ha az utolsé feltétel igy valtozik:

e .56 éves voltam, amikor a legidésebb fiam sziiletett”?

5. Milyen alapt szdmrendszerben igazak a kovetkezd egyenlGségek?

a) 3+4=11 b) 30 +40 =110

¢) 100 + 100 = 1000 d) 200 + 200 = 2000
e) 62+ 16 = 100 f) 50-10 =500

g) 50-5 =410 h) 50-5 =310

6. Taldld ki, milyen szdmrendszerben szdmoltunk, és mit jelentenek a betdk!
(Egy feladaton beliil az egyforma betiik ugyanazt a szdmjegyet jelentik, a kii-
16nb6z6 betiik kiilonbozd szdmjegyeket jelentenek.)

ABBA ABCD - DC = ABCDC 5BC
+AAAA +4CA
AABBB ABBA
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7. A kovetkez szamok hidnyzo jegyeit ugy potold, hogy 2-vel oszthaté (paros)
szdmokat kapj!

73_63 101__13 73_69
23_34 101__1, 23_35

8. Mirdl ismered fel a 2-vel oszthaté szdmokat a kettes szdmrendszerben? Nézz
meg néhdny szamot!

e Mirdl ismered fel a 2-vel oszthat szamokat a harmas szamrendszerben? Nézz
meg néhany szdmot!

e Mirdl ismered fel a 2-vel oszthaté szamokat az 6t0s szamrendszerben? Nézz
meg néhdny szamot!

e Mirdl ismered fel a 2-vel oszthaté szamokat a hatos szamrendszerben? Nézz
meg néhany szdmot!

e Gondold meg altaldnosan, hogy a kiilonb6z6 szamrendszerekben mir6l lehet
felismerni a 2-vel oszthaté szamokat?

9. Irj olyan négyjegyti szamokat

az 5-0s a 6-os a 9-es

szdmrendszerben, amelyek oszthatdk

8-cal:
9-cel:

10. Prébald megfogalmazni a 3-mal valé oszthatdsdg feltételét néhdny szdm-
rendszerben, példdul a hairmasban, a négyesben, az 6tdosben, a hatosban, a kilen-
cesben!

11. Keress mds szdmokkal valé oszthatosagi feltételeket is kiilonb6z6 szam-
rendszerekben!
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12. Milyen feltétel adhaté meg az egyes szamrendszerekben az alapszdm osz-
téival vald oszthatésagra? Allitasod indokold!

13. Keress feltételt az alapszdam négyzetének, kobének osztdival valé oszthato-
sdgra! Allitasod indokold!

14. Milyen feltétel adhaté meg az alapszamnal eggyel kisebb szdmmal val6
oszthatdsdgra és az alapszamndl eggyel kisebb szdm osztéival valé oszthatésag-
ra?
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Osszefoglalis

Oszto, tobbszoros

Tetsz6leges a és b természetes szdmra a tobbszordse b-nek, mds széval b osztdja
a-nak (réviden: b | a), ha a a b-nek természetes szamszorosa.

Megjegyzés: m oszthatd n-nel igy is mondhat6: n osztdja m-nek.
Egy szam valadi osztdi az 1-t5] és magatdl a szdmtdl kiilonbozd osztok.

Torzsszamok (vagy primszamok) azok az 1-nél nagyobb egész szdmok, amelyek
nem bonthatdk fel valédi oszték szorzatara. A primszdmoknak pontosan két
osztéjuk van.

A valédi osztok szorzatdra folbonthaté pozitiv egész szamok az dsszetett szamok.
Az 1 sem nem torzsszam, sem nem osszetett szam.

e o o
A szamelmélet alaptétele kimondja, hogy egy pozitiv egész szdmot bdrhogy

is bontunk fel primszdmok szorzatira, a felbontdsokban mindig ugyanazok a
primtényez8k szerepelnek, és mindegyik ugyanannyiszor.

Megjegyzés: Ha az 1 is primszdm lenne, akkor — a sorrendtd] eltekintve is —
tobbféleképpen lehetne a szamokat primtényezdkre bontani.

e o o
Ha ismerjiik egy pozitiv egész szdm primtényezds felbontasat, konnyen meg
tudjuk mondani, hogy hany osztdja van.
A szamelmélet alaptétele alapjdn bizonyithatd, hogy ha egy n pozitiv egész szam
torzstényezds felbontdsa
n=p-p
akkor osszes osztoinak a szama:
din) = (a; + (o + 1) ... (ar + 1),

ahol a p;-k kiilonb6z6 primszamok, az a;-k nem feltétleniil kiilonb6z6 pozitiv
egész szamok.

Példdul 960 = 26 - 3!.5! és a 960-nak (6 + 1) - (1 + 1)- (1 + 1), vagyis 28
osztdja van.
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Véges sok pozitiv egész szdm |egnagyobb kozos osztdja az a legnagyobb egész
szdm, amely az adott szdmok mindegyikének osztdja.

Az olyan szdmokat, amelyeknek nincs 1-nél nagyobb kozos osztéjuk, vagyis a
legnagyobb kozos osztéjuk 1, relativ prfmel(nel(, »egymdashoz képest primeknek”
nevezik.

Véges sok 1-nél nagyobb egész szam legnagyobb kbzos osztdjanak a primtenyezds
felbontasaban azok a primszamok szerepelnek, amelyek a szamok mindegyiké-
ben fellépnek, mégpedig a szamokban el&fordulé legkisebb pozitiv kitevével.

Péld4ul a 108 = 2233, 2360 = 2°-32.5, 22352 = 2*.3.72 és az 1008 = 2+.32.7
szamok legnagyobb kozos osztéja: 2% -3 = 12,

Szdmok koz0s osztéi megegyeznek a legnagyobb kozds osztdjuk osztdival.

Ha egy szdm a-nak és b-nek is osztdja, akkor a és b legnagyobb kozos o0sztdja-
nak is osztdja. Jeloléssel: Ha ¢ | a és ¢ | b, akkor ¢ | (a, b).

Véges sok pozitiv egész szdm legkisebb kozds tobbszorose az a legkisebb pozitiv
egész szdm, amely az adott szdmok mindegyikének tobbszorose.

Véges sok 1-nél nagyobb egész szam legkisebb kozos tobbszorosének a primté-
nyezos felbontasaban minden olyan primszdm szerepel, amelyik a szamok koziil
legalabb egynek a primtényez8s felbontdsaban fellép; és a primtényezdk kitevdje
a szdmokban el6fordulé kitevojiik koziil a legnagyobbal egyezik meg.
Példdul a 108 = 2%.3%,a 360 = 2.32.5,2 2352 = 24.3.7% és az 1008 = 2*.3%.7
szdamok legkisebb kozos tobbszorose: 24 - 33 - 5. 72 = 105 840.

e o o
Szdmok kozos tobbszordsei megegyeznek a legkisebb kdzos tobbszordsok tobb-
szoroseivel.

Ha egy szdmnak a is és b is osztdja, akkor a és b legkisebb kdzos tobbszordse
is biztosan osztdja a szdmnak. Jeloléssel: Ha a | ¢ és b | ¢, akkor [a, b] | c.

Ha a és b relativ primek (nincs 1-nél nagyobb k6zos osztéjuk), akkor

[a,b] = a - b.
Példaul az 5 és a 6 relativ primek, [5,6] = 5 -6 = 30.
e O o
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A primszamokat a pozitiv egész szdmok koziil az Eratosztenészi rostaval lehet
kivéalogatni; irjuk fel az egész szdmokat példaul 2-t61 100-ig:

2B 4«06 60 8 9 I
1) 2 (13) # ¥ 16 (17) 48 (19 20
2A 22 (23) 24 25 26 27 28 (29) 30
(31) 32 33 34 35 36 (37) 38 39 40
(41) 42 (43) 44 45 46 (47) 48 49 50
5t 52 (53) 54 55 56 57 58 (59 460
(61 62 63 64 65 46 (67) 68 69 _F
71) 22 (73) 24 25 36 77 8 (19 80
81 87 (83) #4 85 86 %7 88 (89 %0
A 927 93 94 95 96 (97) 98 99 _160

A 2-t bekeretezziik, ez az elsé primszdm, ezutdn dthiizzuk minden tobbszordsét
(minden mésodik szdmot), majd bekeretezziik az els6 at nem huzott szdmot,
a 3-at; ez a kovetkezd primszdm. Innen kezdve athizzuk minden t&bbszorosét
(minden harmadik szdmot). Most megint bekeretezziik az elsé érintetlen szdmot,
az 5-6t; ez a harmadik primszdm; majd 4thizzuk minden tobbszordsét, tehat
minden 6todik szamot. Hasonléan, a 7-et bekeretezziik, és aztdn a 7-t6l kezdve
minden hetedik szamot athizzuk. Tovabb mar nem is kell menniink, mert az els6
fennmaradé szdm a 11, és ennek a 9-szeresénél nagyobb tobbszordsei mar tul
vannak a 100-on, kisebb tobbszorosei pedig mar mind az dthizott szimok kozott
szerepelnek. Keretezziik be, és irjuk fel a megmaradt (bekeretezett) szamokat!

2,3,5,7,11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79,
83, 89, 97.

Ezek valéban a 100 alatti primszdmok.
e o o
Lattuk, hogy akarmilyen nagy hézagok is eléfordulnak a szomszédos primszamok
kozott, 20 egymadst kovets osszetett szam példdul:
2-3-4.5-...-21+2, 2-3-4-5-...-21+3, 2-3-4-5-...-21 +21.
e o o
Erdekes, hogy eddig még barmilyen nagy szdmokat is néztek, mindig taldltak
a természetes szdmok sordban tjabb €s jabb ikerprimszamokat (két szomszédos
paratlan szdm, amelyek egyben primek is; példdul 17 és 19). A matematikusok

azt sejtik, hogy tetsz6legesen nagy ikerprimszdmok is vannak. Ez azonban még
megoldatlan matematikai probléma, az igynevezett ikerprimszamsejtés.
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Végtelen sok primszam van. Ennek bizonyitdsa Eukleidésztdl szdrmazik. A bi-
zonyitds médja indirekt. Ellentmonddsra jutunk abbdl a feltevésbdl, hogy véges
sok primszdm van:

Tegyiik fel, hogy folsoroltuk az 6sszes primszamot: py, pa, ... , pr; rajtuk kiviil
tehét nincs tobb primszdm. Szorozzuk 6ssze 6ket, és adjunk a szorzathoz 1-et:

pr-pr...-prtl
Err6l a szamrdl nem tudjuk, hogy Osszetett szdm-e vagy primszdm. Ha prim-
szam, akkor ellentmondésba keriiltiink a feltevésiinkkel, mely szerint a

pl’ PZ, e 7pr
szdmokon kiviil nincs tobb primszdm. Ha Osszetett szdm, akkor pedig biztosan
van legaldbb egy primosztdja, ez azonban nem lehet a py, ps, ..., pr szdmok

egyike sem, hiszen barmelyikkel osztva a szdmot 1 maradékot kapunk. Igy ismét
arra jutottunk, hogy a felsoroltakon kiviil még van primszdm, ami ellentmond a
feltevésiinknek.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy barmilyen nagy primszdmndl van nagyobb, ami épp
azt jelenti, hogy végtelen sok primszdm van.

Néhany oszthatosaggal kapesolatos tulajdonsag
Haa |nésa|m, akkor a | (n + m).

Ugyanis, ha a | n és a | m, akkor van olyan ¢ és d természetes szam, melyekre
n=a-césm=a-d Igyn+m=ac+ad = a(c + d), ami azt jelenti, hogy
al(n+m).

Ha a

Az el6bbihez hasonldéan ugyanis van olyan ¢ és d természetes szdm, melyekre
n=a-césm=a-d Igyn—m=ac— ad = a(c — d), ami azt jelenti, hogy
a|(n—m).

nésa|m,akkora | (n—m) (n=m).

Ha a | n, akkor a | tn (¢ természetes szdm).

Ugyanis, ha a | n, akkor van olyan c természetes szdm, melyre n = ac. Igy
tn = t(ac) = a(tc), ami azt jelenti, hogy a | tn.

Szamok osztasi maradekai

Ha egy szdmot egy n pozitiv egész szammal osztunk, akkor n-féle maradék lehet:

0,1,2, ...,n—1
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Ha egy a szdm n-nel osztva c-t ad maradékul, és egy b szdm n-nel osztva d-t ad
maradékul, akkor az a + b szdm n-nel val6 osztdsi maradéka megegyezik a ¢ +d
szdm n-nel val6 osztasi maradékdval. Az a - b szdm n-nel val6 osztasi maradéka
pedig a ¢ - d szam osztdsi maradékdval egyezik meg.

Erre igy kovetkeztethetiink:

a=ns+c, b=nt+d (sésttermészetes szamok)
ez oszthatd n-nel

,_M
+b=ms+c)+mt+d)= (ns+nt) +(c+d)
N——

R

az n-nel val6 osztdsi maradékuk megegyezik

;

ez oszthat6é n-nel

a-b=(ns+c)~(nt+d)=(n25t+ntc+nsd)+ cd
~— ~~

az n-nel val6 osztdsi maradékuk megegyezik

Oszthatosagi feltetelek
Oszthatosag 10-zel, 2-vel, 5-tel

Egy szam akkor és csak akkor oszthaté 10-zel, ha az utolsé jegye 0.

Egy szdm akkor és csak akkor oszthat6 2-vel, ha az utolsé jegye oszthat6 2-vel,
vagyis ha az utolsé jegye 0, 2, 4, 6, vagy, 8.

Egy szam akkor és csak akkor oszthatd 5-tel, ha az utolsé jegye oszthatd 5-tel,
vagyis ha az utolsé jegye 0 vagy 5.

Magyaréza’r: Irjuk f5l a szdmot 10 tobbszorose és egyesek osszegeként!
A 23 796-ot példaul igy irjuk: 23 790 + 6.

Mivel 10 tobbszordsei oszthatok 2-vel, 5-tel, 10-zel, ezért csak az egyesektdl
(vagyis az utolsé jegytdl) fiigg, hogy maga a szdm oszthat6-e 2-vel, 5-tel vagy
10-zel.

Egy a alapi szamrendszerben felirt szam akkor és csak akkor oszthatd az a alapszam
osztdjaval, ha a szdm utolsé jegye oszthatd vele.

Oszthatosag 100-zal, 4-gyel, 25-tel
Egy szdm akkor és csak akkor oszthaté 100-zal, ha az utolsé két jegye 0.
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Egy szam akkor és csak akkor oszthaté 4-gyel, ha a szdm végén 4ll6 kétjegyl
szam oszthat6 4-gyel.

Egy szdm akkor és csak akkor oszthaté 25-tel, ha a szam végén 4ll6 kétjegyl
szadm oszthat6 25-tel.

Magyaréza’r: Irjuk fol a szdmot 100 tobbszorose és egy kétjegyti szdm Osszege-
ként! A 23 796-ot példaul igy {rjuk: 23 700 + 96.

Mivel 100 tobbszorosei oszthatdk 4-gyel, 25-tel, 100-zal, csak a szdm végén all6
kétjegyl szamtol fiigg, hogy maga a szdm oszthaté-e 4-gyel, 25-tel vagy 100-zal.

Egy a alapi szamrendszerben felirt szam akkor &s csak akkor oszthatd az a alapszam
négyzetének osztdjaval, ha a szam végén 4ll6 kétjegyti szam oszthaté vele.

Oszthatosag 1000-rel, 8-cal, 125-tel
Egy szdm akkor és csak akkor oszthaté 1000-rel, ha az utolsé hdrom jegye 0.

Egy szdm akkor és csak akkor oszthat6 8-cal, ha a szdm végén 4ll6 hdromjegyt
szam oszthat6 8-cal.

Egy szdm akkor és csak akkor oszthat6 125-tel, ha a szam végén 4116 haromjegyt
szdm oszthat6 125-tel.

Magya razat: rjuk fol a szamot 1000 tobbszorose és egy haromjegy(i szam Gssze-
geként!

Mivel 1000 tobbszordsei oszthatdk 8-cal, 125-tel, 1000-rel, csak a szdm végén

all6 haromjegyt szamtdl fiigg, hogy maga a szam oszthaté-e 8-cal, 125-tel vagy
1000-rel.

Egy a alapi szamrendszerben felirt szam akkor és csak akkor oszthatd az a alapszam
kobének osztdjaval, ha a szdm végén 4116 haromjegy(i szdm oszthat6 vele.

Oszthatosag 3-mal, 9-cel

Egy szam akkor és csak akkor oszthaté 3-mal, ha a jegyeinek 6sszege oszthatd
3-mal.

Az is igaz, hogy a jegyek Osszegének a 3-mal vald osztdsi maradéka megadja a
szdm 3-mal val6 osztdsi maradékat.

Ugyanigy egy szam akkor és csak akkor oszthat6 9-cel, ha a jegyeinek az Ossze-
ge oszthat6 9-cel.

A jegyek Osszegének a 9-cel vald osztdsi maradéka megadja a szdm 9-cel valo
osztasi maradékat.

Magyaréza’r: Azt akarjuk belétni, hogy egy szdm és a jegyeinek az 6sszege ugyan-
annyi maradékot ad 3-mal osztva.
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Ez pedig azt jelenti, hogy ha a szdmbdl kivonjuk a jegyeinek az dsszegét, akkor
3-mal oszthaté szdmot kapunk. Ez igaz, mert példdul a négyjegyli szdmokat
nézve:

1000a + 1006 + 10c +d — (a + b + ¢ + d) = 999a + 99b + 9c

Ez pedig oszthatd 9-cel, és igy 3-mal is.

Tehét egy szdm és a jegyeinek az Osszege 9-cel osztva (€s igy 3-mal osztva is)
mindig ugyanannyi maradékot ad.

Egy a alapii szamrendszerben felirt szam akkor &s csak akkor oszthatd az a - 1 szam
osztdjaval, ha a szdmjegyek Osszege oszthaté vele.

A szdmjegyek 0sszegének az a — 1 osztéival vald osztasi maradéka megegyezik
magdnak a szdmnak az osztdsi maradékaval.

Még egy érdekesség

Egy szdm akkor és csak akkor oszthatd 11-gyel, ha a pédros helyeken 4ll6 je-
gyeinek az Osszege ugyanannyi maradékot ad 11-gyel osztva, mint a paratlan
helyeken 4116 jegyek Osszege.

A magyarazat azon milik, hogy 10 pdros kitevgjii hatvanyai 1-gyel nagyobbak,

mint egy 11-gyel oszthat6 szdm; paratlan kitevdjli hatvanyai pedig 1-gyel kiseb-
bek, mint egy 11-gyel oszthat6 szdm.

Az is igaz, hogy a szdmjegyek valtott eljellel vett Osszegének 11-gyel vald
osztdsi maradéka megegyezik a szdm 11-gyel vald osztdsi maradékdval.
Altaldnosan, a alapi szimrendszerben hasonld feltétel adhatd az a + 1-gyel valo
oszthatdsagra.

e o o
Az tsszetett szamokkal valo oszthatdsagot ugy is elddnthetjiik, hogy a szdmot

paronként relativ primek szorzatdra bontjuk, és az ezekkel valé oszthatésagot
kiilon-kiilon vizsgaljuk.
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Vegyes oszthatosagi feladatok

1. Igaz-e, hogy két szomszédos, 3-mal nem oszthat6 szam 6sszege mindig oszt-
haté 3-mal?

e Mit ad maradékul a szorzatuk 3-mal osztva?
2. Melyik az a szdm, amelynek a valddi oszt6i
a) 3,5,9,15;
b) 2,4,5, 10, 20, 25, 50;

¢) 2,3,4,5,6,8,10, 12, 15, 20, 24, 30, 40, 60?

3. Az 1-t8l 100-ig terjedd szdmok koziil melyeknek van a legtobb osztéja?
El8szor tippelj, aztan ellendrizd a tipped!

4. Irj olyan szamot, amelynek
a) 10;
b) 12;
¢) 20 osztéja van!

e Probald a legkisebb ilyen szamot megtaldlni!

5. 1ird fel a 10, 100 és az 1000 osztéit torzstényezss felbontdsuk alapjan! Mire

P

kovetkeztethetsz ebbsl a 10 nagyobb kitevdjd hatvanyainak osztdira?

6. Melyik az a szam, amelynek a torzstényez3s alakjdban a 20-nél kisebb torzs-
szamok mindegyike egyszer el6fordul, és mas torzstényezdje nincsen?

7. Keress olyan otjegyli szamot, amely 225-tel oszthatd!

8. Keress olyan 225-tel oszthaté 6tjegyi szdmot, amelynek minden jegye parat-
lan, és a szamjegyeit forditott sorrendbe irva is 225-tel oszthat6 szamot kapunk!
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9. Ezt tudom: Az alabbi 4llitasok mindegyikérdl
dontsd el, hogy

biztos-e hogy igaz;

lehetséges-e, hogy igaz;

vagy biztos-e, hogy nem igaz!

Egy szam 10-nek tobbszorose. A szdm tobbszorose 5-nek.

Egy szdm 10-zel osztva O maradékot ad. | A szdm oszthat6 5-tel.

Egy szam oszthaté 5-tel. A szadm oszthaté 10-zel.

Egy szdm oszthatd 6-tal. A szam oszthat6 12-vel.

Egy szam oszthat6 12-vel. A szdm oszthat6 6-tal.

Egy szdm oszthat6 12-vel. A szam 5-tel osztva 2 maradékot ad.

Egy szam oszthat6 12-vel. A szadm 4-gyel osztva 2 maradékot ad.

Egy szdm oszthat6 12-vel. A szam oszthat6 4-gyel.

Egy szam oszthat6 4-gyel. A szam oszthat6 12-vel.

Egy szdm oszthat6 12-vel. A szam jegyeinek az 0sszege oszthaté 12-vel.
Egy szam oszthat6 12-vel. A szam jegyeinek a 0sszege oszthaté 3-mal.

10. Keresd meg azt a legkisebb pozitiv egész szdmot, amellyel a 18-at megszo-
rozva

a) 4-gyel oszthaté szdmot kapsz;

b) 12-vel oszthat6 szamot kapsz;

¢) 27-tel oszthaté szémot kapsz;
d) 30-cal oszthat6 szdmot kapsz!

e Tapasztalatod prébéld 4ltaldnositani!

11. Keresd meg azt a legkisebb pozitiv egész szamot, amelyik minden pozitiv
egyjegyl szdmmal oszthatd!

12. Szemléltesd halmazdbran a 9-cel, 12-vel, 28-cal oszthaté szamok kapcsola-
tat!

13. Szemléltesd halmazdbran a 7-tel, 18-cal, 21-gyel oszthat szdmok kapcso-
latat!

14. Bizonyitsd be, hogy két egymas utdni paros szam szorzata oszthat6 8-cal!
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15. Igaz-e, hogy Ot egymast kovetd természetes szam szorzata oszthat6 8-cal?
16-tal? 24-gyel? 5-tel? Mi a legnagyobb szdm, amellyel biztosan oszthat6?

16. Déntsd el

mindegyik allitasral

v

és a megforditasaral is,

hogy igaz-e! Védlaszod indokold!

Ha egy szdm oszthat6 6-tal, akkor péros.

Ha egy szdm oszthat6 4-gyel, akkor
oszthat6 8-cal.

Ha egy szdm oszthaté 12-vel, akkor
oszthat6 3-mal.

Ha egy szdm oszthaté 12-vel, akkor
oszthat6 5-tel.

Ha egy szdm oszthaté 32-vel, akkor
oszthat6 64-gyel.

Ha egy szdm oszthat6 4-gyel, akkor a
szamjegyeinek az Osszege is oszthatd
4-gyel.

Ha egy szdm oszthaté 3-mal, akkor a
szamjegyeinek az Osszege is oszthatd
3-mal.

Ha egy szdm oszthaté 9-cel, akkor a
szamjegyeinek az Osszege is oszthatd
9-cel.

Ha egy szdm oszthat6 6-tal, akkor a
szamjegyeinek az Osszege is oszthatd
6-tal.

Ha egy szdm oszthat6 8-cal, akkor a
szamjegyeinek az Osszege is oszthatd
8-cal.

Ha egy szdm oszthat6 8-cal, akkor a
szdm végén all6 kétjegyl szam oszthatd
8-cal.

Ha egy szam pdros, akkor oszthat6 6-tal

Te ird fel a megforditast!
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17. Igaz-e, hogy ha 6t pozitiv egész szam szorzata két nulldra végzddik, akkor
van koztiik olyan négy szam, melyeknek a szorzata is két nulldra végz6dik?

18. A 100-at és a 90-et ugyanazzal a szammal osztjuk. A 100 osztdsakor 4-et,
a 90 osztasakor 18-at kapunk maradékul. Mivel osztottunk?

19. Indokold, hogy ha meg akarunk gy8z&dni arr6l, hogy példdul a 1213
torzsszam-e, elegendd azt megvizsgdlni, hogy oszthaté-e 35-nél kisebb torzs-
szdmmal!

20. ird fel a 100-adik, a 200-adik és a k-adik 7-tel oszthaté természetes szamot!

21. Ird fel a 9-edik, a 18-adik, a 20-adik és a k-adik olyan természetes szamot,
amely 7-tel osztva 1-et ad maradékul!

22. Ha egy szdm

e 3-mal osztva 2 maradékot ad, mekkora maradékot ad 12-vel osztva;
e 12-vel osztva 2 maradékot ad, mekkora maradékot ad 3-mal osztva;
e 15-tel osztva 2 maradékot ad, mekkora maradékot ad 3-mal osztva;

e 100-zal osztva 1 maradékot ad, mekkora maradékot ad 10-zel osztva?

23. x 5-tel osztva 2, y pedig 4 maradékot ad. Igaz-e, hogy ekkor (x+y) 10-zel
osztva mindig 6 maradékot ad?

24. x 7-tel osztva 2, y pedig 3 maradékot ad. Allapitsuk meg
a) az x+y 7-tel val6 osztdsi maradékat;

b) az xy 7-tel val6 osztdsi maradékat!

25. Melyik allitasbol kovetkezik a masik?

a) x is, y is oszthaté 9-cel. x + y oszthat6 9-cel.

b) x vagy y oszthat6 6-tal. xy oszthat6 6-tal.

¢) x vagy y oszthaté 3-mal. xy oszthaté 3-mal.

d) x 5-tel osztva 2 maradékot ad. x 10-zel osztva 2 maradékot ad.
e) x 9-cel osztva 5 maradékot ad. x 3-mal osztva 2 maradékot ad.

26. x 9-cel osztva 5, y pedig 7 maradékot ad. Allapitsuk meg
a) az x+y 9-cel val6 osztdsi maradékat;

b) az xy 9-cel val6 osztisi maradékit!

64



27.
28.

29.

30.

31.

32.

33.

24.

& 35.

Milyen maradékot adnak 4-gyel osztva a szdmok négyzetei?
Milyen maradékot adnak 5-tel osztva a szdmok négyzetei?

Keress négyzetszamokat, amelyek
a) 1-re végzSdnek;
b) 7-re végz6dnek;

¢) 20-ra végz6dnek!
Milyen maradékot adhatnak 10-zel osztva a szdmok négyzetei?

Van-e olyan négyzetszdm, amelyben a szdmjegyek Osszege
a) 150;
b) 18?

Igaz-e, hogy ha x egész szam, és x? oszthaté 6-tal, akkor x is oszthaté 6-tal?

Keress olyan négyzetszdmot, amelynek a szdmjegyeit 0sszeadva
a) 21-et kapsz;
b) 15-6t kapsz;
¢) 27-et kapsz;
d) 36-ot kapsz;

e) 8-at kapsz!

Milyen maradékot adhat egy négyzetszdm jegyeinek az Osszege
a) 3-mal osztva;

b) 9-cel osztva?

Bizonyitsd be, hogy ha p és p? + 8 torzsszamok, akkor p*> + p + 1 is

torzsszam!

& 36.

37.

Milyen maradékot adnak a 2 hatvdnyai 3-mal osztva?

Van-e olyan pozitiv egész n, amelyre 17 | 11"?

65



@ 38. Van-e egész megolddsa a kovetkezd egyenletnek?
a) X2 =3y+2
b) x> =3y+1
e) x> +y>=4z+3

d) > +y?+22=8k+7

39. Igaz-e, hogy ha egy haromjegy(i szamnak minden jegye megegyezik, akkor
a szam oszthat6 37-tel?

40. Egy tetszSleges hdaromjegyti szdm mellé leirjuk ugyanazt a hiromjegyd
szdmot. Bizonyitsd be, hogy az igy kapott hatjegyli szdm oszthaté 143-mal!

41. Tudod-e, mivel oszthatdk biztosan az olyan négyjegyi szamok, amelyeknek
mindegyik jegye megegyezik?

@: 42. A 8 és a 9 két olyan egymast kovets szdm, melyek mindegyike hatvény-
szam, vagyis egy egész szdmnak 1-nél nagyobb kitevsjdi hatvinya (8 = 23,
9 = 32). Nehéznek ltsz6 megoldatlan probléma a matematikdban, hogy van-e
még a szdmsorban valahol egymas mellett két hatvdnyszdm. Az is megoldatlan,
hogy van-e a szdmsorban valahol harom egymadst kovetd hatvdnyszam. De taldn
te is meg tudod gondolni azt, hogy van-e a szdmsorban négy egymadst kovetd
hatvanyszdm.

43. frja 423-hoz hdrom szdmjegyet tigy, hogy az igy keletkezett hatjegy( szdm
oszthat6 legyen 5-tel, 6-tal és 7-tel!

44. Mi lehet az utolsé négy jegye egy 25-re végz6d6 szam négyzetének?

@: 45. Egy x természetes szam utolsé két jegye megegyezik x? utolsé két jegyével.
Adjuk meg az dsszes ilyen x szamot!

@: 46. Van-e olyan 9 jegyl szam, amelynek a jegyei az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 és
9 szdmok, és maga a szdm oszthaté 9-cel, ha pedig az utolsé jegyét elhagy-
juk, akkor 8-cal oszthaté szamot kapunk, ha az utolsé két jegyét hagyjuk el, a
megmaradd hétjegyll szam 7-tel oszthatd, az utolsé harom jegyét torolve 6-tal
oszthatd hatjegyl szdmot kapunk, az utols6é négy jegyét tordlve 5-tel oszthatd
Otjegylit, az utolso ot jegyét elhagyva 4-gyel oszthatd négyjegylit, az utolsé hat
jegyét elhagyva 3-mal oszthat6 haromjegyfit, az utols6 hét jegyét elhagyva 2-vel
oszthat6 kétjegyl szamot kapunk?
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@ 47. Igaz-e, hogy a kovetkezd sorozatban végtelen sok 3-mal oszthat6 szam van?
Allitdsod indokold is!

5, 55, 555, 5555, 55 555, ...

(a sorozat n-edik eleme olyan n jegyli szam, amelynek minden szdmjegye 5).

@’ 48. Igaz-e, hogy a
31, 331, 3331, 33 331, 333 331,...

sorozatban (a sorozat n-edik eleme olyan (n + 1) jegyli szdm, amelynek az els6
n szamjegye 3, az utols6 szdmjegye pedig 1)

a) végtelen sok 13-mal oszthaté sz4m van;

b) végtelen sok 7-tel oszthaté szam van?
Allitdsod indokold is!

@ 49. Bizonyitsd be, hogy a kovetkez8 szamtani sorozatban végtelen sok csupa
2-es szamjegybdl all6 szdm van! (A szdmtani sorozat egymdst kovetd elemei
kozott a kiilonbség dllandd.)

14, 27, 40, 53, 66, ...

50. Egy orszagutat fasor szegélyez. A fiak 15 méterenként kovetik egymast. Az
it mésik oldaldn tdvirdéoszlopok sorakoznak 50 méteres kdozokben. Egy helyen
éppen egymdssal szemben 4ll az 1t két oldaldn egy oszlop és egy fa. Milyen
tavolsdgonként ismétlodik meg az ilyen taldlkozds?

51. A jatékvonatoknak harom koralaku pélyat épitenek a gyerekek, egy nagyot,
és abba egy kisebbet, meg egy még kisebbet. A végillomdsrdl egyszerre in-
ditanak a legkisebb pdlydn egy piros vonatot, a legnagyobb palyan pedig egy
feketét. A piros vonat 39 masodperc alatt megy egyszer korbe a palyan, a fekete
vonat pedig 52 mésodperc alatt. Hiny mdsodperc milva van a két vonat megint
egyszerre a kiindul6 helyen?

Amikor a piros és a fekete vonat egyszerre odaér a kiindulé helyre, elinditanak
a gyerekek a kozépsd pdlydn egy siarga vonatot is. Ez a vonat 42 masodperc
alatt megy korbe egyszer a palyan. Mikor taldlkozik a sdrga vonat legkdzelebb
a palya elején a piros vonattal, és mikor taldlkozik legkozelebb a palya elején a
fekete vonattal?

52. Két egymashoz kapcsolt fogaskerék koziil a nagyobbiknak 196 foga van,
a kisebbiknek 169. Hanyszor kell korbefordulnia a nagyobbik fogaskeréknek
ahhoz, hogy ujra mindkét fogaskerék a kiindulasi helyzetbe keriiljon?
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53. Melyik az a legkisebb természetes szam, amely 2-vel osztva 1-et ad mara-
dékul, 3-mal osztva 2-t, 4-gyel osztva 3-at, 5-tel osztva 4-et, 6-tal osztva 5-6t?

54. Keress olyan szamot, amely 2-vel, 3-mal, 4-gyel, 5-tel és 6-tal osztva 1
maradékot ad, 11-gyel osztva pedig 0 maradékot!

55. Egy haromjegyti szamra gondoltam. Ha hetet elveszek belSle, 7-tel oszthat6
szamot kapok, ha nyolcat, 8-cal oszthatét, ha kilencet, 9-cel oszthatét. Melyik
szdmra gondoltam?

56. Ha egy gyerekcsoportot kettesével éllitunk sorba, akkor egy gyereknek
nincs parja. Ha harmas sorokat alkotnak, akkor az utolsé sorba csak két gyerek
jut. Hany gyerek lesz az utolsé sorban, ha hatosdval allnak?

57. Valaszd ki az igaz allitasokat!

e Két 3-mal oszthaté szdm kdz6s osztéi mind oszthaték 3-mal.

e 50-nek és 100-nak a kozos osztdi az 1 kivételével mind péarosak.
e 04-nek és 128-nak a kdzds osztdi az 1 kivételével mind parosak.

e Két 3-mal oszthaté szam kozos tobbszoroser mind oszthatok 3-mal.

58. Négyzethdls papirra harom téglalapot rajzoltunk dgy, hogy a téglalapok
csuicsai a halo keresztez6dési pontjaira esnek. A harom téglalap egy-egy oldala
ugyanakkora. A téglalapok teriilete 1040 racsnégyzet, 640 racsnégyzet és 420
rédcsnégyzet. Mekkordk lehetnek a téglalapok oldalai?

59. Egy téglalap alakd lap egyik oldala 385 cm, a mdsik 105 cm. Egységoldali
négyzetekre fel lehet darabolni maradék nélkiil, 2 egység oldaliakra nem lehet
feldarabolni maradék nélkiil. Lehet-e 3, 4, 5,6, 7, 8,9, 10, 11, ... egység oldald
négyzetekre maradék nélkiil feldarabolni?

e Mekkora a legnagyobb olyan négyzet oldala, amilyenre fel lehet darabolni
maradék nélkiil?

60. Egy 30 cm X 84 cm-es téglalap alakd papirlapnak behajtjuk a sarkat, igy:

4
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és 30 cm oldald négyzeteket hajtogatunk belSle, amennyit csak lehet:

30

ak 30 30
A négyzeteket levagjuk, és a megmaradé csikbodl olyan négyzeteket hajtogatunk,
amelyeknek az oldala a papircsik kisebbik oldaldval egyezik meg (esetiinkben

24-gyel). EbbdI is annyit hajtogatunk, amennyit csak tudunk (példankban egy
24 cm oldald négyzetet tudunk):

ak

ak

A négyzetet levigjuk, és a megmaradd csikbdl hasonlé mdédon mindig négy-
zeteket hajtogatunk, egészen addig, amig sikeriil a papircsikot csupa négyzetre

hajtogatni:
2

ak

e Csinald meg ezt a kovetkezd téglalapokkal is! ird fel mindeniitt, hogy mek-
kora az eljards végén ad6dé négyzetek oldala!

36 36 36

16 S0 51

61. Milyen szdmokat irhatunk az x helyére, hogy igaz legyen az egyenlGség?
Hény megoldas van?

a) [x, 6] =60
b) [x, 16] = 48
¢) (x,48) =12
d) (x,15 =1
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62. Milyen x, y szimparokra igaz az egyenlGség?

a) [x,y,6] =60 b) (x,y, 48 =12
63. Keress olyan x pozitiv egész szdmokat, melyekre igaz az egyenl6ség! Eb-
ben a feladatban d(x) az x osztéinak a szamat jelenti.

a) d(x) =3 Melyik a legkisebb ilyen szam? Melyik a legnagyobb

b) d(x) =4 Melyik a legkisebb ilyen szdm?

¢) d(x) =5 Melyik a legkisebb ilyen szam?

d) d(x) =6 Melyik a legkisebb ilyen szam?

e) d(x) = 33 Melyik a legkisebb ilyen szdm?

f) d(250) = x

64. Adj meg két olyan természetes szamot, amelynek a legnagyobb kdzos osz-
tdja 21 és a legkisebb kozds tobbszorose 3969!

. osztdja
x 65. A nyil jelentése: ez~ —~  ennek

Rajzold meg a hidnyzé nyilakat!

150

(150, 990)] [150, 990]

150 - 990

X 66. Ird be a hidnyz6 szamokat!

a 24 .52

b 32.52 | 52.7

(a,b) | 2° 23 1 3.11

la, b] 24.52 | 32.52 31572

a-b 52.72.11 3.52.72 1 2.3%.5.11

67. Milyen n és k szdmokra igaz a kdvetkez$ egyenlGség?
(31’! i 72, 33 . 7/() — 34 i 72
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68. Ezt tudjuk: 2 | a és 3 | b.
e Mit allithatunk biztosan (a - b)-r6l és (a + b)-r61?

69. Ezt tudjuk: a = 5k + 3 és b = 5k + 2 (k természetes szam).

e Mit allithatunk biztosan (a - b)-r6l és (a + b)-r61?

70. Vilaszd ki az igaz éllitasokat! Dontésed indokold!

n.

a) Két szam legnagyobb kozos osztéja mindig osztéja a két szdm szorza-
tdnak.

b) Van, amikor a két szdm legnagyobb kozos osztéja nagyobb a két szam
legkisebb kozos tobbszordsénél.

¢) Két szam legkisebb kozos tobbszorose mindig osztéja a két szdm szor-
zatanak.

d) Két szdm legnagyobb kozos osztéjanak és legkisebb kozos tobbszors-
sének a szorzata megegyezik a két szdm szorzatival.

e) Két szdm legnagyobb kozos osztéja mindig oszthaté a két szdm kozos
osztdival.

f) Két szdm legkisebb kozos tobbszorose mindig megegyezik a két szam
szorzatdval.

g) Van, amikor két szdm legkisebb kozds tobbszorose megegyezik a két
szdm szorzatdval.

h) Két szdm kozos tobbszorosei mind oszthaték a két szam legnagyobb
ko6z0s osztdjaval.

i) Két szam legnagyobb kozos osztéja sohasem 1.
]) Két primszdm legnagyobb kdzos osztéja mindig 1.
Oldd meg a kovetkez6 egyenleteket!

a) [264,32] = x b) [x,6] =120 ¢) [x, 36] = 900
d) (264,32) = x e) (x,120) =6 f) (x,36)=1

72. Milyen kapcsolat van két szdm legnagyobb kozos osztdja és kiilonbsége
kozott? Olyan kapcsolatot keress, amely segit a két szdm legnagyobb k6zos
osztdjdnak a megtaldldsaban!
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73. Bontsd fel a kovetkezd szdmokat torzstényezGikre!
2-(22-1) 2. (2 - 1) 2 (26 -1) 20 (27—

74. A régi gorogok tokéletes szamoknak nevezték azokat a szimokat, amelyek
egyenléek a magukndl kisebb osztdik dsszegével. Keress néhany tokéletes sza-
mot! Melyik a legkisebb?

A péros tokéletes szamok altalanos alakja:
2t - 1),
ahol n természetes szam, és 2" — 1 torzsszam.

o Adj meg a képlet segitségével néhdny tokéletes szdmot!

75. Add meg a 15-nek az els6 harom olyan tobbszorosét, amelyek jegyeinek
Osszege (kiilon-kiilon az egyes szdmoknak) 15!

76. Pétold a kivetkezs szdmok hidnyzo jegyeit gy, hogy oszthatok legyenek

a) 2-vel; b) 4-gyel; ¢) 8-cal; d) 3-mal;
e) 6-tal; f) 9-cel; g) 5-tel; h) 10-zel!
___ 666 324 1_.2_3_ 222

77. Hany olyan hatjegyl szdm van, amely oszthaté 3-mal?

78. Hatdrozd meg azokat a természetes szdmokat, amelyek oszthatok 8-cal,
szamjegyeik O0sszege 8, és szamjegyeik szorzata 6!

79. Bizonyitsd be, hogy egy négyzetszamnal 1-gyel nagyobb szdm nem oszt-
hat6 sem 3-mal, sem 7-tel!

80. Egy régi kisvaros f6utcdjan 196 gézlampa volt. Akkoriban a ldmpagyj-
togatok minden este egyenként gyujtottdk meg a lampdkat, és reggelenként
egyenként oltottdk el Sket. A lampdkon kétalldsi kapcsoldk voltak: az egyik
kapcsoladskor felgyulladt a lampa, a kovetkezd kapcsolaskor elaludt. Egy bo-
londos ldmpagyujtogaté egyik reggel, miutdn mindegyik lampat eloltotta, djra
végigbaktatott az utcin, és mindegyik ldmpdn kapcsolt egyet, ezutdn megint
végigment, és minden mésodik ldmpéan kapcsolt egyet, ezutdn minden harmadik
Iampan kapcsolt egyet, ezt igy folytatta tovabb: minden negyedik, minden 6tddik
lampan kapcsolt egyet, ..., mig végiil a 196. lampan kapcsolt egyet. Végiil is
hany lampa égett, és mely ldmpdk ezek?
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Figgelek

Erdekességek a torzsszamokrol
(részlet Peter Rozsa Jatek a végtelennel cimii konyvebdl)

.. .Meg lehet mutatni, hogy barmilyen nagy réseket taldlhatunk a térzsszdmok
(primszdmok) kozt, ha elég messzire megylink a szdmsorban. Péld4ul egy leg-
alabb 6 egységnyi rést, azaz hat egymast kovets olyan szamot, amelyek egyike
sem torzsszadm, adnak a kovetkezd miiveletek eredményei:

2.3.4.5.6-7+2,
2.3-4-5.6-7+ 3,
2.3.4.5.6-7+ 4,
2.3-4-5.6-7+5,
2.3.4.5.6-7+6,

2-3-4-5-6-7+17,
mert ezek valéban egymadst kovetd szdmok: mindegyik éppen 1-gyel tobb az
el6z6nél, és egyik sem torzsszam, hiszen 2-3-4-5-6-7 minden egyes torzsté-
nyezdjével oszthatd, tehat az els6 koziiliik olyan 6sszeg, melynek mindkét tagja
oszthaté 2-vel, a masodik hasonlé okbdl 3-mal, a harmadik 4-gyel, a negyedik
5-tel, az 6todik 6-tal és a hatodik 7-tel. Kiszdmitva

2:3.4.5.6-7 = 5040,
tehat itt a kovetkezd hat szamrdl van szo6:
5042, 5043, 5044, 5045, 5046, 5047.

Ezek elég nagy szamok, elég messzire kellett menniink a szdmsorban, hogy
ezen a médon 6 tagud rést taldljunk a torzsszamok kozt (persze lehetséges, hogy
madr joval el6bb van koztiik ilyen rés). De ha nem sajndlunk jé messzire menni,
legaldbb 100 tagu rést is taldlhatunk ugyanigy, ha a 2-t8l 101-ig terjed6 szdmok

2-3-4-5-...-101

szorzatdhoz adunk hozz4a sorra 2-t, 3-at, ... végiil 101-et. Ezen a mdédon taldl-
hatunk barmilyen hosszu réseket is.

Mindamellett, ameddig csak megvizsgaltdk a szdmsort, Gjra meg djra, bar-
milyen hosszi réseken tdl is, taldltak szomszédos paratlan szdmokat, amelyek
torzsszamnak bizonyultak, mint példaul a szdmsor elején 11 és 13, vagy 29 és
31. A matematikusok azt sejtik, hogy ilyen ,.ikertorzsszdmok™ minden tdvolsag-
ban el6fordulnak, a szdmsor megvizsgalt részén tdl is; de ezt ilyen éltalanos-
sdgban mindmdig nem sikeriilt bebizonyitani. Dehdt vannak-e egyaltaldn torzs-
szdmok minden tdvolsdgban? Nem csak a szdmsor elejét szinezik-e ezek egy
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darabon? Erre a kérdésre mar van vdlaszunk, méghozza 2000 év 6ta: Eukleidész
kozolt egy igen elegans bizonyitast arra, hogy végtelen sok térzsszdm van.

Ezt ugyanigy lehet beldtni, mint maganak a természetes szdmsornak a vég-
telenségét: barhol is mondja valaki, hogy itt a vége, nem futhat el véle, mert
meg tudom mutatni, hogy van torzsszdm azon tul is.

Elég ezt egy esetben megmutatni; minden mds esetben ugyanigy megy.
Csak azt kell ehhez meggondolnunk, hogy 2-vel minden masodik szdm oszthato,
3-mal minden harmadik, és igy tovabb, tehit egy 2-vel oszthaté szdm kozvet-
len rékovetkezdje nem lehet oszthatd 2-vel, egy 3-mal oszthatd szdm kozvetlen
rakovetkezdje nem lehet oszthaté 3-mal, és igy tovabb. Ha marmost valaki azt
allitand, hogy a torzsszdmok a kovetkezdk:

27 37 57 77

és itt a vége, akkor én azonnal megcafolom, hiszen a felsorolt t6rzsszdmokbol
megalkothatom a kovetkezd szamot:

2.3.5-7T+1.

2-3.5-7 oszthatd 2-vel is, 3-mal is, 5-tel is, 7-tel is. A kozvetleniil rakovetkezd
szama 2-3-5-7 + 1, tehat ezek egyikével sem lehet oszthaté. Dehdt valami-
lyen torzsszdmmal csak oszthaténak kell lennie szegénynek, & is csak szam, &
is torzsszamokra bonthatd, vagy esetleg maga is torzsszdm, és 6nmagédval min-
denesetre oszthatd. Az illet§ tehét tévedett: kell lenni torzsszdmnak 7-en tdl is.
Es ugyanigy minden torzsszamon til is.

Szamitsuk csak ki ezta2-3-5-7 + 1 szdmot: az eredmény 211. Egy kis
prébédlgatds megmutatja, hogy ez 1-en és onmagén kiviil mdssal nem oszthato,
vagyis véletleniil torzsszdm. Tehdt 6 maga az a 7-en tili torzsszdm, aminek a
1étezését allitottam. Persze szd sincs réla, hogy ez a 7-et kozvetleniil kdvetd
torzsszam volna: az egy pillanatig sem volt vdrhato, hogy az egymadst kdvetd
torzsszamokat ilyen szabdlyszer(ien lehetne megszerkeszteni. Médszeriink pon-
tosabban azt az eredményt adja, hogy 7-t8l legfeljebb 2-3-5.7 + 1-ig, ugyanigy
11-t61 legfeljebb 2 -3 -5 -7 - 11 + 1-ig, és igy tovéabb, kell menni, hogy djabb
torzsszamot taldljunk. Ezek azonban elég nagy tdvolsdgok; nem lehetne-e szii-
kebb hatdrok kozt torzsszdmokat taldlni?

Sokan foglalkoztak ezzel a kérdéssel. Hogy csak egy szép eredményt em-
litsek: Csebisev orosz matematikus bebizonyitotta, hogy 2-t6l kezdve barmely
szadm és a kétszerese kozott is mindig van torzsszam:

2 és 4 kozt a3;

3 és 6 kozt az 5;

4 és 8 kozt az S5isésa’7is;
5 és 10 kozt csak a 7.
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Bér ebben semmi szabdlyszerliség sem létszik, ez mégis minden messzeség-
ben bekdvetkezik; s6t ha elég messzire megyiink, elég nagy szdmokat valasz-
tunk, akdrhany torzsszam is esik a szdmok és kétszereseik kozé.

Ime mégis valami szabalyféle a féktelennek latszé torzsszamok szamdra:
barmennyire mégsem rugaszkodhatnak el egymdstol.

Szamrendszerek
(részlet Fried Ervin Qszthatosag és szamrendszerek cimii szakkori fizetebdl)

1. A szamrendszerek kifejladese

Honnét erednek a szamok, és miért ugy irjuk éket, ahogy irjuk? Hogyan fejléd-
tek ki, és miért igy fejlodtek?

Ezekre és az ezekkel kapcsolatos sok-sok kérdésre a torténészek probalnak
teljes valaszt adni. (Pontosabban szélva azok a torténészek, akik ezzel a kérdés-
sel foglalkoznak.)

Mi itt csak koriilbeliili valaszt fogunk ezekre a kérdésekre kapni. Olyanokat,
amelyekbdl inkdbb az deriil ki, hogy ezeknek mi lehetett az oka, mint az, hogy
mi volt.

Annak idején az 6sember még nem tudhatott nagyon sokdig szdmolni, hi-
szen nem is nagyon lehetett sziiksége rd. Eppen ezért taldn csak két, esetleg
harom targyat tudott megkiilonbdztetni; a tobbi szdméra mér ,,sok” volt. Amint
azonban sziiksége volt nagyobb szdmokra, kénytelen volt azokat is megtanulni.
Ez talan akkor tortént, amikor mar allattenyésztéssel kezdtek foglalkozni, és az
allatdlloméanyt szamon kellett tartani.

Sz4dmolds kozben valami olyasmit kellett segitségiil vennie, ami mindig kéz-
nél volt. Mérpedig minden embernek a szé szoros értelmében ,,kéznél van” a
keze. Ezért tehdt a szdmoldshoz az ember a kezét, illetve ujjait vette segitségiil.
(Megfigyelhetjiik a testrészek segitségiil vételét példaul a hosszisidg mérésében
is; igy alakultak ki olyan mértékegységek, mint az arasz vagy a lab.

Ezek azonban nem voltak teljesen megfelel6ek, mert minden ember arasza-
nak mds és mds volt a hossza. Ezzel szemben az ujjaknak a szdma minden
épkézlab embernél ugyanannyi volt; ezt még az is tudta, aki esetleg elvesztette
egy-két ujjat.)

Az ujjakkal elég egyszer(i volt szdmolni. Ot vagy anndl tobb ujj esetén
azonban elég volt 6t ujj helyett valami olyasmit mondani, hogy ,.egy kéznyi ujj”.
Nyolc ujj helyett tehat azt lehetett mondani, hogy egy kéz és hidrom ujj; vagy
tizenkét ujj helyett mondhattak, hogy két kéz és két ujj.
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Ilyen emlékeket is 6riziink a multbol. Az afrikai Szuddnban €l példaul egy
olyan néptorzs, akiknél a szdmokat a kovetkez&képpen nevezik:
ben
niar
: niet
: nienet
: diurum
: diurum ben
: diurum niar

: diurum niet
9: diurum nienet
10: fuk

Erezhets, hogy ez a szdmolds valami olyasféle, mintha mi ot utdn igy szdmol-
nank: 6tonegy, 6tonketts, 6tonhdrom stb.

Ennek a szdmoldsnak az a lényege, hogy bizonyos darab szdmot egy uj
— nagyobb — egységbe foglaltak Gssze. Az azonban, hogy mekkora egységet
kellett egy djabb egységbe foglalni, az a helytdl fiiggott. Mert amikor még
sok problémat jelentett a szdmolds, akkor olyat mondani, hogy ,.haromujjnyi
0kol meg két ujj” nem volt nagyon nehéz. Az viszont mar nem nagyon lehetett
vildgos, hogy ,.kétujjnyi 6kolnyi 6kol, meg egyujjnyi 6kol meg harom ujj” (azaz
2-5-5+1-5+3, vagyis 58). Olyan helyeken, ahol ilyen nagy szdmokra is sziikség
volt, ott biztosan nagyobb egységeket kellett vdlasztani. A fenti szdmnak sokkal
érthet6bb elnevezése az, hogy ,,0tujjnyi kétkéz, meg nyolc ujj”. llyen egységek
szerepelnek példdaul a magyar nyelvben is; ndlunk az els6 tiz szdmnak kiilon
neve van, és utdna mdr ismét igy szamolunk: tizenegy, tizenkettd stb.

Ismét més szdmoldsi rendszer kialakuldsat tiikrozi a német nyelv. Németiil
kiilon neve van a tizenegynek: elf, és a tizenkettének: zwolf (olvasd cvolf).
Ennek az oka valdsziniileg abban rejlik, hogy az ujjaikon kiviil még a két okliiket
is segitségiil vették a szdmolasndl. Ennek nyomat 6rzi a tucattal valé szdmolas
is. 1 tucat az 12 darab; és 12 tucatot ismét egy djabb egységbe szoktak foglalni,
amit nagytucatnak neveznek.

Maiésok meg a szdmolasndl ,,lehdztdk a cip6t” (ha volt nekik), vagyis a labuj-
jaikkal is szdmoltak. Ezeknek a nyomét is megtaldlhatjuk. Ilyen szdmoldsi mdd-
ra mutat néhdny szdm a francia nyelvben. Francidul példaul a nyolcvan neve:
négyhisz azaz quatre-vingts (olvasd: katrven); a kilencvenet pedig igy mondjak:
négyhusztiz azaz quatre-vingts-dix (olvasd: katrvendisz).

A francia nyelvben emellett felfedezhetjiik a hatvanas szdmrendszer emlékét
is. A hetvenet ugyanis francidul hatvantiznek mondjédk; soixante-dix (olvasd
szdaszantdisz).
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A hatvanas szdmrendszer leg6sibb nyomait a babiloniaiakndl taldlhatjuk.
Mivel id6- és szogszdmitasunk babildniai eredetd, ezért a hatvanas szamrendszer
nyomait ezekben is megtaldlhatjuk. Igy:

Egy 6ra = 60 perc = 60 - 60 masodperc.
Egy fok = 60 szogperc = 60 - 60 szogmasodperc.

Ezek a szdmrendszerek azonban ma mar vagy kihaltak, vagy egyre jobban
elcsokevényesednek. Egyediil a tizes szdmrendszer maradt meg, és a szamol4s-
ban ma mar csak ezt hasznaljak. Ennek az az oka, hogy miiveltségiink a rémai
kultdran alapszik, és a rémai birodalomban a tizes szdmrendszert hasznaltak.

Ne gondoljitok azonban, hogy a szdmokat ugyanuigy is irtdk le. A régi 6ra-
kon, vagy a keriiletek szdmozasanal még ma is taldlkozhattok a rémai szamiras-

sal. Ezeket a kovetkezs jelekbdl tették Ossze:

egy =1, 0t =V, tiz = X, dtven = L, szdz = C, 6tszdz = D, ezer = M.

Jol megfigyelhetjiik az ,.egy” jele az ujjhoz, az ,,6t” jele a Kkiterjesztett te-
nyérhez és a ,tiz” jele két kiterjesztett tenyérhez hasonlit. (A tobbi jelek a kez-

d6betiikbdl szarmaznak, példdul 100 = centrum, 1000 = mille.)

Ezekkel a szdmokkal ugy {irtak, hogy egyszerien egymds mellé tették a
jeleket. Példaul: 1969 = MDCCCCLX VIIIL.

(Csak késdbb vilt szokdssd az, hogy ha egy nagyobb szdm elé a kozvetlen
kisebbet irtak, akkor ez kivonast jelentett. Igy IV jeldlte a 4-et, IX a 9-et XLVII
a 47-et. Ebben az frasrendszerben 1969 = MCMLXIX; ami a fentinél sokkal
rovidebb.) Természetesen azonnal megkérdezhetitek, hogy miért irtak ilyen bo-
nyolultan. Hét, el8szor is, mert ezt szoktdk meg. Mdsodszor azért, mert a szimo-
kon rogton lehetett ,,14tni”, hogy mit jelolnek. Végiil pedig azért, mert a masik
iraismod még nem volt feltaldlva. Bar, sokdig még akkor is a fenti ifrdsmddot
hasznéltdk, amikor a masik mar ismert volt.

Sajndlhatjuk szegény rémaiakat és a kozépkori embereket, akik a rémai
szamirdst hasznaltdk. Biztos, hogy ezekkel a szdmokkal a miiveletek is nehe-
zen voltak elvégezhetSek (probdljatok meg rémai szamirdssal szorozni — de ne
gondoljatok az ismert szdmjegyekre), és egy-egy nagyobb szdm felirdsa is igen
hosszadalmas lehetett. Csakhogy éppen ezért maradt meg a rémai szadmiras.
Ugyanis akkor még az életben nem nagyon szerepeltek nagy szdmok. Emellett
a miiveletek koziil is elsGsorban 0sszeaddsra és kivondsra volt sziikség. Ezeket
pedig nem volt nagy miivészet begyakorolni.

Hanem amikor a fejlédésnek indult iparhoz sziikségesekké véltak a nagyobb
szamok, és sok miiveletet is kellett végezni, akkor erre mar a rémai szdmirds
alkalmatlannak bizonyult. Ekkor kezdtek elterjedni a ma haszndlatos szdmok,
amelyek Indidbdl az arabok kozvetitésével keriiltek Eurépdba. Ezért is nevezik
ezeket a szdmjegyeket arab szdmoknak vagy arab szdmjegyeknek.
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Ez a szdmolasi rendszer a nagy folényét a zérusnak koszonheti. Pontosabban:
az indusok éaltal feltalalt O jegy tette lehet6vé, hogy a szdmokat ilyen rendszerben
tiz szdmjeggyel jelolni tudjuk. Enélkiil nem tudnank példdul kiilonbséget tenni
a 6, a 60 és a 6000 kozott; de ugyanigy nem tudnidnk megkiilonboztetni a 13-at
a 103-t6l vagy a 10 030-t6l. Pedig ez a jel csak annyit mutat, hogy a jelzett
egységbdl ne vegyiink semmit.

Erthet8 ezek utdn, hogy az emberek nehezen értették meg az egész jeldlési
rendszert. Eppen ezért idegenkedtek is téle. Nem volt semmi ebben a jelolési
rendszerben, ami szemléletesen mutatta volna, hogy melyik szdmrdl beszéliink;
az 5-ben a kezet vagy a 10-ben a két kezet nem lehet felfedezni. Mégis ez a
rendszer gy6zott, mert konnyebb vele szamolni.

Ennek ellenére sokfelé még a mult szdzadban sem tekintették ezeket ,,igazi”
szamoknak. A miveleteket veliik végezték ugyan el, de azutdn a kapott vége-
redményt 4tirtdk romai szdmokra.

Ezek utan pedig nézziik meg, mi ennek a szamoldasi rendszernek a 1ényege.

2. A hatos szamrendszer

Régen ismert tréfds mondds az, hogy ,.ha valamit meg akarsz ismerni, ismerj
meg egy hasonl6t”. Ennek az az alapja, hogy ha két dolog kozott kicsi az eltérés,
akkor a részletek szerepét jobban meg lehet érteni. Az 4dllatok ismerete segit
abban, hogy jobban megismerjiik az embert. A Hold megismerése, hogy jobban
megismerjiik Foldiinket.

Mi is ezt az utat vélasztjuk. A tizes szdmrendszer megismeréséhez egy mas
szamrendszeren, a hatos szamrendszeren vezet majd az ut. Erre itt azért van
szlikség, mert a tizes szdmrendszerben mar tilsadgosan sokat fudtok. Ezért nehe-
zebben értitek meg, hogy miért szamolunk benne tigy, ahogyan szdmolunk.

Lathatjuk, hogy az Osszeadds elvégzését hasonloképpen végezziik, mint
megszoktuk, csak éppen hatonként vesziink egy uj, nagyobb egységet. Minde-
nekel6tt azonban azt kell tudni, hogy miképpen adjuk 6ssze az egyjegyili szdmo-
kat. Ezt foglaljuk 6ssze egy tablazatba:

+] 0 1| 2| 3| 4|5
0] 0| 1|2 3|45
11 2] 3|4 5|10
2120314 5/10/11
313 4] 5101112
4 4| 5|10|11|12(13
51 5(10]11]12|13|14
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Itt a kovetkez$ szdmok szerepelnek: O, 1, 2, 3, 4, 5, 10, 11, 12, 13, 14. A két-
jegyl szamok azonban nem a tiz, tizenegy, tizenkettd, tizenhdrom és tizennégy
jelzésére szolgalnak. Ezekben a kétjegyl szamokban az elsé jegy mutatja, hogy
a nagyobb egységbdl 1 darab szerepel, és a kisebbdl rendre O, 1, 2, 3, 4 darab.
Ennek megfelelGen:

10 = hat + nulla = hat, 11 = hat + egy = hét, 12 = hat + kett§ = nyolc stb.
Ennek alapjan ezeket a szdmokat a kovetkezdképpen lehetne olvasni:
11: ,,hatonegy”, 12: ,hatonkett8” stb.

Természetesen el6fordulnak mas kétjegyd szamok, ezeket a kovetkezSkép-
pen olvashatjuk:

25: ,kéthatonot”, 43: ,négyhatonhdrom” stb.
A hiromjegyli szdmokndl is hasonldan jirhatunk el. Itt példdul:
100 = harminchat + nulla + nulla = harminchat,
104 = harminchat + nulla + négy = negyven,
132 = harminchat + (haromszor hat) + kett6 = 6tvenhat,
413 = (négyszer harminchat) + hat + hadrom = szazdtvenharom.

Ezek az elnevezések jatékosak, tréfasak, de egy kicsit nehézkesek. Sokkal
célszerlibb, ha egyszertien a szdmjegyeket olvassuk egymdas utdn. Valahogy a
kovetkez8képpen:

11: ,egyegy”, 12: ,egykettd”, 25: ,kett6ot”, 43: ,négyhdrom”, 100: ,.egynull-
null”, 104: ,,egynullanégy”, 132: ,,egyhdromkett6”, 413: ,,négyegyhdrom” stb.

Ennél az olvasiasandl azonban j6, hogyha mindig hozzétessziik, hogy hat egy-
ség ad egy Ujabbat; vagyis, hogy a hatos szdmrendszerben szamolunk. Tekintet-
tel arra, hogy a szdmirdsb6l sem l4thatd, hogy hatos szdmrendszerbeli szdmok,
ezért a szdmok mellé is kitesziink egy 6-os indexet. Példdul a harminchatot a
hatos szdmrendszerben igy irjuk: 100g

Mennyi 345¢ + 3134?
Az egyjegyli szamok 6sszegét a tablazatbdl fogjuk kinézni. El6szor az utolsé
helyi értékl szdmjegyeket adjuk Gssze:

56 + 36 = 124
A 2-es szamjegyet leirjuk, és marad még 1 (nagyobb helyi értéki jegy)
4¢ + 1 + 1g = 10¢;
a 0-t ismét leirjuk, és ,,marad 1”. Tovabb Osszeadva:
36 + 46+ 1g = 12¢;

mivel az 0sszeadds befejez6dott, mindkét jegyet leirjuk.
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Végiil tehat az 0sszeadés:
3456
+ 413
1202
Irjuk most fel ellenérzésképpen ezeket a szamokat megszokott alakjukban (vagy-
is tizes szamrendszerben), és végezziik el ott is az dsszeaddst:

345¢ =3-36 +4-6+5 =108 +24 + 5 = 137,

4136 =4-36+1-6 +3 = 153,

12026 = 1-216 +2-36 + 2 = 290;

és valéban 137 + 153 = 290.

Ha mar dsszeadni tudunk, akkor a kivondst is el tudjuk végezni, tekintettel

arra, hogy a kivonds nem mds, mint az egyik 6sszeadandé megkeresése, a masik
0sszeadando és az Osszeg ismeretében.

3. Atszamitas tizes szimrendszerbd] hatosba

27 2

Az el6z8 pontban mdr lattuk, hogyan kell egy hatos szamrendszerben felirt
szdmnak a tizes szdmrendszerbeli alakjat meghatdrozni. Nézziik meg részlete-
sebben, mit is jelent ez a felirds. Vegyiik példaul az alabbi szamot:

5346 =5-(6-6)+3-6+4 =180+ 18 + 4 = 202.

Tehat a hatos szamrendszerben felirt szam jegyei azt mutatjdk meg, hogy a hat
megfeleld hatvanyat hanyszor kell venni — és ezeket a szorzatokat természetesen
a végén Ossze kell adni. Ezen az elven azt is meg lehet hatdrozni, hogy milyen
lesz egy tizes szdmrendszerbeli szdmnak a hatos szdmrendszerbeli alakja.

Felejtsiik példaul el, hogy a 202-nek tudjuk a hatos szdmrendszerbeli alakjat,
és prébaljuk meg meghatdrozni! Annyit mindenesetre tudunk, hogy a szdm a
kovetkez6 alaku lesz:

202=?24+7-6+7?7-(6-6)+... (esetleg még folytatddik).

Mindenesetre el6szor azt kellene megéllapitani, hogy meddig kell folytatni a
felirast. Ebb6l a célb6l meg kell nézni, hogy 6 melyik hatvinya nem lesz még
nagyobb 202-nél. Lathatjuk, hogy a 6-6 még kisebb, de 6-6-6 mar nagyobb. Ezért
az atirdsban haromjegy( szdmot kapunk. Mi lesz ennek a szdmnak az elsd jegye.

Ehhez meg kell nézni, hogy hany darab ,,harminchatos” ,.tér el” 202-ben. Az
osztast elvégezve kapjuk, hogy 202 = 536 + 22. Most mar azt kell megnézni,
hogy 22-ben ,,hdny hatos van”.

Ez miér konnyebb: 22 = 3 .6 + 4. Es maér el6ttink is vannak a hatos
szamrendszerbeli alak jegyei: 5, 3, 4.
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4. Szorzas a hatos szamrendszerben

Az eddigiekben megéllapitottuk, hogy a hatos szdmrendszerbeli 6sszeaddst és
kivondst miként kell végezni. Térjiink most rd a szorzasra. Emlékezziink vissza,
hogy a szorzis tanuldsa el6tt meg kellett tanulni az ,,egyszeregy”’-et. Az egy-
jegyl szdmok koziil kettének nem kell a tdbldzatban szerepelnie. A 0-val va-
16 szorzds eredménye ugyanis mindig 0, ez minden jelolésmodtol fiiggetlen.
Ugyancsak fiiggetlen az 1-gyel valé szorzds eredménye a jelolésmodtol; ez a
szorzat mindig a masik tényezbvel egyezik meg; barmely szdm 1-szerese 6nma-
ga. Ezért a tablazatban csak a 2, 3, 4 és 5 szdmjegyek szorzatdnak kell szerepel-
nie, azaz 16 szorzatnak. Ebb6l a 16-bdl is csak 10-et kell meghatdrozni, a tobbi
hat — a tényezdk felcserélhetdsége alapjan — rendre a kiszamitott tiz szdm vala-
melyikével egyezik meg. A tdbldzatba ezért ezeket is beirjuk, de az eredeti tizet
vastagitva. (Mindegyik vékony szdm az 4tléra vonatkoz6 tiikorképével egyenld.)

X[ 2] 3145
21 4110|1214
3110(13]20]23
4112]20|24 |32
5114(23(32(41
Most pedig lassuk, hogyan végezhetiink el a tdblazat segitségével egy hatos
szamrendszerbeli szorzast: 4356253
2153
3511
1314
213103

5. Oszthatosagi feltetelek a hatos szamrendszerben

Lattuk, hogy a tizes szdmrendszerben bizonyos szamokkal val6 oszthat6sag osz-
tds nélkiil is meghatdrozhaté. Meghatdrozhaté sok esetben az osztdsi maradék
is. Az oszthatésagi feltételek természetesen a hatos szamrendszer esetében meg-
valtoznak. Nézziik meg, mi felel meg nekik a hatos szamrendszerben.

a) Az alapszim és osztoi

A 10g-val val6 osztds maradéka megegyezik a szdm utolsé jegyével. Mivel
10 = 2-3, ezért a 2-vel vagy a 3-mal val6 osztdsndl ugyanazt a maradékot adja
a szadm utolsé jegye, mint maga a szam.

Ennek megfeleléen egy szam akkor oszthatd 2-vel, ha utolsé jegye oszthatd
2-vel (tehat 0, 2 vagy 4); és akkor oszthat6 3-mal, ha utolsé jegye oszthatd 3-mal
(tehdt 0 vagy 3).
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b) Az alapszam hatvanyainak osztoi

Az alapszdm hatvdnyaival valé osztds maradékat is hasonléképpen kapjuk,
mint a tizes szdmrendszerben: 100¢-val osztva a maradék a szdm végén 4llé
kétjegyl szdm; 10006-val osztva a maradék a szdm végén 4ll6 hiromjegyl szam
stb. Ebbdl kovetkezik, hogy 2 - 2 = 4-gyel vagy 3 - 3 = 134-mal val6 osztdsnél
a szdm végén 4ll6 két jegyl szdm ugyanazt a maradékot adja, mint az eredeti.

Igy egy szdm akkor oszthaté 4-gyel, ha a szdm végén 4ll6 kétjegyti szam
oszthat6 4-gyel, és akkor oszthaté 135-mal, ha a szdm végén all6 kétjegyli szam
is oszthat6 vele (tehdt 00, 13, 30 és 43 végzddés esetén).

Hasonl6 eredményeket kaphatunk a 2-2-2 = 12¢-vel és a 3-3-3 = 43¢-mal
valé oszthat6sdg esetében is.

6. Egyeb szamrendszerek

Természetesen nemcsak a tizes €s a hatos szimrendszerrdl lehet beszélni, hanem
barmely mas 1-nél nagyobb alapszdmhoz is megalkothat6 a megfeleld szdmrend-
szer. Ezekben a szdmrendszerekben is ugyanazon az alapon végziink minden
miiveletet. Eppen ezért a miiveletek elvégzéséhez elegendd az egyjegy(i szamok
Osszegét és szorzatat kiszamitani.

2-es szamrendszer

+10| 1 X1 0] 1
O 0 1 01 0] 0
11110 1101
3-es szamrendszer
+]1 0] 1| 2 X1 0| 1] 2
O[O0 1] 2 001 0|0
11 1] 2]10 110 1] 2
21 2110]11 210 2]11
8-as szamrendszer
+1 0| 1] 2| 3| 4| 5]6|7 X1 0| 1] 2| 3| 4] 5| 6|7
010 1] 2| 3|4 5|6]|7 00| 0] 0] OO 0| 0
111 2] 314 5]6|7]|10 110 1] 2| 3|4 5| 6|7
2121 3] 4] 56| 7|10|11 21 0| 2| 4] 6(10(12|14|16
31314 5] 6| 7(10/11/12 310 3] 6(11(14(17]22]|25
41 41 5] 6| 7/10|11]12(13 41 0| 4110[14(20|24|30|34
5151 6| 7/10(11|12|13|14 510 5(12|17|24|31|36|43
6| 6| 7/10(11(12|13|14|15 61 0| 6[14(22|30|36(44 |52
71 7110(11|12(13|14|15|16 71 0] 7|16|25(34(43|52|61
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Az alapszdmokat véalaszthatjuk 10-nél nagyobbra is, de ezekben az esetekben
Ujabb ,,szdmjegyekre” is sziikség van.

A szamrendszerek segitségével most egy érdekes feladatot oldunk meg. frjuk
fel a kovetkezd Osszeget egyszertibb alakban:

X=1+8+8+8 +8" +8 +8 +8 +8°+8°+38"
Irjuk fel ezt az X-szel jelolt szamot nyolcas szdmrendszerben:
X =11111111111g (tizenegy darab 1-es).
Szorozzuk meg most ezt a szdmot 8 — 1 = 7-tel:
7-X="T77T177T177TI7g (tizenegy darab 7-es).
Ha most a kapott szdmhoz 1-et hozzdadunk:
7-X+1=777777777773 + 1 = 100 000 000 000g (tizenegy darab 0).

A jobb oldali szam éppen 8'!, amibé] azt kapjuk, hogy

gt —1

8—1°

Hasonl6 eredmény mondhat6é akdrmilyen alap esetén is; barmilyen sok tagot is
vesziink.

1+8+8+8 +... +80=

7. A kettes szamrendszer

Az, hogy egy szamrendszer mire hasznalhatd, sok mindentdl fiigg. A koz-
napi életben egy haszndlhaté szamrendszertSl a kovetkezoket kivanjuk. El§szor
is ne legyen az alapja tdl nagy, mert akkor nagyon nagy lesz az egyszeregytdb-
lazat. Ugyanakkor ne legyen az alap tul kicsi, mert ebben az esetben a szdmok
kifejezésére nagyon hosszu szamokat kell haszndlni, ami ugyancsak kényelmet-
len. Nagyjabol azt mondhatjuk, hogy hattdl tizenkett6ig minden alapszam elég
j6 ezekbdl a szempontokbdl. Tobb szempontbdl (oszthatdsdg, tortek felirdsa)
konnyebbséget jelent, ha az alapnak sok primosztdja van. Ezt is figyelembe véve
a fentiek koziil a hatos, a tizes és a tizenkettes jon szamitasba. Ha erre gondo-
lunk, azt kell mondanunk, hogy a tizes szdmrendszer nem volt rossz védlasztds
Oseink részérdl.

Egészen mds azonban a helyzet akkor, ha arra helyeziink sulyt, hogy az
egyszeregy minél konnyebb legyen. Ekkor természetesen a kettes szdmrendszert
kell vdlasztani. Mi az, amit itt meg kell tanulni? Mivel a O-val és az 1-gyel
valé szorzds a szamrendszertdl fiiggetlen, ezért itt ,,egyszeregyet” nem is kell
tanulni. Ugyancsak fiiggetlen a szdmrendszertSl az, hogy ha egy szdmhoz 0-t
adunk, akkor a szdm nem valtozik. Ezért a kettes szamrendszerben az egyetlen
Jtanulnivale” az, hogy 1 + 1 = 10,.
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A kettes szdmrendszernek, kiilondsen ma, igen nagy a jelent8sége. Ez azért
van, mert a kettes szdmrendszerben csupdn két jel szerepel, és kiilonféle fontos
fizikai folyamatokban is nagy szerepet jatszik az anyag kétféle allapota. Példaul
az, hogy folyik-e d&ram vagy nem, az egyik irdnyba folyik-e vagy a masikba, egy
magneses polust egy masik vonz-e vagy taszit.

Mindezek a tulajdonsdgok teszik a kettes szdmrendszert arra alkalmassa,
hogy a modern elektronikus gépek kettes szamrendszerben szdmoljanak. Ezen-
feliil a két jel azt is mutathatja, hogy egy kérdésre a vdlasz igen vagy sem. Ezt
felhaszndlva tudnak az elektronikus gépek sok esetben szinte ,,donteni” valami-
lyen kérdésben.

Egy kiilonds életit — Ramanujan

(részlet Turan Palnak a Kozépiskolai Matematikai Lapok 1977. évi 7. és 8. szamaban
megjelent cikkebdl)

... Geoffrey Harold Hardy, a cambridge-i egyetem vildghirdi professzora, 100
év Ota az elsd angol matematikus, akinek dsszegydjtott munkait hét vaskos kotet-
ben kiadtak haldla utdn, 1936-ban az USA-beli Harvard egyetemen Ramanujan-
ol tartott el6adassorozatat a kovetkezd szavakkal kezdte (magyar forditdsban).
,Bzen el6addsokban olyan nehéz feladat elé éllitottam magam, melyet — ha a
sikertelenség miatt mindjart az elején keresnék mentséget — majdnem teljesithe-
tetlennek kellene minGsitenem. Esszerti véleményt kell kialakitanom magamban
— és ebben Onoket is segitenem — a jelenkori matematika legromantikusabb alak-
jardl, amit eddig sohasem tettem, egy olyan emberrdl, akinek karrierje tele van
paradoxidkkal és ellentmondasokkal, ami megcstifol minden olyant, amellyel mi
(matematikusok) egymdst meg szoktuk {télni és akirdl, azt hiszem, csak egyetlen
dologban fogunk egyetérteni, hogy bizonyos értelemben nagyon nagy matema-
tikus volt.”

Nagy szavak. Mdr eleve elcsoddloztatok két ellentétes okbol. Matematiku-
sok, olyan rendliek, mint Hardy, altaldban eredeti matematikai tartalmu érte-
kezések, plane konyvek irdsit ambiciondljak, Hardy a Ramanujan-rél sz616 12
eldadast konyv alakban adta ki 1940-ben, melynek cime ,,Ramanujan”. Masrészt
azonban mit jelent a fogalmazdas, hogy ,,bizonyos értelemben nagyon nagy”?

Srinivasa Ramanujan 1887 decemberében sziiletett Indidban, egy Madras-
hoz kozeli kisvdrosban nagyon szegény, vallisos brahmin csalddbdl. Apja ru-
hakeresked6nél volt konyvel6féle. 5 éves kordban kezdett iskoldba jarni, mate-
matikai képességei 10 éves kordban kezdtek mutatkozni. Ekkor még j6 vizsgdi
miatt féltandijmentes lett, és szamtantandra, akinek az drarendet kellett volna
Osszedllitania, azt rdbizhatta, mindenki, aki ezt valaha is probdlta, tudja milyen
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kellemetlen feladat ez, még akkor is ha akkor €s ott a mellékfeltételek nem is
voltak olyan szdmosak, mint manapsdg. Hindu életrajzirdi szerint 13 éves volt,
amikor trigonometridt tanulva rjott egy ismert osszefiiggésre, és nagyon csa-
16dott volt, amikor megtudta, hogy ez mar régen ismert. Kényvei nem voltak,
16 éves volt, mikor az els6 matematikakonyvet kapta kolcson egy baratjatol.
Ez egy Carr nevii tanar ,,Synopsis of elementary results in pure and applied
mathematics” c. konyve volt. Ez Ramanujan-ra végzetes hatdssal volt, igen jo
€s igen rossz hatdssal. J6 hatdssal, mert felfedeztette vele a ,,szép formula” gyo-
nyorliségét, erre még majd kés6bb részletesen visszatérek. Rossz hatdssal volt a
konyv synopsis (0sszefoglals) jellege miatt, bizonyitdsok a konyvben nemigen
voltak, és ha igen, csak nagyon vazlatosak, és ebbdl a fiatalember — mondhatni,
egy életre — azt a konkliziét vonta le, hogy a bizonyitas leirdsa, még a jelzése
is, felesleges, valamiféle intuici6 egy villandsa azt szdmdra evidencidba tudta
helyezni. Persze kiils6 kérésekre, hogy hogyan j6tt rd eredményeire, nem tudott
véalaszolni, és ezt nem mddszereinek eltitkoldsdra tette. Egy bardtja szerint, aki
veliik egy hazban lakott ebben az id6ben, gyakran felébredt éjjel 2 6ra tajt, oda-
ment az odakészitett tabldhoz, €s egy viharlampa halvany fényénél irt rd. Mikor
kérdezték, mit csindl, azt felelte, hogy dlmdban rajott valamire, és azt rogziti,
hogy el ne felejtse reggelre. 16 évesen 0sztondijjal bekeriilt egy jé college-ba,
melyet Dél-India Cambridge-ének neveztek. Itt angolt, matematikat, bioldgiat,
gorogot, szanszkritot és romai torténelmet kellett volna tanulnia, de akkor mar,
mint a szép formula megszéllottja, elkezdte irni napi felfedezéseit napléjdba,
mint Gauss (akirdl nem is hallott akkor egyaltaldn), és ezek sodrdban nem tudott
a tobbi targgyal foglalkozni, megbukott, €s persze elvesztette 6sztondijat. Ez
1904-ben volt, ujra beiratkozva 1905-ben annyit mulasztott, hogy nem is mehe-
tett vizsgdzni. 1906-ban egy madsik college-ban probalkozott, de megbetegedett,
és itt sem tudott tovabbjutni. 1907-ben az eredeti college-dban mint magéntanul6
probalkozott, és akkor is megbukott. Mit tehetett akkor egy hindu fiatalember,
akinek apja havi 20 rupids fizetésébdl tartotta csalddjat? Részint matematikat
korrepetalt, részint 1909-ben megndsiilt, felesége akkor 9 éves volt. Az ilyen ha-
zassdg Indidban gyakori, és inkdbb az itteni eljegyzéshez hasonlithat6, férjéhez
csak 12 éves kordban koltozott, ami Keleten persze mést jelent, mint Eurépédban.
Naplgja kozben egyre nétt, elsé naplokonyve (a hdrom koziil) 300 siirtin teleirt
oldalabdl kb. a fele szarmazhatott didkkorabdl. 1911-ben jelentek meg els6 dol-
gozatai az Indian Mathematical Journalben, de ezekbdl akkor sem Indidban, sem
sehol a vildgon nem lehetett megélni, feleséget és sziiloket timogatni. 1912-ben
tisztviseldi allast kapott havi 20 rupids fizetéssel, amit hamarosan felcserélhetett
egy havi 30 rupidssal, ami akkor kb. évi 30 fontnak felelt meg.

Felmeriil a kérdés, miért nem ismerték fel mar addigi dolgozataib6l Indidban,
hazajaban, képességeit, ahol voltak egyetemek, volt mar Matematikai Tarsulat
€s angliai végzettségli professzorok? Indiai matematikusok ujra és ujra felteszik
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maguknak a kérdést, miért kellett akkori elnyomdiknak, az angoloknak felfe-
dezni Sket, és kés6bb elbsegiteni kifejlédésiiket. Erre a védlasz egyrészt az, hogy
eredményei megel6zték az tin. moduldris formak elméletét, melybdl kész elmélet
csak 15 évvel késobb lett, Hecke kezében (aki nem is tudott Ramanujan ezirdnyd
eredményeirdl), tehat részben olyan témakorokre vonatkoztak, amelyeket akkor
sehol — és igy Indidban sem — miiveltek. Altaldnos képzettségii és képességii
professzoroktél nem volt varhatd, hogy ebbe kdnnyen bele tudjdk magukat élni.
Kiilonosen akkor — és ez a vdlasz masrészt —, ha hozzdvessziik, hogy Ramanujan
expondld (kozl6) képessége még a nullaval lehetett egyenld. Jellemzd erre az a
torténet, amelyet egy osztdlytidrsa mesélt egy college-beli matematikadrardl. A
tanar egy feladatot kezdett kidolgozni a tablan. Az els6 két 1épés utin Rama-
nujan kozbeszolt, hogy ezek feleslegesek, és gondolkozas nélkiil megmondta a
megoldést. Utdna a tandr hitetleniil folytatta a tdbl4n a feladat megoldésat, és 8
vagy 10 tovabbi 1épés utin jutott — az osztily nagy csoddlkozdsira — a Ramanu-
jan altal el6re jelzett eredményhez. Kevés képzett, id6sebb matematikusnak van
kedve arra, hogy szdmara 4j témakorokben 8-10 1épéses ugrasokat maga tudjon
a helyszinen (vagy akdr nyugodtan toprengve iréasztala mellett) kisiitni. Es més
ilyen torténetekbdl lathatéan Ramanujan nem nagyon volt hajlandé a hidnyz6
1épéseket mint teljesen trividlisakat (neki trividlisakat) részletezni. A visszhang-
talansag okdul el lehetne képzelni, hogy tdl biiszke volt ahhoz, hogy maga ke-
resse a kapcsolatot a matematikusokkal, hogy ,,Mohamed menjen a hegyhez”.
De egy barétja szerint tdvolrdl sem ez volt a helyzet. 1910-t6]1 — mint mondja —
Ramanujan egyik matematikustél a médsikhoz ment bemutatvan (ekkor mér két)
matematikai napldjat, majdnem nulla hatasfokkal.

Igy fokozatosan beldtvan, hogy odahaza semmit sem remélhet, elszanta ma-
gdt baratai rabeszélésére, hogy irjon Hardynak.

1913. januér 16-os datum van a levélen. Furcsa egy bemutatkoz6 levél volt,
melyet csak kevéssé enyhit az, hogy nem tudvén eléggé angolul, azt minden
bizonnyal nem matematikus baratai forditottdk le, akik valdszintileg maguk sem
tudtdk a nyelvet. De érdemes elgondolkodni felette, mert a szimelmélet egy
dont6 fordulata mulott rajta, illetve kezd6dott vele. Nem meditdlva azon, hogy
igy kezdi: ,,A madraszi Port Trust Office tisztvisel6je vagyok, csupdn évi 20 font
fizetéssel”, és azon sem, hogy miért irja utana, ,l am about 23 years of age”,
mikor mar 25 is elmult a levél irasakor, igy folytatja (forditidsban): ,,Elhagyva
az iskolat, szabad idémben matematikdval foglalkoztam. Nem jartam a szokdsos
uton, melyet egyetemi el6addsokban kovetnek, Uj utat tortem magamnak.” (Is-
merds szavak ezek magyar fiilnek.) Majd tovabb: ,, Eredményeimet a helyi ma-
tematikusok bamulatosnak nevezik”, de a kovetkez6 mondatban ezt irja: ,,a helyi
matematikusok nem tudnak engem megérteni magasabb szarnyaldsomban”.
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Leveléhez mellékelt napl6jabol 6sszevalogatott 120 identitast. Majd befeje-
z¢&siil, mintegy az ellenkezd végletbe esve irja: ,,Szegény 1évén, ha dgy latja,
hogy tételeimben van valami érték, szeretném azokat publikdlni.”

Mindenkiben felotlik, hogyan reagdlna 6 egy ilyen levélre, érdekesebb latni,
hogyan reagélt a cambridge-i egyetem akkor mér vildgszerte ismert lecturerje
(még nem volt professzor) az angol vildgirodalom fénykora idején egy félm-
velt hindu fiatalember fent vazolt levelére. Err6l tudunk C. P. Snow professzor-
nak, a kival¢ fizikus, {ré és kulturfilozéfusnak, Hardy régi baratjanak és akko-
ri cambridge-i collégdjanak rektori székfoglaldjabol, 1962-bsl, 15 évvel Hardy
haldla utdn, de Hardy maga is ir errél 1936-os harvardi el6addsdban. A kettd
alapdlldsa némileg kiilonb6z3, bizonyos vonatkozdsokban Snow verzidja az em-
beribb. Eszerint az els6 lap elolvasdsa utan Hardy a levél iréjat félbolondnak tar-
totta, utana kovetkezé megjegyzését pontos primszamformulérél, hihetetlennek.
A mellékletben kiildott 120 identitas koziil feliiletes atvizsgalasra egyesek rogton
feltiintek neki érdekes voltukkal, de a bizonyitdsok legcsekélyebb jelzésének hi-
dnya bizalmatlanni tette. Az egész dolog nem tetszett neki, nyugodtan folytatta
reggeli Ujsdgjat, megtartotta 6rajat, délutdni teniszpartijit; de este magaval vitte
a levelet szokdsos beszélgetésére Littlewooddal, akivel valé tartds kollaboréldsa
mér 1912-ben megkezd6dott, és haldldig, 1947-ig tartott. Ekkor alaposan meg-
nézték a matematikai mellékletet. Identitdsaibdl kettd olyan merSben ujszert
jellegti volt, hogy ez meggy6zte dket, hogy jelent6s emberrel van dolguk.

Hardy igen gyorsan, februar 8-an mar vélaszolt, pozitivan a jordl, nem szélva
a val6szinfitlenrdl, csupdn a bizonyitdsok valamelyes jelzését hidnyolva. Rama-
nujan is rogton vdalaszolt, februdr 27-én. Ebben kifejtette oromét, hogy végre
talalt valakit, aki értéen méltinyolja matematikdjat, €s Gszintén feltarta tragi-
kus anyagi helyzetét: ,,...Hogy meg6rizzem agyamat, ennivald kell nekem, és
ez most a legf6bb gondom. Minden ilyen levél Ontdl segithet abban, hogy az
egyetemtll vagy a kormanytdl osztondijat kapjak. ..” Megindit6 viszont Hardy
vdlasza marcius 26-4n. Nem ismervén Ramanujan munkastilusat, mely az igazi
oka volt annak, hogy nem irt bizonyitdsokat tételeihez, azt hitte, hogy bizalmat-
lansdg ennek az oka. Hogy ezt eloszlassa, felsorolta, ki mindenkinek mutatta &
mar meg Ramanujan leveleit, és igy, ha 6 illegitim médon akarnd az azokban
emlitett eredményeit felhasznalni, Ramanujannak konnyi dolga volna &t lelep-
lezni. Es a finom folytatds: ,,...Ne haragudjon, hogy a dolgot ilyen székimon-
déan tdrgyalom. Nem tenném, ha nem torekednék arra, hogy On nyilvanvalé
matematikai képességei kifejlesztésére jobb lehetdséget kapjon...” Ramanujan
mér dprilis 17-én vdlaszol. Ebben egyrészt kozli, hogy egy dr. Walker nevili me-
teoroldgus intervenciéjara a madraszi egyetemtdl két évre évi 60 font 6sztondijat
kapott (mér ebben is benne volt Hardy keze). Mésrészt irja, hogy nem bizalmat-
lansag miatt nem ir bizonyitdsokat, hanem mert bar eredményei helyességében
nem kételkedik, de azon utat, melyen & ezekre rdjott, maga is heurisztikusnak
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érzi. Mindenesetre méjus 1-jét indirekte megiinnepelték azzal, hogy tisztvisel6i
allasat felmondta.

A levelezésbdl Hardy el6tt vildgos lett, hogy Ramanujan Indidban maradva
sohasem fogja tudni kip6tolni alaphidnyossagait. Els6 ez iranyu célzasara sziilei
tilalmara Ramanujan nemmel vdlaszolt, ettdl a sziil6k csak valamilyen meg-
rendezett valldsi hokuszpdkusz utdn alltak el. Ismét angol kezdeményezésre a
madraszi egyetem két évre kiildte Cambridge-be évi 250 font 6sztondijjal, uti-
koltséggel, sé6t még ruhatdra eurdpaiasitisara is kapott pénzt. Még arrdl is gon-
doskodtak, hogy a hajon szigordan vegetaridnus kosztot kapjon, melyhez ragasz-
kodott egész életére. Miutdn gondoskodott arrdl, hogy 6sztondijabdl sziilei havi
60 rupidt kapjanak, 1914. marcius 30-an elindult hajon Anglidba, Cambridge-be
aprilis 16-an érkezett.

Az eurdpai életmdédot hamar megszokta, ha példdul az eurdpai cipdviselést
27 éves kordban nem is lehetett nagyon kénny@i. A Trinity College-ban lakott,
eurépai kényelemben, egyediil, maga fézte egyszer(i, szigorian vegetaridnus
kosztjat. Ezenfeliil idejét egyes el6adasok latogatdsa, munkaja és Hardyval va-
16 eszmecsere toltotte ki. A kivalé cambridge-i matematikus, A. Berry mesélte
joval késébb, hogy egy 6rdjan egy formula levezetésén bajlédott. Kézben min-
dig figyelte Ramanujan arcét, aki nyugodtan iilt. Egyszer latja, hogy Ramanujan
arca felragyog, és nagyon izgatottan izeg-mozog. Mikor megkérdezte, volna-e
valami megjegyzése, Ramanujan felkelt, és felirt a tdblara egy formulat, melyet
Berry a torténet elmondédsanak id6pontjdban sem tudott még bebizonyitani. De a
leglényegesebb volt a cambridge-i matematikusokkal valé taldlkozdsa, akiknek
a szdma azonban a hamarosan megkezdddott elsd vildghdbord miatt 1ényegileg
Hardyra redukélédott.

Egyiitt volt hat minden, ami a nyugodt, koncentrdlt munkahoz kellett. Hardy
a mindennapos személyes taldlkozis utdn hamarosan rdjott arra, hogy Rama-
nujanban sokkal nagyobb kincset nyert, mint valaha is gondolta volna az eléz-
mények utdn. Hardy sportos alapdlldsi volt, szeretett mindent versenyszeriien
tekinteni €s azutan pontozni. J6val Ramanujan haldla utan, még a 20-as évek-
ben, egy alkalommal a jelen szdzadbeli matematikusok pontozasara keriilt sor.
100 pont 1évén a maximum, Ramanujan kapott t6le 100 pontot, Hilbert 80-at,
Littlewood 30-at, a tobbiek még kevesebbet — mondja a torténet. Az abszurd-
nak haté osztdlyzds azonban bizonyos mértékben érthetd. Hardy elragadtatdsa-
nak oka nemcsak az volt, hogy majdnem minden nap féltucatnyi dj eredményt
kozolt vele Ramanujan, maga a szdm nem jelent tdl sokat. Inkdbb azok fanta-
zidt mutato jellege, vératlan volta, az a konnyedség, ahogy ezek szinte folytak
gondolkozasmdédjabol anélkiil, hogy valéban szamot tudott volna adni, hogyan
jott rajuk, ragadta meg Hardyt. Ezen tételek masfajta, eddig szdmara ismeretlen
matematikai gondolkozdsmoddot fedtek fel eltte. Az az eredetiség, az a globa-
lisnak nevezhetd latisméd, mely annyira kiilonb6zott minden mads, dltala ismert
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matematikusétdl, nyligozte le. Hardy konyvében erdsen hadakozik az ellen, hogy
Ramanujan képességeit, eredeti latdsmaodjat valamiféle keleti misztikus filozéfia
alakitotta ki. Magam is ismerek olyan fiatal magyar matematikust, akinek keleti
filoz6fidk tanulmdnyozdsa nélkiil, minden bizonnyal ilyen globdlis latdsmddja
van, de rendszeres matematikai el6képzettséggel rendelkezvén, utdlag ki tudja
analizélni ugrésait és szokdsos 1épésekre bontani.

Hardy hatartalan lelkesedése vitte keresztiil, hogy Ramanujan 1918 mé&jusa-
ban kozépiskolai végzettség nélkiil Fellow of the Royal Society lett, ami a mi
akadémiai tagsadgunknak felel meg, és amely megtiszteltetés hindut el6tte csak
egy nem matematikust ért. 1919. oktéber 18-4n els6ként a hires Trinity College
Fellow-java vélasztottdk, ami 6 évre 250 fontos fizetést jelentett, minden kote-
lezettség nélkiil. IlletSleg jelentett volna, ha nem kapott volna mér 1917 mar-
ciusdban a feszitett munka, gyenge tipldlkozas és az angol éghajlat miatt tiid6-
vészt, amely miatt végiil is mar 1919. februar 27-én haza kellett utaznia. Hardy
ajanlasara a madraszi egyetem is megszavazott neki évi 250 fontot 5 évre, és
arra is 1épések torténtek, hogy szdmadra egy professzori dllast 1étesitsenek. Még
egy rovid levelet tudott irni 1920 janudrjdban Hardynak, mely matematikdval
foglalkozott, de ugyanezen év aprilis 26-4n a tlid6vész legytirte. Nem volt tehat
33 éves sem, mikor meghalt, pedig taldn éppen ez a matematikus legjobb kora.
Sziilei, nagyanyja, 20 éves felesége gyaszolta, emlékét — Watson becslése szerint
— vagy 3-4 ezer tétel Orzi.

Hogy Ramanujan angliai dtjaval Hardy mit nyert, mar sejtjiik, és hogy a
matematika mit nyert, tudjuk. Mit nyert Ramanujan a jéval kedvez6bb munka-
koriilményeken és a tiidévészen feliil? Indiai bardtainak irott levelei vdlaszolnak
erre. Mar 1914 oktéberében irja, hogy egyeldre félreteszi régi eredményeit, és
mivel egyet s mdst mar tanult az itteni modszerekbdl, el6szor ezek alkalmaza-
sdba akart belejonni. 1915 janudrban mdr belétja, hogy napldjdban levd tétele-
ire még nincs szigord bizonyitdsa. Ezért juliusban mar azt irta, hogy par év-
vel tovabb kell Cambridge-ben maradnia, mert Madrasban sem segitséget, sem
irodalmi referencidkat munk4jdhoz nem tudna kapni senkitél. Hardy maga is ir
kolesonhatdsukrdél. Ramanujan kezdeti matematikatudési allapotat finoman dgy
fejezte ki, hogy ,,tuddsdnak korldtai ugyanolyan meglepek voltak, mint eredmé-
nyeinek mélysége”. Mint irja tovébb, ,,(érkezésekor) fogalmai arrdl, hogy mi egy
matematikai bizonyitds, a lehet6 leghomdlyosabbak voltak™, ugyanakkor, mikor
példaul az un. lanctortek nehéz elméletének mar feliilmulhatatlan mestere volt.
Pér év alatt végiil is maga meg tudta mondani, hogy valamit be tud-e bizonyitani,
vagy nem. Hardy tudta azt, amit Mikszath hilyogoperdl6 kovdcsa nem tudott,
hogy szolid matematikai megalapozas elvehetné Ramanujan intuicigjat. Igy csak
olyan dolgokra tanitotta, melyek nemtuddsa alapvetd hibdkra vezethet; de hoz-
zatette, hogy 6 sokkal tobbet tanult Ramanujant6l. Ez a tanulds nem rontotta el
Ramanujan intuicigjat.
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Miel6tt Ramanujan matematikai munkdéinak legaldbb érzékeltetésére tér-
nénk, még egy mozzanatra térnék ki, mely bizonyos mértékben megvildgitja
Ramanujan kutatdsi mddszereit, és egyben egy tovabbi paradoxidt is mutat. Ez
pedig Ramanujan-nak a pozitiv egész szdmokhoz valé kapcsolata volt. Valaki
ugy fogalmazta meg ezt, hogy Ramanujannak minden egész szdm személyes
ismerdse.

Mikor egyszer Hardyval Londonban taxin mentek, Hardy a taxi tdvozdsa
utdn jott r4, hogy aktatdskdjat a kocsiban felejtette. Kéziratok 1évén a tdskdban,
ez kétségbe ejtette, de Ramanujan megnyugtatta, nincs baj, 6 emlékszik, hogy a
taxi szdma 1729. Hardy nagyon megkdnnyebbiilt, de rogton megkérdezte, hogy
jutott eszébe egydltaldn megjegyezni a taxiszdmot, és ha mar igen, hogyan lehe-
tett egy ilyen érdektelen szamot megjegyezni. Nem érdektelen ez a szdm felelte
Ramanujan, ez a legkisebb egész szam, amely egynél tobbféleképp allithaté els
két kobszam Osszegeként. Tényleg:

1729 = 1 + 1728 = 1° + 12° = 1000 + 729 = 10> + 9°.

Ezt Ramanujan, mellesleg sz6lva, nem ott a helyszinen taldlta ki, egy korai
napldjadban megtaldltdk ezt az észrevételt.

Azt lehetne hinni err6l, hogy Ramanujan els6 érdekl&dési teriilete a szam-
elmélet volt; de a valésdg az, hogy angliai dtja el6tt szdmelmélettel igen keve-
set foglalkozott, Carr anyagdnak hatidsa miatt. Ha Carr gytjteménye helyett a
college-éveiben egy jobb szdmelméleti bevezetd konyv keriil kezébe, biztosan
mads lett volna alakuldsa. A szdmelmélettel igazdn csak Anglidban keriilt kap-
csolatba. Azt is lehetne hinni az elébbiek utdn, hogy gyors és jé szamol6 volt.
Ez sem igaz. Hardy megfigyelte, hogy tgy ad Ossze és szoroz, mint akdrki az
iskoldban. . .
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402 =2-3-67
403 = 13- 31
404 = 22 . 101
405 = 3*.5
406 =2-7-29
407 = 11-37
408 =23.3-17
410=2-5-41
411 =3-137
412 = 22.103
413 =17-59
414 =2-32.23
415=5-83
416 = 25.13
417 =3-139

418 =2-11-19
420 = 22.3.5.7
422 = 2211
423 = 32.47
424 = 23.53
425 =52.17
426=2-3-71
427 =17-61
428 = 22107
429 =3-11-13
430 =2-5-43
432 =24.33
434=2.7-31
435=3.5-29
436 = 22109
437 = 1923
438 =2-3-73
440 = 23511
441 = 32. 72
442 =2-13-17
444 = 22.3.37
445 = 589
446 = 2 - 223
447 = 3149
448 = 26.7
450 =2.32.52
451 = 11-41
452 = 22113
453 = 3-151
454 = 2.227
455=5.7-13
456 = 23.3-19
458 = 2.229
459 = 3%.17
460 = 22.5-23
462 = 2.3-7-11
464 = 2*.29
465 =3-5-31
466 = 2 - 233
468 = 22.32.13
469 = 7- 67
470 =2-5-47

471 = 3-157
472 = 23.59
473 = 11-43
474 =2-3-79
475 =52.19
476 =22.7-17
477 = 32.53
478 = 2-239
480 =2°-3-5
481 = 13- 37
482 = 2.241
483 =3.7.23
484 = 22.112
485 =5.97
486 =2-3°
488 = 23 .61
489 = 3-163
490 =2.5.7?
492 = 22.3.41
493 = 17-29
494 =2-13-19
495 =32.5.11
496 = 24 .31
497 =7-171
498 = 2-3-83
500 = 22-5°3
501 =3-167
502 = 2251
504 = 23.32.7
505 = 5- 101
506 =2-11-23
507 = 3-132
508 = 22.127
510 = 2-3-5-17
511=7-73
512 =29
513=3%-19
514 = 2-257
515=5-103
516 = 22.3-43
517 = 11-47
518=2-7-37
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519 =3-173
520 =23.5-13
522 =2-32.29
524 = 22131
525=3.52.7
526 = 2263
527 =17-31
528 =24.3.11
529 = 232
530 =2-5-53
531 =3%-59
532=22.7-19
533 = 13-41
534 =2.3-89
535 =5-107
536 = 2367
537 =3-179
538 =2-269
539 = 7211
540 = 22.33.5
542 =2.271
543 = 3181
544 = 25.17
545 =5-109
546 = 2:3-7-13
548 = 22137
549 = 3%.61
550 =2-5%-11
551 =19-29
552=23.3.23
553 =7-79
554 = 2.277
555 =3.5.37
556 = 22139
558 =2.32.31
559 = 1343
560 =24.5.7
561 =3-11-17
562 = 2-281
564 = 22.3.47
565 =5-113
566 = 2 - 283

567 =347
568 = 23 .71
570 = 2-3-5-19
572 =22.11-13
573 =3-191
574=12.7-41
575 = 52.23
576 = 26 . 32
578 =217
579 = 3-193
580 = 22.5.29
581 =7-83
582 =12-3.97
583 = 11-53
584 = 23.73
585 =32.5.13
586 = 2293
588 = 22.3.72
589 = 19-31
590 =2-5-59
591 = 3197
592 = 24.37
594 =2.33.11
595=5-7-17
596 = 22 - 149
597 = 3199
598 = 2-13-23
600 = 23 .3 .52
602 =2.7-43
603 = 32 - 67
604 = 22 - 151
605 = 5112
606 = 2-3- 101
608 = 2519
609 = 3-7-29
610=2-5-61
611 = 13-47
612 = 22.32.17
614 = 2307
615 =3-5-41
616 =23.7-11
618 =2-3-103

620 = 22531
621 = 3323
622 =2-311
623 =789
624 =24.3.13
625 = 54
626 = 2313
627 =3-11-19
628 = 22 157
629 = 1737
630 = 2:32.5.7
632 =23.79
633 = 3-211
634 = 2317
635 =5-127
636 =22-3.53
637 =72-13
638 =2-11-29
639 = 3%.71
640 = 27 -5
642 = 2-3-107
644 = 22.7.23
645 =35 43
646 = 2-17-19
648 = 23 .34
649 = 11-59
650 = 2-5%-13
651 =3-7-31
652 = 22163
654 =2-3-109
655 =5-131
656 = 24 .41
657 = 32-73
658 = 2747
660 = 22:3.5-11
662 = 2331
663 =3-13-17
664 = 23 .83
665=5-7-19
666 = 2-3%-37
667 = 23 -29
668 = 22 . 167

669 = 3 -223
670 =2-5-67
671 = 11-61
672 =25.3-7
674 = 2337
675 = 33 .52
676 = 22132
678 =2-3-113
679 = 7-97
680 = 23.5-17
681 = 3-227
682 =2-11-31
684 = 22.32.19
685 = 5137
686 =273
687 = 3-229
688 = 24 .43
689 = 1353
690 = 2:3-5-23
692 = 22173
693 =32.7-11
694 = 2347
695 =5-139
696 = 23-3.29
697 = 17- 41
698 = 2-349
699 = 3233
700 = 22.52.7
702 =2-3%.13
703 = 19-37
704 = 26 .11
705 = 3-5-47
706 = 2 - 353
707 = 7- 101
708 = 22-3-59
710 =2-5-71
711 =32.79
712 = 23.89
713 = 2331
714 = 2.3.7-17
715=5-11-13
716 = 22179

717 = 3239
718 = 2359

720 = 24.32.5
721 = 7- 103

722 =2-192

723 = 3-241

724 = 2% . 181
725 = 52.29

726 =2-3-112
728 =23.7-13
729 = 36

730 =2-5-73
731 = 17 - 43

732 =22.3.61
734 = 2367

735=3.5.7
736 = 2523

737 = 11-67

738 =2.3%.41
740 = 2%.5.37
741 =3-13-19
742 =2.7-53
744 = 23.3.31
745 = 5. 149

746 = 2373

747 = 3% 83

748 = 22.11-17
749 = 7107

750 =2-3.53
752 = 24 .47

753 = 3251

754 =2-13-29
755 = 5- 151

756 = 2%.3%.7
758 = 2379

759 =3-11-23
760 = 23-5-19
762 =2-3-127
763 = 7-109

764 = 22191
765 =32-5-17
766 = 2 - 383
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767 = 1359

768 = 28.3
770 = 2-5-7-11
771 = 3-257
772 = 22.193
774 = 2-32.43
775 = 5% .31
776 = 23 .97
777 =3-7-37
778 = 2 -389
779 = 19 - 41
780 = 22.3.5-13
781 = 11-71
782 =2-17-23
783 =33.29
784 = 24.72
785 =5-157
786 = 2-3-131
788 = 22.197
789 = 3 -263
790 =2-5-79
791 =7-113
792 = 23.32.11
793 = 13- 61
794 = 2 -397
795 =3-5-53
796 = 2%2.199
798 = 2-3-7-19
799 = 17 -47
800 = 25.52
801 = 32-89
802 = 2 - 401
803 = 11-73
804 = 22.3.67
805 =5-7-23
806 = 2-13-31
807 = 3 -269
808 = 23101
810=2-3*-5
812 =2%2.7-.29
813 = 3-271
814 =2-11-37

815 =5-163
816 = 2*-3-17
817 = 1943
818 = 2 - 409
819 =32.7-13
820 = 22541
822 =2.3-137
824 = 2% 103
825 =3-5%-11
826 =2-7-59
828 = 22.32.23
830 = 2-5-83
831 = 3-277
832 = 29-13
833 =717
834 =2-3-139
835 = 5167
836 = 22-11-19
837 = 3% - 31
838 = 2-419
840 = 2°.3-5.7
841 = 292
842 = 2-421
843 = 3-281
844 = 27211
845 = 5. 13
846 = 23247
847 =7-112
848 = 2*. 53
849 = 3283
850 =2-5%-17
851 = 23 -37
852 =122-3-71
854 =2.7-61
855 =32-5-19
856 = 2°- 107
858 = 23-11-13
860 = 225 - 43
861 =3-7-41
862 = 2-431
864 = 2537
865 = 5173

866 = 2 -433
867 = 3-17?
868 = 22.7-31
869 = 11-79
870 = 2-3-5-29
871 = 13- 67
872 = 2°- 109
873 = 32.97
874 =12-19-23
875 =57
876 = 22.3.73
878 = 2-439
879 = 3-293
880 = 2*.5-11
882 =2.32.7%
884 = 22.13-17
885 =3-5-59
886 = 2-443
888 = 23.3.37
880 = 7127
890 =2-5-89
891 = 3*.11
892 = 22.223
893 = 19 -47
894 = 2-3-149
895 =5-179
896 =27.7
897 =3-13-23
898 = 2-449
899 = 29 .31
900 = 22.3%.5?
901 = 17-53
902 =2-11-41
903 =3-7-43
904 = 2% 113
905 =5-181
906 = 2-3-151
908 = 2%.227
909 = 3%.101
910 = 2-5-7-13
912 =2%.3.19
913 = 11-83

914 = 2-457
915 =3-5-61
916 = 22229
917 = 7-131

918 =2-33.17
920 = 23523
921 = 3307

922 = 2461

923 = 13-71

924 = 22.3.7-11
925 = 52.37

926 = 2 - 463

927 = 3%-103
928 = 25.29

930 = 2-3-5-31
931 =72-19

932 = 22.233
933 = 3-311

934 = 2467

935 =5-11-17
936 = 23.32.13
938 =2-7-67
939 = 3-313

940 = 22.5-47
942 = 23157
943 = 2341

944 = 24.59

945 =33.5.7
946 = 2-11-43
948 = 22.3.79
949 = 1373

950 = 2-52-19
951 = 3-317

952 =23.7-17
954 =2-.32.53
955 =5-191

956 = 22239
957 = 3-11-29
958 =2 -479

959 = 7137

960 = 26-3-5
961 = 312

962 = 2-13-37
963 = 3%- 107
964 = 22241
965 = 5- 193
966 = 2:3-7-23
968 = 23 112
969 = 3-17-19
970 =2-5-97
972 = 2239
973 = 7-139
974 = 2 - 487
975 =3-52-13
976 = 2* - 61
978 = 2-3-163
979 = 11 -89
980 = 2%.5. 7>
981 = 3% 109
982 = 2491
984 = 23.3.41
985 = 5197
986 = 2-17-29
987 = 3747
988 = 22.13-19
989 = 23 .43
990 = 2:32.5.11
992 = 25 .31
993 = 3-331
994 =2.7-71
995 = 5199
996 = 22-3-83
998 = 2 - 499
999 = 33.37
1000 = 23 - 53
1001 = 7-11-13
1002 = 2-3-167
1003 = 17 -59
1004 = 22 - 251
1005 = 3-5-67
1006 = 2 - 503
1007 = 19 - 53
1008 = 24-32.7
1010 = 2-5-101
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