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N�h�ny sz� a k�nyvsorozatr�l

A Matematika-módszertani Kutatócsoport középiskolai matematikatankönyv-so-
rozata, melynek ez a könyv is része, egy 1973-tól mintegy másfél évtizeden
keresztül folyt tanítási kísérlet eredménye.

Ezúton mondunk köszönetet azoknak a tanároknak, akik részt vettek a kí-
sérletben és minden munkatársunknak, akik értékes tapasztalataikkal, beszámo-
lóikkal, megjegyzéseikkel nagyon sokat csiszoltak, javítottak az anyagokon.

Köszönetet mondunk Surányi Jánosnak, aki két évtizedig vezette a kuta-
tócsoport sok nehézséggel terhes munkáját, figyelemmel kísérte, összefogta és
kézben tartotta a tanítási kísérletet, nagy szakmai tudásával és emberségével
segítette az iskolákban folyó munkát, a tanárok számára komoly támaszt jelent-
ve; vállalta a kísérleti anyagok elkészítésének folyamatos szakmai irányítását,
beleértve az anyagokhoz készített részletes bírálatait, amelyek alapján az évek
folyamán sok jelentős javításra került sor.

Köszönettel tartozunk Gádor Endrénének, aki a kísérletező tanárok munkáját
segítette, és akinek a kísérleti anyagok javításában is sok része volt, és Genzwein
Ferencnek, aki a 80-as években nagy segítséget nyújtott ahhoz, hogy a kísérleti
munkákat folytathassa a kutatócsoport.

Nagy szeretettel gondolunk Gábos Ildikóra, aki már sajnos nincs közöttünk,
és aki nagy tanári tapasztalatával, a kísérletben való lelkes és áldozatkész rész-
vételével, tanári útmutatók készítésével nagyon jelentős részt vállalt könyvsoro-
zatunk kialakításában.

Hálával tartozunk Péter Rózsának, aki élete utolsó éveiben – már nagyon
betegen is – igen sokat segített a könyvek elkészítésében; Rényi Alfrédnak, aki
annak idején a Matematika-módszertani Kutatócsoportot a Matematikai Kutató
Intézetben létrehozta, és aki nagyon hatékonyan támogatta a tanulók önállóságá-
ra, kezdeményezéseire, tapasztalataira, felfedezéseire építő matematikatanítást.

Köszönettel tartozunk Kékes Máriának, aki a Műszaki Kiadó részéről so-
kat tett azért, hogy ez a könyvsorozat minél tökéletesebben juthasson el az is-
kolákba.

Könyveink szedését D. E. Knuth amerikai matematikus TEX matematikai
kiadványszerkesztő programjával készítjük. Bori Tamásnak, Fried Katalinnak
és Juhász Lehelnek köszönjük, hogy ennek a lenyűgözően matematikuslelkületű
programnak különböző fortélyait megismertették velünk.

Halmos Mária
a könyvsorozat alkotó szerkesztője
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A k�nyvben haszn�lt jelek magyar�zata

A
�

jellel azt jelöljük, hogy a könyvben kihagyott üres helyre írhatsz.

jelzi, hogy a fejezet végén a feladat megoldásához kulcsot adunk.

a nehezebb feladatokat jelöli.
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Sokf�le feladat sz�mokr�l

Oszt�lyozzuk a pozit�v eg�sz sz�mokat oszthat�s�g szerint�

Az els� h�sz pozit�v eg�sz
sz�mot oszt�lyoztuk ezen a
raj zon�
A szürkével színezett részbe
egyetlen szám sem került. Ez
érthető is, mert nincs olyan
szám, amely 9-cel osztható,
de 3-mal nem.

�
�� A �	cel oszthat
 sz�mok a
�	mal oszthat
k k�z
l val
k�
Ezt a kapcsolatot jól kiemeli
a következő ábra. Írd be ide
is az első húsz pozitív egész
számot!

�
�� Írd be a megfelelő helyekre a � �	n�l nem nagyobb pozit�v eg�sz sz�mokat!
Az üresen maradó részt színezd be!
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�
�� A raj zok c�mk�ir�l hi�nyzik a felirat� El tudod-e helyezni a címkékre az alábbi
feliratokat úgy, hogy minden � �	n�l nem nagyobb pozit�v eg�sz sz�mot be tudj
írni valahova?

��	vel oszthat
 �	gyel oszthat


�
�� Mindkét ábrán ezeket írd a két üres címkére!

��	vel oszthat
 ��	zel oszthat


• Csak az egyik ábrába tudod beírni az �sszes � �	n�l nem nagyobb pozit�v
eg�sz sz�mot, ebbe írd is be őket.

• A másik ábrába milyen tulajdonságú számokat nem tudsz elhelyezni?

�� Ábrázold egy halmazábrán a � �	n�l nem nagyobb pozit�v eg�sz sz�mok k�zt

• a 12-vel osztható számokat és a 8-cal osztható számokat;

• az 5-tel osztható számokat és a 15-tel osztható számokat!
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�
�� Színezd be az ábrának azokat a részeit, ahova egy sz�m sem ker
lhet! Az
ábra többi részeibe írj be számokat!

• Tudnál-e itt is olyan ábrát rajzolni, ahol egy rész sem marad üresen?

�
�� Helyezd el az �sszes � �	n�l nem nagyobb pozit�v eg�sz sz�mot a halmazáb-
rákon! Színezd be az üresen maradó részeket!
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�
	� Címkézd meg a halmazábrákat a fölöttük megadott feliratokkal!

�	tel oszthat
 ��	zel oszthat
 ��	szal oszthat
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�	vel oszthat
 �	mal oszthat
 ��	vel oszthat


�	vel oszthat
 �	mal oszthat
 �	tel oszthat


�	mal oszthat
 �	tel oszthat
 � 	tal oszthat
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�

� Melyik c�mkeh�rmas melyik �br�hoz tartozik� Címkézd meg az ábrákat, és írj
mindegyik részbe néhány számot!

�	gyel oszthat
 �	gyel oszthat
 �	gyel oszthat

��	vel oszthat
 ��	gyel oszthat
 ��	gyel oszthat

� �	nal oszthat
 ��	vel oszthat
 ��	mal oszthat
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�
��� Színezd be az üresen maradó részeket! Készíts olyan ábrákat a füzetedbe,
ahol egy r�sz sem marad 
resen!
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�
��� Színezd be az üresen maradó részeket! Készíts olyan ábrákat a füzetedbe,
ahol egy r�sz sem marad 
resen!
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�
��� Igazak	e a k�vetkez� �ll�t�sok� Írj az igazak mellé i betűt, a nem igazak
mellé n betűt!

��
 A 3-mal osztható számok mind oszthatók 6-tal.

��
A 6-tal osztható számok mind oszthatók 3-mal.

��
 Van olyan 6-tal osztható szám, amelyik osztható 3-mal.

��
Van olyan 3-mal osztható szám, amelyik osztható 6-tal.

��
 Van olyan 6-tal osztható szám, amelyik nem osztható 3-mal.

��
Van olyan 3-mal osztható szám, amelyik nem osztható 6-tal.

��
 Van olyan 3-mal osztható szám, amelyik páratlan.

�	
Van olyan 6-tal osztható szám, amelyik páratlan.

�

Minden 3-mal osztható szám páros.

���
Minden 6-tal osztható szám páros.

���
 Minden 6-tal osztható szám jegyeinek az összege osztható 3-mal.

���
 Nincs olyan 6-tal osztható szám, amely jegyeinek összege ne lenne
osztható 3-mal.

���
 Minden 6-tal osztható szám jegyeinek az összege osztható 6-tal.

���
Van olyan négyzetszám∗, amely 3-mal osztható, de 9-cel nem.

���
 Nincs olyan négyzetszám, amely 3-mal osztható, de 9-cel nem.

���
Minden 3-mal osztható négyzetszám 9-cel is osztható.

��� Egy köralakú szökőkúton 366 nyílás van. Mindegyik nyílás csapja kétál-
lású: az egyik állásnál nem jön víz, a másik állásnál szökell a víz a nyílásból.
Egy automata nyitja és zárja a csapokat. Szökőévekben 366 csapot használ, kü-
lönben csak 365-öt (ahány nap van az évben). Újév napján az automata mindig
kinyitja az összes csapot, az év második napján (január 2-án) minden második
csap állását (tehát a 2., 4., 6., . . . sorszámúét) ellenkezőre változtatja, a harmadik
napon minden harmadik csap állását (a 3., 6., 9., . . . sorszámúét) változtatja
ellenkezőre, a negyedik napon minden negyedikét, és így tovább, a 365. napig
(nem szökőévekben), illetve 366. napig (a szökőévekben).
December ��	�n h�ny ny�l�sb
l� �s melyekb�l sz�kell a v�z�

∗ Itt és a továbbiakban is az egész számok négyzetét nevezzük négyzetszámnak.
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��� Van	e a k�vetkez� sz�mtani sorozatokban n�gyzetsz�m� (A számtani sorozat
egymást követő elemei között a különbség állandó.)

a
 2, 6, 10, 14, 18, 22, 26, 30, . . .

b
 11, 21, 31, 41, 51, 61, . . .

c
 12, 22, 32, 42, 52, 62, . . .

��� Találd ki, melyik az a legkisebb pozitív egész szám, amelyiknek a 245-
szöröse négyzetszám!

��� Egy háromjegyű szám jegyeinek összege 5. A legnagyobb és a legkisebb
jegy különbsége 2. Mi lehet a szám?

��� Egy négyjegyű autórendszámról ezt tudjuk: az első jegy azonos a második-
kal, a harmadik jegy a negyedikkel, és maga a szám négyzetszám. Mi lehet az
autó rendszáma?

�	� Egy téglalap oldalait megmértük, és egész cm-eket kaptunk mérőszámul.
A téglalap területe 6024 cm2. Azt is tudjuk, hogy az egész oldalhosszúságú és
ekkora területű téglalapok közt nincs nála kisebb kerületű. Mekkorák lehetnek a
téglalap oldalai?

�
� Három egymást követő természetes szám szorzata 21-szer akkora, mint az
összegük. Keresd meg a három számot!

��� Keresd meg azokat a kétjegyű számokat, amelyek 17-tel nagyobbak, mint
a számjegyeiknek a szorzata!

��� Egy háromjegyű szám jegyeiből kétféleképpen képeztünk egy-egy új há-
romjegyű számot. Először az első számjegyet eltoltuk a következő két számjegy
mögé, másodszor pedig felcseréltük a szélső jegyeket. Először több mint 200-zal
kisebb számot kaptunk az eredeti helyett, másodszor pedig körülbelül 500-zal
kisebbet. Mi lehetett az eredeti szám?
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Oszthat�s�gi ismereteink

A 20 a 4-nek 5-szöröse; 20-ban a 4 megvan maradék nélkül, vagyis a �� t�bb�
sz�r�se a ��nek, a � pedig oszt�ja a ���nak. A 20-nak osztója az 5 is (20 az
5-nek 4-szerese, a 20-ban az 5 megvan maradék nélkül).

A � oszt�ja a ���nak így jelölhető: 4 | 20.

A � minden pozit�v eg�sz sz�mmal oszthat�, mert a 0-ban minden pozitív egész
szám megvan maradék nélkül, mégpedig 0-szor. Viszont a � egyetlen pozit�v
sz�mnak sem lehet oszt�ja, hiszen a 0-val nem lehet osztani.

Az � minden sz�mban megvan marad�k n�lk�l� vagyis minden sz�mnak oszt�ja�
� �

Általánosan: Tetszőleges a és b természetes számra∗ a t�bbsz�r�se b-nek,
más szóval b oszt�ja a-nak (röviden: b | a), ha a a b-nek term�szetes
sz�mszorosa.
Abban az esetben, ha b ≠ 0 egész szám, akkor a | b azt jelenti, hogy a-ban
b megvan maradék nélkül, vagyis a

b
természetes szám.

� �
Egy kis kit�r� arról, hogy 0-val nem lehet osztani:
8
0

-nak nincs értelme, nincs ugyanis olyan szám, amelyet 0-val szorozva 8-at

kapnánk. A 8 helyett ugyanezt elmondhatjuk bármely 0-tól különböző számra.

A 0
0

viszont bármilyen szám lehetne, hiszen 0
0

= 1 jó lenne, mert 1 · 0 = 0, és

ugyanígy a 0
0

= 1007 is lehetne, mert 1007 · 0 = 0, és így tovább. Tehát nincs

egyetlen szám, amit érdemes lenne 0
0

-nak értelmezni. Így a 0
0

-nak sincs értelme.
� �

Jól jegyezd meg: ��val nem lehet osztani�
� �
� �

Megjegyz�s�
A 0 osztható 0-val (vagyis többszöröse a 0-nak). Igaz, hogy nem lehet
megmondani, hogy hányszorosa a 0 a 0-nak (mivelhogy ak�rh�nyszorosa).

� �

∗ Természetes számok: nemnegatív egész számok (0, 1, 2, 3, 4, 5, . . . )
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Keress olyan sz�mokat� amelyeknek egy oszt
j uk� k�t oszt
j uk� h�rom oszt
j uk�
n�gy oszt
j uk van�
Keress olyan sz�mot is� amelynek h�t oszt
j a van�
A ���n�l kisebb pozit�v eg�sz sz�mok oszt�i�

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 3 2 5 2 7 2 3 2 11 2 13 2 3 2 17 2 19

4 3 4 9 5 3 7 5 4 3
6 8 10 4 14 15 8 6

6 16 9
12 18

� �
Az ��nek csak egy oszt�ja van ��� vagyis �nmaga
� Más ilyen szám nincs is.

K�t oszt�ja van �� �s �nmaga
 p�ld�ul a �� �� �� �� ��� ��� ��� �
� ��� . . . sz��
moknak� Ezeket a számokat nevezzük t�rzssz�moknak (vagy pr�msz�moknak).

A törzsszámoknak 1-en és önmagukon kívül nincs más osztójuk, vagyis
nincs valódi osztójuk, tehát nem bonthatók fel valódi osztók szorzatára. Az
1 sem bontható fel valódi osztók szorzatára, de az 1 nem prímszám.

A t�bbi sz�mnak kett�n�l t�bb oszt�ja van� ilyenek� �� �� 	� 
� . . . � Ezek az
�sszetett sz�mok. Az összetett számoknak van valódi osztójuk.

� �
4 = 2 · 2 6 = 2 · 3 8 = 2 · 4 9 = 3 · 3 12 = 3 · 4

60 = 10 · 6 120 = 12 · 10 . . .

Van, amikor tovább is folytatható a felbontás:

12 = 3 · 4 = 3 · 2 · 2

60 = 10 · 6 = 2 · 5 · 2 · 3

Vagy például: 120

� �
12 · 10

� � � �
3 · 4 · 2 · 5

� �
3 · 2 · 2 · 2 · 5

• �s mi van� ha m�sk�pp indulunk el�
• Próbáld folytatni ezeket a felbontásokat!

60 = 4 · 15 120 = 2 · 60 120 = 6 · 20
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Feladatok

�� Keress öt-öt olyan számot, amelynek

a
 nincs valódi osztója! b
 csak egy osztója van!

c
 csak két osztója van! d
 csak három osztója van!

�� Bontsd fel minél több tényezőre és minél többféleképpen a 60-at, a 96-ot, a
360-at és a 420-at! Mit tapasztalsz?

�� Igazak-e a következő állítások?

a
 Minden 6-tal osztható szám páros.

b
 Minden 4-gyel osztható szám 4-gyel osztható számjegyre végződik.

c
 Van olyan páratlan szám, amely osztható 18-cal.

d
 Van olyan 7-tel osztható szám, amely osztható 5-tel.

e
 Van olyan 10-zel osztható szám, amely páros.

�� 20 is osztható 4-gyel, és 28 is. Igaz-e, hogy osztható 4-gyel

a
 az összegük is?

b
 a pozitív különbségük is?

c
 a szorzatuk is?

A szorzatukról többet is mondhatsz. Mit?

�� Keress két olyan 4-gyel osztható számot, amelyek hányadosa

a
 4-gyel nem osztható természetes szám!

b
 4-gyel osztható természetes szám!

�� Keress olyan számokat, amelyek

a
 2-vel és 4-gyel is oszthatók, de 2 és 4 szorzatával nem oszthatók!

b
 2-vel és 4-gyel is oszthatók, és 2-nek és 4-nek a szorzatával is oszthatók!

c
 2-vel és 3-mal is oszthatók, de 2 és 3 szorzatával nem oszthatók!
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P�rosorsz�g

Párosországban csak páros számok vannak, páratlanok nincsenek.

24 : 8 = 3

Ilyen osztás például Párosországban nincs, mert ennek az osztásnak az eredmé-
nye páratlan szám, amely Párosországban nem létezik.

• Keress olyan oszt�sokat� amelyek P�rosorsz�gban is elv�gezhet�k, mint példá-
ul:

24 : 6 = 4

�
• N�zd meg a t�bbi alapm�veletet is�

Keress olyan összeadásokat, kivonásokat, szorzásokat, osztásokat,

melyeket el
lehet végezni

melyeket nem
lehet elvégezni

• Mit tapasztaltál? Próbáld megmagyarázni a tapasztalatodat!

�sszeadni� kivonni� szorozni mindig lehet� mert k�t p�ros sz�m �sszege� k�l�nbs��
ge∗ �s szorzata is p�ros sz�m� Például:

6 + 2 = 8 6 − 2 = 4 6 · 2 = 12

Láttuk azonban, hogy osztani nem mindig lehet. Az osztás a természetes szá-
mok körében sem végezhető el mindig. Ezen például azzal segítünk, hogy tört
számokat használunk. (Például 13 almán négyen osztoznak. Mennyi jut egynek?
3 és egy negyed alma.) Más esetben maradékos osztást végzünk. (Például 13
almából hány embernek jut négy-négy alma? Háromnak, és marad 1 alma.) A
maradék mindig kisebb az osztónál.

Párosországban is vannak tört számok – természetesen csak olyanok, amelyek-
nek a számlálója és a nevezője is páros szám.

• N�zz
k� hogy v�gezhet
nk marad�kos oszt�st P�rosorsz�gban�
Osszuk p�ld�ul a � �	at ��	vel�
5 nem lehet a hányados, mert Párosországban 5 nincs.

∗ Páros számok különbsége lehet −2, − 4, − 6, . . . is. Az oszthatóságot kiterjeszthetjük a
negatív számokra, és akkor ezek is páros (2-vel osztható) számok. Ugyanígy 3-mal osztható szám
a −3, a −6, a −9 . . . is.
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• Próbáljuk így:

68 : 12 = 4, marad 20; vagyis 68 = 12 · 4 + 20.

Itt meg az a baj, hogy a maradék nagyobb, mint az osztó. Elérhető-e, hogy a
maradék itt is kisebb legyen az osztónál?

68 : 12 = 6, marad −4; vagyis 68 = 12 · 6 − 4.

Most a maradék abszolút értéke kisebb az osztónál, de megengedtünk negatív
maradékot is. Azonban ez sem megy mindig.

• Osszuk a ��	at � 	tal�
18 : 6 = 2, marad 6; vagyis 18 = 6 · 2 + 6.

Vagy talán inkább így:

18 : 6 = 4, marad −6; vagyis 18 = 6 · 4 − 6.

A maradék abszolút értéke egyik esetben sem kisebb az osztónál! Eszerint Pá-
rosországban maradékos osztást nem mindig tudunk végezni.

• Vizsgáljátok tovább a számokat: próbáljátok maradékosan elosztani a 100-at
6-tal, a 110-et 20-szal!

N�zz
k most a t�nyez�kre bont�st� de el�sz�r az �sszes pozit�v eg�sz sz�m
k�r�ben�
1 = 1 · 1 = 1 · 1 · 1 = . . .

2 = 1 · 2 = 1 · 1 · 2 = . . .

3 = 1 · 3 = 1 · 1 · 3 = . . .

4 = 2 · 2 = 1 · 4 = . . .

Ha csak valódi osztókat engedünk meg tényezőnek, akkor az 1 és a prímszámok
(2, 3, 5, . . . ) felbonthatatlanok (nem bonthatók fel legalább két szorzótényezőre).

� �
Párosországban az 1-hez hasonlóan viselkedő szám (bármit szorzunk vele,
az eredmény maga a szám) nincs.

Így vannak olyan számok, amelyek semmilyen módon nem bonthatók fel
tényezőkre.

Ezek a felbonthatatlanok �pr�msz�mok vagy t�rzssz�mok
 P�rosorsz�gban.

Ilyenek például a 2, a 6 és a 10.
� �
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�gy kaphatjuk meg P�rosorsz�gban a pr�msz�mokat �felbonthatatlan sz�mokat
�
A következő táblázatban áthúzzuk a számok közül a 2 többszöröseit (a mi fogal-
maink szerint a páros számszorosait, vagyis a 4 többszöröseit). Így épp a prím-
számok (felbonthatatlan számok) maradnak kihúzatlanul; ezeket bekeretezzük:

� �

2� � 4
� �

6� � 8
� �

10� � 12
� �

14� � 16
� �

18� � 20
� �

22� � 24
� �

26� � 28
� �

30� � 32
� �

34� � 36
� �

38� � 40
� �

42� � 44
� �

46� � 48
� �

50� � 52
� �

54� � 56
� �

58� � 60
� �

62� � 64
� �

66� � 68
� �

70� � 72
� �

74� � 76
� �

78� � 80
� �

82� � 84
� �

86� � 88
� �

90
� �

92
� �

94
� �

96
� �

98
� �

100
� �

102� � 104
� �

106� � 108
� �

110� � 112
� �

114� � 116
� �

118� � 120
� �

122� � 124
� �

126� � 128
� �

130� � 132
� �

134� � 136
� �

138� � 140
� �

142� � 144
� �

146� � 148
� �

150� � 152
� �

154� � 156
� �

158� � 160
� �

162� � 164
� �

166� � 168
� �

170� � 172
� �

174� � 176
� �

178� � 180
� �

182� � 184
� �

186� � 188
� �

190� � 192
� �

194� � 196
� �

198� � 200
� �

202� � 204
� �

206� � 208
� �

210� � 212
� �

214� � 216
� �

218� � 220
� �

222� � 224
� �

226� � 228
� �

230� � 232
� �

234� � 236
� �

238� � 240
� �

242� � 244
� �

246� � 248
� �

250� � 252
� �

254� � 256
� �

258� � 260
� �

262� � 264
� �

266� � 268
� �

270� � 272
� �

274� � 276
� �

278� � 280
� �

282� � 284
� �

286� � 288
� �

290� � 292
� �

294� � 296
� �

298� � 300

• Gondold meg� mi�rt igaz� hogy a bekeretezett sz�mok a pr�msz�mok �felbontha	
tatlanok� P�rosorsz�gban�
� �

Az áthúzott számokat felbonthatjuk felbonthatatlanok (prímszámok vagy
törzsszámok) szorzatára. Ezek az �sszetett sz�mok P�rosorsz�gban.

� �

• Párosországban bontsd fel prímszámok szorzatára az 50-nél kisebb összetett
számokat! Mit tapasztalsz?

32-ig minden párosországbeli összetett számot, a sorrendtől eltekintve, csak egy-
féleképpen tudunk prímszámok szorzataként fölírni. Például:

4 = 2 · 2 8 = 2 · 2 · 2 12 = 2 · 6 16 = 2 · 2 · 2 · 2 24 = 2 · 2 · 2 · 6

A 36 azonban megbontja a rendet:

36 = 2 · 18 36 = 6 · 6

A 2, a 6 és a 18 is prímszámok Párosországban, így a 36-ot Párosországban
kétféleképpen lehet prímszámok szorzatára bontani. Párosországban sok olyan
szám van, amelyet többféleképpen is lehet prímszámok szorzatára bontani. Pél-
dául:

180 = 2 · 90 180 = 6 · 30 180 = 10 · 18
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• Bontsátok fel a 144-et, a 420-at, a 660-at és az 1620-at minél többféleképpen
párosországbeli prímszámok szorzatára!

• Keressetek még olyan számokat, amelyeket Párosországban többféleképpen
lehet törzstényezőkre (prímszámok szorzatára) bontani!

A sz�melm�let alapt�tele

A pozit�v eg�sz sz�mok k�r�ben más a helyzet, mint Párosországban.

Ahogy már láttuk is, a 60-at például bárhogy is kezdjük el tényezőkre bontani,
mindig ugyanazokhoz a törzstényezőkhöz jutunk, csak legföljebb más sorrend-
ben fölírva.

�
�

� ��� � ��� � � �� � � ��
�

� ��

������ ������ ����� ������ ����� ����

�
�����

������� ������� ������� ������� ������� ������� ������� ������� �������

Minden �sszetett sz�m felbonthat� pr�mek szorzat�ra�
Ez nyilvánvaló: elkezdjük bontani nála kisebb pozitív egész tényezők szorzatára,
a tényezőket is tovább bontjuk – egészen addig, amíg csak lehet. Ha már egyik
se bontható tovább, akkor mindnek prímszámnak kell lennie.� �

Tapasztalataink szerint minden összetett számot a sorrendtől eltekintve csak
egyféleképpen lehet prímtényezőkre bontani. Ez a sz�melm�let alapt�tele�

� �
Ennek a tételnek a bizonyítása nem egyszerű, ezért nem bizonyítjuk be, de a
tételt magát fölhasználjuk. (Számelméleti könyvekben megtalálod a bizonyí-
tást, például Sárközi András Számelmélet című munkájában.) Párosországban
is megfogalmazhatnánk a számelmélet alaptételét. Párosországban azonban nem
érvényes a számelmélet alaptétele. Miért?� �

A sz�melm�let alapt�tele k�t dolgot �ll�t�
egyrészt azt, hogy minden �sszetett sz�m f�lbonthat� t�rzssz�mok szorzat�ra;
másrészt azt, hogy ez a f�lbont�s a szorz�t�nyez�k sorrendj�t�l eltekintve
egy�rtelm��

� �
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Most láthatod, hogy azért nem vesszük az 1-et a prímszámok közé – bár az 1 is
fölbonthatatlan –, mert akkor nem lehetne a számokat, a sorrendtől eltekintve,
egyértelműen prímtényezőkre bontani, például

6 = 2 · 3 = 1 · 2 · 3 = 1 · 1 · 2 · 3 = . . .

A pr�mt�nyez�s alak szok�sos meghat�roz�sa
A szám után egy függőleges vonalat húzunk. Ennek jobb partjára a prímszá-
mokat írjuk nagyság szerinti sorrendben, a szám alá pedig sorban a kapott há-
nyadosokat. Amikor a hányados 1, akkor készen vagyunk. A függőleges vonal
jobb partján vannak a számok prímtényezői, mindegyik annyiszor, ahányadik
hatványon szerepel az eredeti számban.

2040 2
1020 2

510 2
255 3

85 3
17 17

1 Tehát 2040 = 23 · 3 · 5 · 17.

Feladatok

�� A 36 960-at és a 4225-öt bontsd törzstényezőkre!

�� Határozd meg a következő számok prímtényezős felbontását!

12100 7510 · 4520

�� Van-e olyan hatványa a 2-nek, amelyik osztható 7-tel?

�� Oldd meg a következő egyenleteket!

a
 217 · 317 = x17 b
 417 = 2x c
 360 = 9x

d
 460 = 8x e
 x2 = 261 f
 x3 = 327

�� Döntsd el, hogy az alábbi állítások közül melyik igaz és melyik hamis!

a
 24 · 35 | 26 · 37 b
 38 · 113 | 24 · 39 · 114

c
 26 · 74 | 28 · 73 · 5 d
 24 · 3 · 52 | 26 · 54 · 73
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A sz	rke sz�msor sz�nez�se 
olvasm�ny�

A hinduk ősidőktől fogva kitűnő matematikusok. Ramanujanról, egy 20. századi
nagy hindu matematikusról írták a következő történetet:

„Mikor egyszer Hardyval∗ Londonban taxin mentek, Hardy a taxi távozása
után jött rá, hogy aktatáskáját a kocsiban felejtette. Kéziratok lévén a táskában,
ez kétségbe ejtette, de Ramanujan megnyugtatta, nincs baj, ő emlékszik, hogy
a taxi száma ���
. Hardy nagyon megkönnyebbült, de rögtön megkérdezte,
hogy jutott eszébe egyáltalán megjegyezni a taxiszámot, és ha már igen, hogyan
lehetett egy ilyen érdektelen számot megjegyezni. Nem érdektelen ez a szám,
felelte Ramanujan, ez a legkisebb egész szám, amely egynél többféleképpen
állítható elő két köbszám összegeként. Tényleg:

1729 = 1 + 1728 = 13 + 123 = 1000 + 729 = 103 + 93”

(Részlet Turán Pál Egy k�l�n�s �let�t� Ramanujan című cikkéből, amit a F�gge�
l�kben megtalálsz.)

Ramanujannak még a négyjegyű számok is ilyen külön sajátosságokkal föl-
ruházott személyes ismerősei. De a kisebb számok neked is jó ismerőseid.

„A 2-es nem a sok szürke szám egyike, hanem sok oldalról megismert kü-
lönálló egyéniség: ő az első páros szám, 1 + 1, 4-nek a fele stb. De akár 10-ig
színezzük így a számokat, akár olyan messzeségig, mint a hinduk, mindez csak
szerény kis töredéke a végtelen számsornak, amely ezen túl szürkén hömpölyög
tovább.

Tudjuk ugyan, hogy vannak páros számok, igen, minden második szám páros:

1, �, 3, �, 5, �, 7, 	, 9, ��, 11, ��, . . . ,

ugyanígy minden harmadik szám osztható 3-mal:

1, 2, �, 4, 5, �, 7, 8, 
, 10, 11, ��, . . . ,

minden negyedik szám 4-gyel:

1, 2, 3, �, 5, 6, 7, 	, 9, 10, 11, ��, . . .

és így tovább; ezek azonban csak kisebb-nagyobb hullámokat jelentenek, me-
lyek ha egyszer megindultak, egyhangúan, egyformán gördülnek tovább. Való-
ban nincs semmi váratlan, semmi egyéni szeszély, ami felélénkíthetné ezt az
egyhangúságot?

De van: a törzsszámok szeszélyes, szabályokba nem szorítható eloszlása . . . .

∗ G. H. Hardy angol matematikus, századunk egyik legjelentősebb matematika tudósa volt.
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. . . Még a régi görögöktől maradt ránk egy szellemes ötlet, amely téve-
dés lehetősége nélkül, gépiesen állítja elő ezt a szeszélyes sorozatot: az ún.
Eratoszten�sz�f�le rosta. Írjuk fel a számokat 2-től 50-ig; e sorozat első tagja lá-
tatlanban is biztosan törzsszám, hiszen minden valódi osztója kisebb volna nála,
s így (1-en kívül) előtte szerepelne a sorozatban, előtte azonban nincs semmi.
Most nézzük meg, hogy mi ez az első szám:

� �

2� �. Minden második szám 2-nek
többszöröse, és így a 2 kivételével nem törzsszám, tehát innen kezdve húzzunk
ki minden második számot:

� �

2� � 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

A legelső szám, ami 2 után épségben maradt, ismét csak törzsszám lehet, hiszen
csak előtte szereplő számnak lehetne többszöröse, előtte pedig csak olyan szám
van, melynek többszöröseit kihúztuk. Nézzük meg ezt a számot: 3. Minden har-
madik szám 3-nak többszöröse, tehát húzzunk ki innen kezdve minden harmadik
számot (nem baj, hogy így egyes számokat kétszeresen is áthúzunk):

� �

2� �

� �

3� � 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

Ezt ugyanígy folytatva, megtartjuk az 5-öt; de 5 többszöröseit természetesen ki
kell húznunk. Tehát 5-ön túl minden ötödik számot, majd hasonlóan 7-en túl
minden hetediket áthúzunk:

� �

2� �

� �

3� � 4
� �

5� � 6
� �

7� � 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

Tovább már nem is kell mennünk, mert az első fennmaradó szám a 11, és ennek
a 7-szeresénél nagyobb többszörösei már túl vannak 50-en, kisebb többszörösei
pedig már mind az kihúzott számok között szerepelnek.

Írjuk ki a megmaradt számokat!

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47.

Ezek valóban az 50 alatti prímszámok.
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Gépet is lehetne szerkeszteni, mely az itt adott utasítást végrehajtja, és így
hibátlanul ontja a törzsszámokat egy bizonyos határig. Ez azonban mit sem vál-
toztat azon, hogy a t�rzssz�mok minden hat�ron t�l a legszesz�lyesebben bukkannak
fel �jra meg �jra.”
(Részlet Péter Rózsa J�t�k a v�gtelennel című könyvéből.)

• Keresd meg 100-ig is a prímszámokat!

�rdekess�gek a t�rzssz�mokr�l

�� Keress a természetes számok közt

a
 öt egymást követő összetett számot;

b
 hat egymást követő összetett számot;

c
 tíz egymást követő összetett számot;

d
 száz egymást követő összetett számot!

�� Mit gondolsz, van	e ak�rmilyen nagy h�zag a pr�msz�mok k�z�tt, vagyis lehet-e

az, hogy ak�rmilyen sok �sszetett sz�m k�vetkezik egym�s ut�n?

�� Keress két olyan szomszédos prímszámot, amelyek közt éppen

a
 hat összetett szám van;

b
 hét összetett szám van;

c
 nyolc összetett szám van;

d
 kilenc összetett szám van!

• Észrevettél-e valamilyen érdekességet? Állításod indokold!

�� Lehet	e az� hogy valahonnan kezdve m�r csak �sszetett sz�mok vannak a
term�szetes sz�mok sor�ban� �s pr�msz�m m�r egy sincs�
• Ha így van, körülbelül mekkora lehet szerinted a legnagyobb prímszám?

• Mit gondolsz, van-e 1 milliónál nagyobb prímszám?
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Kulcs a jelzett feladatok megold�s�hoz

��� oldal �� �s �� feladat
Bizonyítsd be a következő számokról, hogy egymást követő összetett számok!

2 · 3 · 4 · 5 · 6 + 2

2 · 3 · 4 · 5 · 6 + 3

2 · 3 · 4 · 5 · 6 + 4

2 · 3 · 4 · 5 · 6 + 5

2 · 3 · 4 · 5 · 6 + 6

��� oldal �� feladat
A 2 és a 3 közt nincs egész szám, de bármely más két szomszédos prímszám
közt páratlan számú egész szám van. Ezt próbáld bebizonyítani!

��� oldal �� feladat
A F�ggel�kben a prímszámok táblázatában a legnagyobb prímszám a 4831.

Biztos-e, hogy 4831-nél van nagyobb prímszám?

Nézzük 1-től 4831-ig az összes egész szám szorzatát, és a szorzathoz adjunk
még 1-et:

1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 · 8 · 9 · . . . · 4826 · 4827 · 4828 · 4829 · 4830 · 4831 + 1

Ennek a számnak biztosan van 4831-nél nagyobb prímszámosztója (nem feltét-
lenül valódi osztója). Bizonyítsd be az állítást, és hasonló okoskodással próbáld
bebizonyítani, hogy van 1 milliónál is nagyobb prímszám!

Ezzel a módszerrel azt is be lehet látni, hogy bármilyen adott számnál van na-
gyobb prímszám, amiből már következik, hogy végtelen sok prímszám van. (A
F�ggel�kben az �rdekess�gek a t�rzssz�mokr�l című olvasmányban még olvas-
hatsz erről.)

Feladatok

�� Igaz-e, hogy pozitív egész x, y értékekre

a
 7 | xy ⇒ 7 | x vagy 7 | y

b
 15 | xy ⇒ 15 | x vagy 15 | y

c
 23 | xy ⇒ 23 | x vagy 23 | y

d
 91 | xy ⇒ 91 | x vagy 91 | y
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�� Igaz-e, hogy pozitív egész x értékekre

a
 2 | x és 3 | x ⇒ 6 | x b
 2 | x és 10 | x ⇒ 20 | x

c
 2 | x és 10 | x ⇒ 5 | x d
 2 | x és 6 | x ⇒ 12 | x

�� Igaz-e, hogy pozitív egész x értékekre

a
 21 | x2 ⇒ 21 | x b
 12 | x2 ⇒ 12 | x

c
 12 | x2 ⇒ 36 | x2 d
 13 | 7x ⇒ 13 | x

�� Egy x pozitív egész szám négyzete osztható 280-nal. Mire lehet ebből kö-
vetkeztetni?

�� Melyik az a legkisebb pozitív egész szám, amelynek az 1260-szorosa egy
egész szám harmadik hatványa?

�� Válassz ki három egymást követő pozitív egész számot! Szorozd össze őket,
és nézd meg, milyen számokkal osztható a szorzat!

�� Igaz-e az, hogy bárhogy is választasz három egymást követő pozitív egész
számot, a szorzatuk biztosan osztható 6-tal?

	� Mivel osztható biztosan 4 szomszédos pozitív egész szám szorzata?


� Mivel osztható biztosan 7 szomszédos pozitív egész szám szorzata?

��� Adj meg olyan feltételeket, melyekkel igazak a következő állítások!

a
 Ha egy pozitív egész szám négyzetét elosztjuk 4-gyel, négyzetszámot
kapunk.

b
 Ha egy pozitív egész szám négyzetét elosztjuk 5-tel, négyzetszámot
kapunk.

c
 Ha egy pozitív egész szám köbét elosztjuk 8-cal, egy egész szám köbét
kapjuk.

d
 Ha egy pozitív egész szám köbét elosztjuk 9-cel, egy egész szám köbét
kapjuk.

e
 Ha egy pozitív egész szám négyzetét elosztjuk 9-cel, négyzetszámot
kapunk.
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��� A következő öt rajzról három-három címke hiányzik. Keresd meg, hogy
melyik rajzhoz melyik címkehármas tartozik!

a
 � � val
di oszt
i � � val
di oszt
i �� val
di oszt
i

b
 ��� val
di oszt
i ��� val
di oszt
i �� val
di oszt
i

c
 � val
di oszt
i � � val
di oszt
i �� val
di oszt
i

d
 � � val
di oszt
i �� val
di oszt
i �� val
di oszt
i

e
 �2 · �3

val
di oszt
i
�5 · �5

val
di oszt
i
�7 · �5 · �5

val
di oszt
i
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��� Összeszorozzuk 1-től kezdve az első 100 pozitív egész számot:

1 · 2 · 3 · 4 · 5 · . . . · 97 · 98 · 99 · 100

Hány nulla van a kapott szorzat végén?

Kulcs a jelzett feladatok megold�s�hoz
�
� oldal �� feladat
Gondolj arra, hogy az egész számok sorában 0-tól kezdve minden második szám
2-nek többszöröse, és minden harmadik szám 3-nak többszöröse!

Sz�mok �sszes oszt�ja

�� Egyetlen olyan szám van, amelynek pontosan egy oszt
j a van. Melyik az?

Pontosan k�t oszt
j a a pr�msz�moknak van� Sorolj fel néhányat!

• Keress olyan számokat, amelyeknek pontosan h�rom oszt
j uk van. Mit tudsz
ezekről a számokról?

• Keress olyan számokat, amelyeknek n�gy oszt
j uk van!

�� Ha próbálgatással keresed egy szám osztóit, meddig kell elmenned a pr
b�lga	
t�ssal?

�� H�ny oszt
j a van a következő számoknak:

160 366 1991

� �
Egy n pozitív egész szám �sszes oszt�j�nak a sz�m�t d(n)-nel jelöljük.

� �
Az n �→ d(n) függvény úgynevezett számelméleti függvény.

�
�� Folytasd a táblázat kitöltését!

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

d(n)

n 12 13 14 15 16 17 18 20 21 24 30 31

d(n)
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�� Határozd meg d(n) értékét (k tetszőleges pozitív egész számot, p tetszőleges
prímszámot jelent)!

n d(n)

3
32

33

34

...
3k

n d(n)

5
52

53

54

...
5k

n d(n)

11
112

113

114

...
11k

n d(n)

13
132

133

134

...
13k

n d(n)

p

p2

p3

p4

...
pk

�� d(23 ·32) = d(23 ·52) = d(19 ·23) = d(19 ·23 ·31) = d(2 ·53 ·72) =

• A 200, a 250 és a 12 250 összes osztóját a következő ábrákról le tudod
olvasni. Az ábrák készítésekor a számok prímtényezős felbontását használtuk.
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2 · 53 · 72
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�� Próbáld megfogalmazni és képlettel leírni, hogy ha ismered egy sz�m pr�m	
t�nyez�s felbont�s�t� hogyan tudod meg�llap�tani� hogy �sszesen h�ny oszt
j a van!

	� Hány osztója van a következő számoknak?

720 960 30 000


� Melyik az a legkisebb pozitív egész szám, amelynek

a
 9 osztója van;

b
 10 osztója van?

��� Keress olyan számokat, amelyeknek pontosan

a
 3; b
 4; c
 5; d
 6 osztója van!

��� Van-e olyan 1000-nél kisebb szám, amelynek

a
 pontosan 30 osztója van;

b
 több mint 30 osztója van?

34



��� 6 melyik hatványának van pontosan

a
 24; b
 49; c
 100 osztója?

��� Van-e olyan 33-mal osztható szám, amelynek pontosan 33 osztója van?

��� Egy szultán 100 cellába bezárt egy-egy rabot. A cellákon kétállású zárak
vannak: forgatással felváltva nyílnak, illetve záródnak. A rabok nem veszik
észre, ha nyitják vagy zárják az ajtót. A 100 rab bezárását követően a szul-
tán meggondolja magát, és végigszalaszt egy őrt, hogy minden záron fordítson
egyet. Majd újra meggondolja magát, és akkor elküld egy második őrt, hogy
minden második záron fordítson egyet. A következő pillanatban már küldi is a
harmadikat azzal a paranccsal, hogy minden harmadik záron fordítson egyet. Ezt
így folytatja tovább, míg utoljára a századik őrnek azt a parancsot adja, hogy
minden századik záron fordítson egyet. Ezután elrendeli, hogy akinek a cellája
nyitva van, azt bocsássák szabadon. Mely cellák lakói hagyhatják el a börtönt?
Állításod indokold!

(Ez a feladat Arthur Engel német matematikustól származik.)

A feladatnak egy m�dos�tott v�ltozata� A szultánnak az a parancsa, hogy az első
őr minden záron fordítson egyet, a második őr minden második záron fordítson
kettőt, a harmadik minden harmadikon hármat, és így tovább, és végül a századik
minden századikon százat. Mely cellák lakói hagyhatják el a börtönt?

K�z�s oszt�k
 k�z�s t�bbsz�r�s�k

�� Egy kikötőben 2000. január 2-án együtt volt 4 hajó. Tudjuk, hogy az első
hajó 4 hetenként, a második 8 hetenként, a harmadik 12 hetenként, a negyedik
16 hetenként fordul meg a kikötőben. Mikor találkoznak legközelebb ebben a
kikötőben?

�� Matrózok, akik jó barátok voltak, egy szigeten kincset találtak: 48 egyforma
ezüst tálkát, 72 egyforma ezüst hamutartót és 100 egyforma igazgyöngyöt. Nagy
szerencséjük volt, mert éppen annyian voltak, hogy mind a háromféle ajándékon
igazságosan tudtak osztozni. Hányan lehettek?

• Az előző két feladat megoldása k�z�s t�bbsz�r�s�k és k�z�s oszt
k keresésére
vezetett.
� �

A számok törzstényezős alakjából könnyen ki lehet olvasni a k�z�s oszt�kat
és a k�z�s t�bbsz�r�s�ket.� �

35



�� Nézzük a 240-et és a 108-at!

240 = 24 · 3 · 5 108 = 22 · 33

• Keress k�z�s oszt
kat�
• Keress k�z�s t�bbsz�r�s�ket�� �

Megjegyz�s� Amikor k�z�s t�bbsz�r�s�kr�l van sz�� mindig csak pozit�v k�z�s
t�bbsz�r�s�kre gondolunk� A 0 ugyanis, mivel minden számnak többszöröse,
nem érdekes mint közös többszörös.� �

�� 240-nek és 108-nak van-e olyan

közös osztója, amely 10-zel
osztható;

közös osztója, amely 7-tel
osztható;

közös osztója, amely páratlan;

közös többszöröse, amely 10-zel
osztható;

közös többszöröse, amely 7-tel
osztható;

közös többszöröse, amely páratlan?

�� 240 és 108

• k�z�s oszt
i k�z�tt van	e legkisebb�
• k�z�s oszt
i k�z�tt van	e legnagyobb�
• k�z�s t�bbsz�r�sei k�z�tt van	e legkisebb�
• k�z�s t�bbsz�r�sei k�z�tt van	e legnagyobb�
� �

Véges sok pozitív egész szám legnagyobb k�z�s oszt�ja az a legnagyobb
egész szám, amely az adott számok mindegyikének osztója.

Az a és b számok legnagyobb közös osztóját így jelöljük: (a, b). Több
számra is hasonló a jelölés, például a, b és c számok legnagyobb közös
osztóját így jelöljük: (a, b, c)

� �
Például (240, 108) = 12, (240, 225) = 15, (240, 20) = 20, (225, 108) = 9,
(240, 108, 20) = 4, (240, 225, 108) = 3, (240, 225, 14) = 1.

A példák között olyan eseteket is látunk, ahol a legnagyobb közös osztó 1.� �
Ha két vagy több szám legnagyobb közös osztója 1, akkor ezek a számok
relat�v pr�mek.

� �
Például a 175 és a 108 relatív prímek, és a 240, 175 és 108 is relatív prímek, de
páronként már nem relatív prímek, hiszen (240, 175) = 5 és (240, 108) = 12.
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� �
Véges sok pozitív egész szám legkisebb k�z�s t�bbsz�r�se az a legkisebb
pozitív egész szám, amely az adott számok mindegyikének többszöröse.

Az a és b számok legkisebb közös többszörösét így jelöljük: [a, b]. Több
számra is hasonló a jelölés, például a, b és c számok legkisebb közös
többszörösét így jelöljük: [a, b, c]

� �
Például [240, 108] = 2160, [240, 225] = 3600, [240, 20] = 240,
[225, 108] = 2700, [240, 108, 20] = 2160, [240, 225, 108] = 10 800,
[240, 225, 20] = 3600.

�� A prímtényezős alak segítségével megadjuk néhány szám legnagyobb közös
osztóját és legkisebb közös többszörösét, köztük néhányat hibásan. Keresd meg
a jókat (a hibásakat javítsd ki)!

60 = 22 · 3 · 5 72 = 23 · 32 396 = 22 · 32 · 11 108 = 22 · 33

(60, 72) = 2 · 3 = 6 (60, 72) = 22 · 32 = 36 (60, 72) = 22 · 3 = 12

[60, 72] = 2 · 3 · 5 = 30 [60, 72] = 23 · 32 · 5 = 360

(60, 396) = 22 · 3 = 12 (60, 396) = 22 · 32 = 36

[60, 396] = 22 · 32 · 5 · 11 = 1980 [60, 396] = 22 · 33 · 5 · 11 = 5940

(60, 108) = 22 · 3 = 12 (60, 108) = 22 · 32 = 36

[60, 108] = 22 · 33 = 108 [60, 108] = 22 · 33 · 5 = 540

�� Határozd meg a következő számok legnagyobb közös osztóját és legkisebb
közös többszörösét!

a
 23 · 32 és 25 · 3

b
 24 · 35 és 33 · 7

c
 27 · 34 · 56 és 35 · 53 · 132

	� Számítsd ki a következőket!

(72, 396)= [72, 396]=

(72, 108)= [72, 108]=

(396, 108) = [396, 108] =

(60, 72, 108) = [60, 72, 108] =

(60, 72, 108, 396) = [60, 72, 108, 396] =
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� Milyen x-re igazak a következő egyenlőségek?

[x, 2 · 3] = 22 · 3 · 5

[x, 24] = 24 · 3

(x, 24 · 3) = 22 · 3

(x, 3 · 5) = 1

��� Keress olyan a és b számokat, amelyeknek nincs 1-nél nagyobb közös
osztójuk, vagyis relatív prímek!

a

b

��� Keress olyan számokat, amelyek a 300-hoz képest relatív prímek!

��� 35, 76 és 28 három olyan szám, melyre (35, 76, 28) = 1, vagyis relatív
prímek. Keress még ilyen számhármasokat!

a

b

c

��� Keress olyan számokat, melyekre (a, b, c) = 1, és

a
 (a, b) = 2 (a, c) = 3 (b, c) = 5

b
 (a, b) = 1 (a, c) = 1 (b, c) = 1

c
 (a, b) = 2 (a, c) = 2 (b, c) = 3

d
 (a, b) = 2 (a, c) = 7 (b, c) = 3

e
 (a, b) = 2 (a, c) = 3 (b, c) = 3

��� Keress olyan számokat, melyekre

a
 (a, b, c) = 1 és [a, b, c] = 30

b
 (a, b, c) = 1 és [a, b, c] = 60

c
 (a, b, c) = 2 és [a, b, c] = 20

d
 (a, b, c) = 2 és [a, b, c] = 40

e
 (a, b, c) = 3 és [a, b, c] = 180
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��� Milyen x-re igazak a következő egyenlőségek?

a
 (x, 1503) = 2 · 32 = 18

b
 (x, 1503) = 32 = 9

c
 [x, 1503] = 22 · 32 · 167 = 6012

d
 (x, 1503, 6012) = 167

e
 [x, 12] = 12 · x

��� Írd le, hogy a pr�mt�nyez�s alakok ismeret�ben hogyan tudod el��ll�tani v�ges
sok sz�m legnagyobb k�z�s oszt
j�t �s legkisebb k�z�s t�bbsz�r�s�t!
• A prímtényezős alakok segítségével határozd meg a 120, a 280 és az 1000
legnagyobb közös osztóját és legkisebb közös többszörösét!

��� Tudjuk, hogy a 12 közös osztója 600-nak és 480-nak.

• Igaz-e, hogy 12|(600, 480)?

• Keress még közös osztókat, és figyeld meg, milyen kapcsolat van a k�z�s
oszt
k �s a legnagyobb k�z�s oszt
 k�z�tt!

�	� Tudjuk, hogy a 960 közös többszöröse 240-nek és 160-nak. Igaz-e, hogy
[240, 160]|960?

• Keress még közös többszörösöket, és figyeld meg, milyen kapcsolat van a
k�z�s t�bbsz�r�s�k �s a legkisebb k�z�s t�bbsz�r�s k�z�tt!

�
� Keress két olyan számot, amelyeknek a legnagyobb közös osztója 1 (relatív
prímek)! Számítsd ki a legkisebb közös többszörösüket!

• Mit tapasztalsz?

• Keress még relatív prímeket, és ellenőrizd a sejtésed!

��� Nézd meg a következő szorzatokat! Milyen érdekességet tapasztalsz?
(12, 35) · [12, 35] =

(12, 15) · [12, 15] =

(8, 9) · [8, 9] =

(8, 12) · [8, 12]

(8, 24) · [8, 24] =

• Fogalmazd meg általánosan, milyen kapcsolat van (a, b), a·b és [a, b] között!
Állításod indokold!
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��� Keress olyan x számokat, amelyekre igazak a következő egyenlőségek!

a
 (2x · 32, 25 · 3) = 23 · 3

b
 (22 · 3 · 52, x) = 3

c
 (22 · 3 · 52, x) = 20

d
 [3 · 52 · 7, x] = 1050

e
 [3x · 53, 2 · 33] = 2 · 33 · 53

f
 [3 · 52 · 7, x] = 725

��� Igaz-e, hogy

a
 ha egy szám osztható 4-gyel és 6-tal, akkor 24-gyel is osztható;

b
 ha egy szám osztható 3-mal és 8-cal, akkor 24-gyel is osztható;

c
 ha egy szám osztható 4-gyel és 6-tal, akkor 12-vel is osztható?

��� Keress példát arra, hogy egy szám osztható 3-mal és 15-tel, de nem osztható
45-tel!

• Ha egy szám osztható 3-mal és 15-tel, mivel osztható még biztosan?

��� Keress olyan a és b számokat, amelyekre igaz az, hogy minden szám,
amely osztható a-val is és b-vel is, osztható a · b-vel is!

• Keress olyan számpárokat is, amelyekről már ránézésre is látod, hogy nem
igaz rájuk az állítás!

• Próbáld megfogalmazni, hogy milyen a-ra és b-re igaz az állítás!

��� Egy szám osztható a-val és b-vel. Milyen számokkal való oszthatóságra
tudsz következtetni ebből?

��� Igaz-e mindig, hogy ha egy szám osztható a-val és b-vel, akkor osztható a
és b legkisebb közös többszörösével, vagyis [a, b]-vel is? Nézd meg még néhány
példán!

��� Egy páratlan számot megszorzunk a két vele szomszédos szám szorzatával.
Tudjuk már, hogy a szorzat osztható 6-tal (lásd 29. oldal 7. feladat). Keress más
olyan számokat is, amelyek biztosan osztói a szorzatnak, akármilyen páratlan
számból indulunk is ki!
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Kulcs a jelzett feladatok megold�s�hoz
�
� oldal ��� feladat
Véges sok 1-nél nagyobb egész szám legnagyobb k�z�s oszt�j�nak pr�mt�nyez�s
felbont�s�ban a közös prímtényezők szerepelnek, mindegyik az előforduló leg-
kisebb pozitív kitevővel.

Például 240 = 24 · 3 · 5 108 = 22 · 33 (240, 108) = 22 · 3 = 12.

Megjegyzés: az 1 kitevőket nem írtuk ki. Ha kiírjuk, így alakul a példa:

240 = 24 · 31 · 51 108 = 22 · 33 (240, 108) = 22 · 31 = 12.

Ha nincs közös prímtényező (relatív prímek), akkor a legnagyobb közös osztó 1.

Véges sok 1-nél nagyobb egész szám legkisebb k�z�s t�bbsz�r�s�nek pr�mt�nye�
z�s felbont�s�ban a bennük előforduló összes prímtényező szerepel, mindegyik
az előforduló legnagyobb kitevővel.

Például [240, 108] = 24 · 33 · 51 = 2160
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T�bbsz�r�s�k szab�lyos eloszl�sa

A sz�msorban a �	t
l kezdve minden harmadik sz�m oszthat
 �	mal�

• Egyetlen kifejezéssel is felírhatjuk az összes 3-mal osztható számot:

3k, ahol k természetes szám.

�� A 3k kifejezés melyik 3-mal osztható számot adja meg, ha

k = 0; k = 3; 4k = 123?

• Milyen k-t kell választani ahhoz, hogy megadjuk a 9000-et?

• Figyeld meg, hogy a sorozat első elemét a k = 0 értékre kapjuk meg, a
második elemet a k = 1 értékre, és így tovább.

� �
Általánosan a sorozat n-edik elemét a k = n − 1 értékre kapjuk meg.

� �

�
�� Az előző számvonalon jelölj meg x-szel néhány olyan számot, amely �	mal
osztva �	et ad marad�kul! Add meg ezeket a számokat egyetlen kifejezéssel!

• Hányadik helyen áll a most megjelölt számok sorozatában az 511 és a 9010?

• Melyik szám áll a 128. helyen?
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�� Milyen tulajdonságúak az eddig meg nem jelölt számok? Add meg ezeket a
számokat is egyetlen kifejezéssel!

• Ebben a sorozatban hányadik helyen áll az 512?

• Melyik szám áll az 529. helyen?

�� A 3, 5 és 7 egymást követő páratlan számok, és mind a három prímszám.
Van-e még három ilyen páratlan szám?

�� Legyen p prímszám. Keress olyan számokat, amelyek biztosan osztói a
(p − 1) · p · (p + 1) szorzatnak!

�� Bizonyítsd be, hogy három egymás utáni páros szám szorzata mindig oszt-
ható 48-cal!

�� Mivel osztható mindig három egymás utáni hárommal osztható szám szor-
zata?

	� Mit gondolsz a következő három eset közül melyikben osztható biztosan
960-nal az a · (a − 1) · (a + 1) · (a − 2) · (a + 2) szorzat?

��
 a páratlan szám.

��
 a 4-gyel nem osztható páros szám.

��
 a 4-gyel osztható páros szám.

Állításod indokold is!

A sz�mok oszt�si marad�kai

�� Ha egy szám

• 10-zel osztva 0 maradékot ad, mekkora maradékot ad 5-tel osztva;

• 5-tel osztva 0 maradékot ad, mekkora maradékot ad 10-zel osztva;

• 10-zel osztva 1 maradékot ad, mekkora maradékot ad 5-tel osztva;

• 5-tel osztva 1 maradékot ad, mekkora maradékot ad 10-zel osztva;

• 3-mal osztva 0 maradékot ad, mekkora maradékot ad 9-cel osztva;

• 9-cel osztva 0 maradékot ad, mekkora maradékot ad 3-mal osztva;

• 3-mal osztva 1 maradékot ad, mekkora maradékot ad 9-cel osztva;

• 9-cel osztva 1 maradékot ad, mekkora maradékot ad 3-mal osztva;

• 9-cel osztva 2 maradékot ad, mekkora maradékot ad 3-mal osztva;

• 3-mal osztva 2 maradékot ad, mekkora maradékot ad 9-cel osztva?
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�� Próbáld felbontani a 60-at és a 63-at is két szám összegére úgy, hogy

a
 mindkettő osztható legyen 6-tal;

b
 csak az egyik legyen 6-tal osztható!

�� Keress két olyan

a
 17-tel nem osztható számot, amelynek az összege osztható 17-tel;

b
 11-gyel nem osztható számot, amelynek az összege osztható 11-gyel;

c
 számot, amelynek az összege osztható 7-tel! Milyen esetek lehetségesek?

�� Igaz-e, hogy

a
 ha egy x szám 5-tel osztva 2 maradékot ad, és egy y szám 5-tel osztva
1 maradékot ad, akkor az x + y 5-tel osztva 3 maradékot ad;

b
 ha egy x + y szám 5-tel osztva 3 maradékot ad, akkor az x szám 5-tel
osztva 2 maradékot ad, és az y 5-tel osztva 1 maradékot ad;

c
 ha egy x szám 5-tel osztva 2 maradékot ad, és egy y szám 5-tel osztva
1 maradékot ad, akkor az x + y szám 10-zel osztva 3 maradékot ad;

d
 7-tel osztható számokat összeadva az összeg 7-tel osztható;

e
 7-tel nem osztható számokat összeadva az összeg nem osztható 7-tel?

�� Keress két olyan számot, amelynek a különbsége

a
 osztható 7-tel; b
 osztható 8-cal; c
 osztható 9-cel!

�� Legföljebb hány olyan számot tudsz fölírni, amelyek közül semelyik kettő
különbsége sem osztható 9-cel?

�� Adj össze néhány számot, és nézd meg, mennyi marad�kot adnak az eredeti
sz�mok� �s mennyi marad�kot ad az �sszeg 3-mal, 4-gyel, 5-tel, 6-tal osztva!

• Találtál szabályszerűséget? Tapasztalatod próbáld általánosítani!

	� Vizsgáld meg példákon, hogy ha k�t sz�mot �sszeszorzunk� a szorzat oszt�si
marad�ka milyen kapcsolatban van a t�nyez�k oszt�si marad�k�val!
• A füzetedbe írd le, mit tapasztaltál!


� Bizonyítsd be, hogy szorzat oszt�si marad�k�t megkapj uk� ha �sszeszorozzuk
a t�nyez�k oszt�si marad�kait� �s a kapott szorzat oszt�si marad�k�t vessz
k�
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��� Bizonyítsd be, hogy 2 | n és 3 | n ⇔ 6 | n!

��� Igazak-e a következő állítások?

a
 3 | a és 5 | a ⇒ 15 | a

b
 4 | a és 6 | a ⇒ 24 | a

��� Mire lehet következtetni az alábbi feltevésekből?

a
 4 | a és 8 | a

a
 12 | a és 18 | a

��� Keress négyzetszámot a következő számtani sorozatokban! (A számtani so-
rozat egymást követő elemei között a különbség állandó.)

a
 3, 7, 11, 15, 19, 23, 27, 31, . . .

b
 2, 5, 8, 11, 14, 17, 20, 23, . . .

��� Milyen x és y pozitív egész számok lehetnek megoldásai a következő
egyenletnek?

a
 x2 = 4y + 1 b
 x2 = 4y + 2 c
 x2 = 4y + 3

��� Milyen maradékot adhatnak 8-cal osztva a négyzetszámok?

��� Milyen p prímszámra lehet a p2 + 8 prímszám?

��� 2100-nak mi az utolsó jegye?

�	� 3100 milyen maradékot ad 7-tel osztva?

�
� Mi a maradék, ha 21988-at elosztjuk 7-tel?
2n 7-tel való osztási maradéka n melyik tulajdonságától függ?

��� Határozd meg 3207 5-tel való osztási maradékát!

��� Mitől függ 3n 5-tel való osztási maradéka?

��� Bizonyítsd be, hogy ha n természetes szám, akkor 3n2+2n+1 nem osztható
5-tel!

��� Bizonyítsd be, hogy bármely öt természetes szám közül kiválasztható há-
rom olyan szám, amelynek az összege osztható 3-mal!
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��� Bizonyítsd be, hogy ha x pozitív egész szám, akkor

a
 5 | x5 − x;

b
 30 | x5 − x;

Kulcs a jelzett feladatok megold�s�hoz

��� oldal �� feladat
Mindig igaz, hogy az �sszeg oszt�si marad�k�t megkapjuk� ha �sszeadjuk a tagok
oszt�si marad�kait� �s az �gy kapott �sszeg oszt�si marad�k�t vessz�k�
A bizonyítás azon múlik, hogy például 7-tel osztva 6 maradékot adó és 7-tel
osztva 5 maradékot adó számok összegét így írhatjuk:

(7k + 6) + (7n + 5) = 7k + 7n + 11 = 7k + 7n + 7︸ ︷︷ ︸
Ez a rész osztható 7-tel

+ 4

��� oldal ��� feladat
A számokat négy csoportra osztjuk aszerint, hogy 4-gyel osztva milyen mara-
dékot adnak: a 4k, a 4k + 1, a 4k + 2 és a 4k + 3 alakú számokra. Mind a
négy esetben nézd meg, milyen maradékot adnak a számok négyzetei, ha 4-gyel
osztjuk őket!
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Oszthat�s�gi felt�telek

� �
Megjegyzés: A Ha A, akkor B állítást így értjük: Minden számra igaz,
hogy ha egy szám A, akkor ez a szám B.

A Ha A, akkor B állítás megford�t�s�n a Ha B, akkor A állítást értjük. (A
ha-rész helyett cserél az akkor-résszel.)

� �

�
�� Döntsd el

mindegyik �ll�t�sr�l és a megford�t�s�r�l is,
hogy igaz-e! Válaszod indokold!

Ha egy szám osztható 2-vel, akkor az
utolsó számjegye 2.

Ha egy szám osztható 2-vel, akkor az
utolsó számjegye páros.

Ha egy szám osztható 3-mal, akkor az
utolsó számjegye is osztható 3-mal.

Ha egy szám osztható 5-tel, akkor a
számjegyeinek az összege is osztható
5-tel.

Ha egy szám osztható 5-tel, akkor az
utolsó számjegye is osztható 5-tel.

Ha egy szám osztható 5-tel, akkor az
utolsó számjegye 5.

Ha egy szám osztható 4-gyel, akkor az
utolsó számjegye is osztható 4-gyel.

Ha egy szám osztható 4-gyel, akkor az
utolsó számjegye is és az utolsó előtti
számjegye is osztható 4-gyel.

Ha egy szám osztható 4-gyel, akkor a
szám végén álló kétjegyű szám osztható
4-gyel.

Ha egy szám utolsó számjegye 2, akkor
osztható 2-vel.

Te írd fel a megfordítást!
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�� Mi a tr
kk nyitj a�

a
 A gondolatolvasó ezt mondja: Gondoljon egy számot, szorozza meg
9-cel, adjon hozzá 27-et! A kapott szám jegyeit adja össze, majd az így
kapott szám jegyeit is adja össze, és ezt mindaddig folytassa, amíg egyjegyű
számhoz nem jut! Ezt az egyjegyű számot szorozza meg 4-gyel, és adjon
hozzá 13-at! Kész van a számolással? Ugye 49-et kapott?

b
 A gondolatolvasó hét emberhez, az első sorban az 1-es, a 2-es, a 3-as,
a 4-es, az 5-ös, a 6-os és a 7-es széken ülőkhöz így szól: Gondoljon egy
számot szorozza meg 9-cel, és adja hozzá a székének a sorszámát. Az így
kapott számot írja fel egy papírdarabra, és dobja be a cilinderembe! Rendben
van? Mindenkié itt van? Akkor én most egyenként kihúzom a számokat, és
megmondom, hogy melyiket ki dobta be.

�� Mir�l ismered fel
• a �	vel� �	tel� ��	zel oszthat
 sz�mokat�
• a �	gyel� ��	tel� ���	zal oszthat
 sz�mokat�
• a �	cal� ���	tel� ����	rel oszthat
 sz�mokat�
Állításod indokold is!

�� Hogyan dönthető el könnyen, hogy osztható-e 3-mal

a 777 777 654; a 888 888 888?

• Hogyan dönthető el, hogy osztható-e 9-cel

a 777 777 654; a 888 888 888?

• �ltal�nosan� hogyan d�nthet� el� hogy egy sz�m oszthat
	e �	mal vagy �	cel�
Állításod indokold is!

�� Adj meg az eddig megfogalmazott oszthatósági feltételek felhasználásával
még néhány más oszthatósági feltételt is!

�� Pótold a következő számok hiányzó jegyeit úgy, hogy oszthatók legyenek

a
 2-vel; b
 4-gyel; c
 8-cal; d
 3-mal;

e
 6-tal; f
 9-cel; g
 5-tel; h
 10-zel!

8 8 10 12 56

1234 777 5

224 123
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�� Keress feltételt a 12-vel, 18-cal, 36-tal, 45-tel, 75-tel való oszthatóságra!

Adj magyarázatot is!

	� Állapítsd meg a következő (tízes számrendszerben felírt) számok hiányzó
jegyeit úgy, hogy a megadott oszthatóságok teljesüljenek!

a
 45 | 76x3123y b
 72 | x6797y c
 12 | 5x27x6


� Oszthatók-e 11-gyel a következő számok?

35 959 68 574 12 480 3718 123 321

• Próbálj feltételt adni a 11-gyel való oszthatóságra! Állításod indokold is!

��� Melyik az a 21-gyel osztható háromjegyű szám, melynek jegyei egymást
követő pozitív egész számok?

��� Írj olyan számot, amelynek mindegyik számjegye 2-es, és osztható

a
 3-mal; b
 4-gyel; c
 5-tel;

d
 6-tal; e
 8-cal; f
 9-cel;

g
 10-zel; h
 12-vel; i
 16-tal!

��� Melyik állításból következik a másik?

a
 x osztható 4-gyel. x páros szám.

b
 x osztható 3-mal. x osztható 9-cel.

c
 x osztható 3-mal és páros. x osztható 6-tal.

d
 x osztható 6-tal. x jegyeinek összege osztható 6-tal.

e
 x osztható 12-vel. x osztható 18-cal.

��� Egy háromjegyű szám középső jegye egyenlő a két szélső jegy összegével.
Bizonyítandó, hogy ez a szám osztható 11-gyel! Igaz-e az állítás megfordítása?

��� Melyik az a legnagyobb 36-tal osztható szám, amelynek jegyei mind kü-
lönbözők, és a számjegyek összege kisebb 25-nél?
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Sz�mrendszerek

A számítógépek kettes számrendszerben számolnak. A kettes számrendszerben
ugyanis csak két számjegy van, a 0 és az 1, a számítógépekben pedig két jelet
könnyű megkülönböztetni annak alapján, hogy az áramkörben folyik áram vagy
sem.

A számítógép a betáplált tízes számrendszerbeli számokat először átírja ket-
tes számrendszerbe, és azután kettes számrendszerben felírt számokkal végzi a
szükséges műveleteket. Korunkban így a kettes számrendszer ismerete különös
jelentőséget kapott.

Régebbi korokban – mielőtt a mai tízes számrendszerbeli írásmód kialakult vol-
na – más számrendszereket is használtak. A babilóniai kultúra például a hatvanas
számrendszer nyomait őrzi.

A tízes számrendszerbeli számírás kialakulásáról és a számrendszerekről a F�g�
gel�kben olvashatsz Fried Ervin Oszthat�s�g �s sz�mrendszerek című szakköri
füzetéből közölt részletben. Innen felelevenítheted az általános iskolában tanult
ismereteidet!

• Ha úgy érzed, hogy tudsz különböző számrendszerekben műveleteket végez-
ni, akkor oldd meg a következő feladatokat!

�� A kettes sz�mrendszerben melyik a

legkisebb kétjegyű szám, írd föl tízes számrendszerben;

legnagyobb kétjegyű szám, írd föl tízes számrendszerben;

legnagyobb háromjegyű szám, írd föl tízes számrendszerben!

A kettes sz�mrendszerben
hány kétjegyű szám van;

hány háromjegyű szám van;

hány négyjegyű szám van?

�� Az �t�s sz�mrendszerben melyik a

legkisebb kétjegyű szám, írd föl tízes számrendszerben;

legnagyobb kétjegyű szám, írd föl tízes számrendszerben;

legkisebb háromjegyű szám, írd föl tízes számrendszerben!

legnagyobb háromjegyű szám, írd föl tízes számrendszerben!
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Az �t�s sz�mrendszerben
hány kétjegyű szám van;

hány háromjegyű szám van;

hány négyjegyű szám van?� �
Megjegyzés: Könyvünkben egy kis alsó indexszel jelöljük a számrendszer
alapszámát, melyben a szám föl van írva.

� �

�� Írd be a hiányzó számjegyeket!
2 2 7

+ 5 7

1 0 4 3 7

1 2 3 4 · 4
3 1 2 4
1 1 0 1 4

4

�� Találd ki, hány éves az apa, ha ezeket mondja: „113 éves vagyok. Három
fiam van, 35, 34 és 32 évesek, és 34 éves voltam, amikor a legidősebb fiam
született.”

a
 Állapítsd meg, milyen számrendszerben adta meg az apa a számokat!

b
 Milyen számrendszerben adta meg a számokat, és hány éves az apa, és
hány évesek a fiai, ha az utolsó feltétel így változik:

• „45 éves voltam, amikor a legidősebb fiam született”?

c
 Milyen számrendszerben adta meg a számokat, és hány éves az apa, és
hány évesek a fiai, ha az utolsó feltétel így változik:

• „56 éves voltam, amikor a legidősebb fiam született”?

�� Milyen alapú számrendszerben igazak a következő egyenlőségek?

a
 3 + 4 = 11 b
 30 + 40 = 110

c
 100 + 100 = 1000 d
 200 + 200 = 2000

e
 62 + 16 = 100 f
 50 · 10 = 500

g
 50 · 5 = 410 h
 50 · 5 = 310

�� Találd ki, milyen számrendszerben számoltunk, és mit jelentenek a betűk!
(Egy feladaton belül az egyforma betűk ugyanazt a számjegyet jelentik, a kü-
lönböző betűk különböző számjegyeket jelentenek.)

A B B A
+ A A A A
A A B B B

ABCD · DC = ABCDC 5 B C
+ 4 C A
A B B A
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�� A következő számok hiányzó jegyeit úgy pótold, hogy 2-vel osztható (páros)
számokat kapj!

7 3 6 8 1 0 1 1 3 7 3 6 9

2 3 3 4 1 0 1 1 2 2 3 3 5

	� Miről ismered fel a 2-vel osztható számokat a kettes számrendszerben? Nézz
meg néhány számot!

• Miről ismered fel a 2-vel osztható számokat a hármas számrendszerben? Nézz
meg néhány számot!

• Miről ismered fel a 2-vel osztható számokat az ötös számrendszerben? Nézz
meg néhány számot!

• Miről ismered fel a 2-vel osztható számokat a hatos számrendszerben? Nézz
meg néhány számot!

• Gondold meg általánosan, hogy a különböző számrendszerekben miről lehet
felismerni a 2-vel osztható számokat?


� Írj olyan négyjegyű számokat

az 5-ös a 6-os a 9-es

számrendszerben, amelyek oszthatók

2-vel:

3-mal:

4-gyel:

5-tel:

6-tal:

8-cal:

9-cel:

��� Próbáld megfogalmazni a 3-mal való oszthatóság feltételét néhány szám-
rendszerben, például a hármasban, a négyesben, az ötösben, a hatosban, a kilen-
cesben!

��� Keress más számokkal való oszthatósági feltételeket is különböző szám-
rendszerekben!
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��� Milyen feltétel adható meg az egyes számrendszerekben az alapszám osz-
tóival való oszthatóságra? Állításod indokold!

��� Keress feltételt az alapszám négyzetének, köbének osztóival való osztható-
ságra! Állításod indokold!

��� Milyen feltétel adható meg az alapszámnál eggyel kisebb számmal való
oszthatóságra és az alapszámnál eggyel kisebb szám osztóival való oszthatóság-
ra?
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�sszefoglal�s

Oszt�
 t�bbsz�r�s

Tetszőleges a és b természetes számra a t�bbsz�r�se b-nek, más szóval b oszt�ja
a-nak (röviden: b | a), ha a a b-nek term�szetes sz�mszorosa.
Megjegyz�s� m oszthat� n-nel így is mondható: n oszt�ja m-nek.

Egy szám val�di oszt�i az 1-től és magától a számtól különböző osztók.

• • •

T�rzssz�mok �vagy pr�msz�mok
 azok az 1-nél nagyobb egész számok, amelyek
nem bonthatók fel valódi osztók szorzatára. A prímszámoknak pontosan két
osztójuk van.

A valódi osztók szorzatára fölbontható pozitív egész számok az �sszetett sz�mok.

Az � sem nem t�rzssz�m� sem nem �sszetett sz�m�
• • •

A sz�melm�let alapt�tele kimondja, hogy egy pozitív egész számot bárhogy
is bontunk fel prímszámok szorzatára, a felbontásokban mindig ugyanazok a
prímtényezők szerepelnek, és mindegyik ugyanannyiszor.

Megjegyz�s� Ha az 1 is prímszám lenne, akkor – a sorrendtől eltekintve is –
többféleképpen lehetne a számokat prímtényezőkre bontani.

• • •

Ha ismerjük egy pozitív egész szám prímtényezős felbontását, könnyen meg
tudjuk mondani, hogy h�ny oszt�ja van.

A számelmélet alaptétele alapján bizonyítható, hogy ha egy n pozitív egész szám
törzstényezős felbontása

n = pα1
1 · pα2

2 · . . . · pαr
r ,

akkor �sszes oszt�inak a sz�ma:

d(n) = (α1 + 1)(α2 + 1) . . . (αr + 1),

ahol a pi-k különböző prímszámok, az αi-k nem feltétlenül különböző pozitív
egész számok.

Például 960 = 26 · 31 · 51, és a 960-nak (6 + 1) · (1 + 1) · (1 + 1), vagyis 28
osztója van.

• • •
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Véges sok pozitív egész szám legnagyobb k�z�s oszt�ja az a legnagyobb egész
szám, amely az adott számok mindegyikének osztója.

• • •

Az olyan számokat, amelyeknek nincs �-nél nagyobb közös osztójuk, vagyis a
legnagyobb közös osztójuk �� relat�v pr�meknek� „egymáshoz képest prímeknek”
nevezik.

• • •

Véges sok 1-nél nagyobb egész szám legnagyobb k�z�s oszt�j�nak a pr�mt�nyez�s
felbont�s�ban azok a prímszámok szerepelnek, amelyek a számok mindegyiké-
ben fellépnek, mégpedig a számokban előforduló legkisebb pozitív kitevővel.

Például a 108 = 22·33, a 360 = 23·32 ·5, a 2352 = 24·3·72 és az 1008 = 24·32·7
számok legnagyobb közös osztója: 22 · 3 = 12.

• • •

Számok közös osztói megegyeznek a legnagyobb közös osztójuk osztóival.

Ha egy szám a-nak és b-nek is osztója, akkor a és b legnagyobb közös osztójá-
nak is osztója. Jelöléssel: Ha c | a és c | b, akkor c | (a, b).

• • •

Véges sok pozitív egész szám legkisebb k�z�s t�bbsz�r�se az a legkisebb pozitív
egész szám, amely az adott számok mindegyikének többszöröse.

• • •

Véges sok 1-nél nagyobb egész szám legkisebb k�z�s t�bbsz�r�s�nek a pr�mt��
nyez�s felbont�s�ban minden olyan prímszám szerepel, amelyik a számok közül
legalább egynek a prímtényezős felbontásában fellép; és a prímtényezők kitevője
a számokban előforduló kitevőjük közül a legnagyobbal egyezik meg.

Például a 108 = 22·33, a 360 = 23·32 ·5, a 2352 = 24·3·72 és az 1008 = 24·32·7
számok legkisebb közös többszöröse: 24 · 33 · 5 · 72 = 105 840.

• • •

Számok közös többszörösei megegyeznek a legkisebb közös többszörösök több-
szöröseivel.

Ha egy számnak a is és b is osztója, akkor a és b legkisebb közös többszöröse
is biztosan osztója a számnak. Jelöléssel: Ha a | c és b | c, akkor [a, b] | c.

Ha a és b relatív prímek (nincs �-nél nagyobb közös osztójuk), akkor

[a, b] = a · b.

Például az 5 és a 6 relatív prímek, [5, 6] = 5 · 6 = 30.

• • •
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A prímszámokat a pozitív egész számok közül az Eratoszten�szi rost�val lehet
kiválogatni; írjuk fel az egész számokat például 2-től 100-ig:

� �

2� �

� �

3� � 4
� �

5� � 6
� �

7� � 8 9 10
� �

11� � 12
� �

13� � 14 15 16
� �

17� � 18
� �

19
� �

20
21 22

� �

23� � 24 25 26 27 28
� �

29� � 30
� �

31� � 32 33 34 35 36
� �

37� � 38 39 40
� �

41� � 42
� �

43� � 44 45 46
� �

47� � 48 49 50
51 52

� �

53� � 54 55 56 57 58
� �

59
� �

60
� �

61
� �

62 63 64 65 66
� �

67
� �

68 69 70
� �

71� � 72
� �

73� � 74 75 76 77 78
� �

79� � 80
81 82

� �

83� � 84 85 86 87 88
� �

89� � 90
91 92 93 94 95 96

� �

97
� �

98 99 100

A 2-t bekeretezzük, ez az első prímszám, ezután áthúzzuk minden többszörösét
(minden második számot), majd bekeretezzük az első át nem húzott számot,
a 3-at; ez a következő prímszám. Innen kezdve áthúzzuk minden többszörösét
(minden harmadik számot). Most megint bekeretezzük az első érintetlen számot,
az 5-öt; ez a harmadik prímszám; majd áthúzzuk minden többszörösét, tehát
minden ötödik számot. Hasonlóan, a 7-et bekeretezzük, és aztán a 7-től kezdve
minden hetedik számot áthúzzuk. Tovább már nem is kell mennünk, mert az első
fennmaradó szám a 11, és ennek a 9-szeresénél nagyobb többszörösei már túl
vannak a 100-on, kisebb többszörösei pedig már mind az áthúzott számok között
szerepelnek. Keretezzük be, és írjuk fel a megmaradt (bekeretezett) számokat!

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79,
83, 89, 97.

Ezek valóban a 100 alatti prímszámok.

• • •

Láttuk, hogy ak�rmilyen nagy h�zagok is el�fordulnak a szomsz�dos pr�msz�mok
k�z�tt� 20 egymást követő összetett szám például:

2 · 3 · 4 · 5 · . . . · 21 + 2, 2 · 3 · 4 · 5 · . . . · 21 + 3, 2 · 3 · 4 · 5 · . . . · 21 + 21.

• • •

Érdekes, hogy eddig még bármilyen nagy számokat is néztek, mindig találtak
a természetes számok sorában újabb és újabb ikerpr�msz�mokat (két szomszédos
páratlan szám, amelyek egyben prímek is; például 17 és 19). A matematikusok
azt sejtik, hogy tetszőlegesen nagy ikerprímszámok is vannak. Ez azonban még
megoldatlan matematikai probléma, az úgynevezett ikerprímszámsejtés.

• • •
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V�gtelen sok pr�msz�m van� Ennek bizonyítása Eukleidésztől származik. A bi-
zonyítás módja indirekt. Ellentmondásra jutunk abból a feltevésből, hogy véges
sok prímszám van:

Tegyük fel, hogy fölsoroltuk az összes prímszámot: p1, p2, . . . , pr ; rajtuk kívül
tehát nincs több prímszám. Szorozzuk össze őket, és adjunk a szorzathoz 1-et:

p1 · p2 · . . . · pr + 1

Erről a számról nem tudjuk, hogy összetett szám-e vagy prímszám. Ha prím-
szám, akkor ellentmondásba kerültünk a feltevésünkkel, mely szerint a

p1, p2, . . . , pr

számokon kívül nincs több prímszám. Ha összetett szám, akkor pedig biztosan
van legalább egy prímosztója, ez azonban nem lehet a p1, p2, . . . , pr számok
egyike sem, hiszen bármelyikkel osztva a számot 1 maradékot kapunk. Így ismét
arra jutottunk, hogy a felsoroltakon kívül még van prímszám, ami ellentmond a
feltevésünknek.

Ezzel bebizonyítottuk, hogy bármilyen nagy prímszámnál van nagyobb, ami épp
azt jelenti, hogy végtelen sok prímszám van.

• • •

N�h�ny oszthat�s�ggal kapcsolatos tulajdons�g
Ha a | n és a | m, akkor a | (n + m).

Ugyanis, ha a | n és a | m, akkor van olyan c és d természetes szám, melyekre
n = a · c és m = a · d. Így n + m = ac + ad = a(c + d), ami azt jelenti, hogy
a | (n + m).

• • •

Ha a | n és a | m, akkor a | (n − m) (n ≥ m).

Az előbbihez hasonlóan ugyanis van olyan c és d természetes szám, melyekre
n = a · c és m = a · d. Így n − m = ac − ad = a(c − d), ami azt jelenti, hogy
a | (n − m).

• • •

Ha a | n, akkor a | tn (t természetes szám).

Ugyanis, ha a | n, akkor van olyan c természetes szám, melyre n = ac. Így
tn = t(ac) = a(tc), ami azt jelenti, hogy a | tn.

Sz�mok oszt�si marad�kai

Ha egy számot egy n pozitív egész számmal osztunk, akkor n-féle maradék lehet:

0, 1, 2, . . . , n − 1
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Ha egy a szám n-nel osztva c-t ad maradékul, és egy b szám n-nel osztva d-t ad
maradékul, akkor az a+b szám n-nel való osztási maradéka megegyezik a c+d
szám n-nel való osztási maradékával. Az a · b szám n-nel való osztási maradéka
pedig a c · d szám osztási maradékával egyezik meg.

Erre így következtethetünk:

a = ns + c, b = nt + d (s és t természetes számok)

a + b︸ ︷︷ ︸ = (ns + c) + (nt + d) =

ez osztható n-nel︷ ︸︸ ︷
(ns + nt) + (c + d)︸ ︷︷ ︸

az n-nel való osztási maradékuk megegyezik

a · b︸︷︷︸ = (ns + c) · (nt + d) =

ez osztható n-nel︷ ︸︸ ︷
(n2st + ntc + nsd) + cd︸︷︷︸

az n-nel való osztási maradékuk megegyezik

Oszthat�s�gi felt�telek

Oszthat�s�g ���zel� ��vel� ��tel
Egy szám akkor és csak akkor osztható 10-zel, ha az utolsó jegye 0.

Egy szám akkor és csak akkor osztható 2-vel, ha az utolsó jegye osztható 2-vel,
vagyis ha az utolsó jegye 0, 2, 4, 6, vagy, 8.

Egy szám akkor és csak akkor osztható 5-tel, ha az utolsó jegye osztható 5-tel,
vagyis ha az utolsó jegye 0 vagy 5.

Magyar�zat� Írjuk föl a számot 10 többszöröse és egyesek összegeként!

A 23 796-ot például így írjuk: 23 790 + 6.

Mivel 10 többszörösei oszthatók 2-vel, 5-tel, 10-zel, ezért csak az egyesektől
(vagyis az utolsó jegytől) függ, hogy maga a szám osztható-e 2-vel, 5-tel vagy
10-zel.

Egy a alap� sz�mrendszerben fel�rt sz�m akkor �s csak akkor oszthat� az a alapsz�m
oszt�j�val, ha a szám utolsó jegye osztható vele.

• • •

Oszthat�s�g ����zal� ��gyel� ���tel
Egy szám akkor és csak akkor osztható 100-zal, ha az utolsó két jegye 0.
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Egy szám akkor és csak akkor osztható 4-gyel, ha a szám végén álló kétjegyű
szám osztható 4-gyel.

Egy szám akkor és csak akkor osztható 25-tel, ha a szám végén álló kétjegyű
szám osztható 25-tel.

Magyar�zat� Írjuk föl a számot 100 többszöröse és egy kétjegyű szám összege-
ként! A 23 796-ot például így írjuk: 23 700 + 96.

Mivel 100 többszörösei oszthatók 4-gyel, 25-tel, 100-zal, csak a szám végén álló
kétjegyű számtól függ, hogy maga a szám osztható-e 4-gyel, 25-tel vagy 100-zal.

Egy a alap� sz�mrendszerben fel�rt sz�m akkor �s csak akkor oszthat� az a alapsz�m
n�gyzet�nek oszt�j�val, ha a szám végén álló kétjegyű szám osztható vele.

• • •

Oszthat�s�g �����rel� 	�cal� ����tel
Egy szám akkor és csak akkor osztható 1000-rel, ha az utolsó három jegye 0.

Egy szám akkor és csak akkor osztható 8-cal, ha a szám végén álló háromjegyű
szám osztható 8-cal.

Egy szám akkor és csak akkor osztható 125-tel, ha a szám végén álló háromjegyű
szám osztható 125-tel.

Magyar�zat� Írjuk föl a számot 1000 többszöröse és egy háromjegyű szám össze-
geként!

Mivel 1000 többszörösei oszthatók 8-cal, 125-tel, 1000-rel, csak a szám végén
álló háromjegyű számtól függ, hogy maga a szám osztható-e 8-cal, 125-tel vagy
1000-rel.

Egy a alap� sz�mrendszerben fel�rt sz�m akkor �s csak akkor oszthat� az a alapsz�m
k�b�nek oszt�j�val, ha a szám végén álló háromjegyű szám osztható vele.

• • •

Oszthat�s�g ��mal� 
�cel
Egy szám akkor és csak akkor osztható 3-mal, ha a jegyeinek összege osztható
3-mal.
Az is igaz, hogy a jegyek összegének a 3-mal való osztási maradéka megadja a
szám 3-mal való osztási maradékát.

Ugyanígy egy szám akkor és csak akkor osztható 9-cel, ha a jegyeinek az össze-
ge osztható 9-cel.
A jegyek összegének a 9-cel való osztási maradéka megadja a szám 9-cel való
osztási maradékát.

Magyar�zat� Azt akarjuk belátni, hogy egy szám és a jegyeinek az összege ugyan-
annyi maradékot ad 3-mal osztva.
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Ez pedig azt jelenti, hogy ha a számból kivonjuk a jegyeinek az összegét, akkor
3-mal osztható számot kapunk. Ez igaz, mert például a négyjegyű számokat
nézve:

1000a + 100b + 10c + d − (a + b + c + d) = 999a + 99b + 9c

Ez pedig osztható 9-cel, és így 3-mal is.

Tehát egy szám és a jegyeinek az összege 9-cel osztva (és így 3-mal osztva is)
mindig ugyanannyi maradékot ad.

Egy a alap� sz�mrendszerben fel�rt sz�m akkor �s csak akkor oszthat� az a � � sz�m
oszt�j�val, ha a számjegyek összege osztható vele.

A számjegyek összegének az a − 1 osztóival való osztási maradéka megegyezik
magának a számnak az osztási maradékával.

• • •

M�g egy �rdekess�g
Egy szám akkor és csak akkor oszthat� ���gyel, ha a páros helyeken álló je-
gyeinek az összege ugyanannyi maradékot ad 11-gyel osztva, mint a páratlan
helyeken álló jegyek összege.

A magyar�zat azon múlik, hogy 10 páros kitevőjű hatványai 1-gyel nagyobbak,
mint egy 11-gyel osztható szám; páratlan kitevőjű hatványai pedig 1-gyel kiseb-
bek, mint egy 11-gyel osztható szám.

Az is igaz, hogy a számjegyek váltott előjellel vett összegének 11-gyel való
osztási maradéka megegyezik a szám 11-gyel való osztási maradékával.

Általánosan, a alap� sz�mrendszerben hasonl� felt�tel adhat� az a � ��gyel val�
oszthat�s�gra.

• • •

Az �sszetett sz�mokkal val� oszthat�s�got úgy is eldönthetjük, hogy a számot
páronként relatív prímek szorzatára bontjuk, és az ezekkel való oszthatóságot
külön-külön vizsgáljuk.
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Vegyes oszthat�s�gi feladatok

�� Igaz-e, hogy két szomszédos, 3-mal nem osztható szám összege mindig oszt-
ható 3-mal?

• Mit ad maradékul a szorzatuk 3-mal osztva?

�� Melyik az a szám, amelynek a valódi osztói

a
 3, 5, 9, 15;

b
 2, 4, 5, 10, 20, 25, 50;

c
 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 20, 24, 30, 40, 60?

�� Az 1-től 100-ig terjedő számok közül melyeknek van a legtöbb osztója?
Először tippelj, aztán ellenőrizd a tipped!

�� Írj olyan számot, amelynek

a
 10;

b
 12;

c
 20 osztója van!

• Próbáld a legkisebb ilyen számot megtalálni!

�� Írd fel a 10, 100 és az 1000 osztóit törzstényezős felbontásuk alapján! Mire
következtethetsz ebből a 10 nagyobb kitevőjű hatványainak osztóira?

�� Melyik az a szám, amelynek a törzstényezős alakjában a 20-nál kisebb törzs-
számok mindegyike egyszer előfordul, és más törzstényezője nincsen?

�� Keress olyan ötjegyű számot, amely 225-tel osztható!

	� Keress olyan 225-tel osztható ötjegyű számot, amelynek minden jegye párat-
lan, és a számjegyeit fordított sorrendbe írva is 225-tel osztható számot kapunk!
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� Ezt tudom: Az alábbi állítások mindegyikéről
döntsd el, hogy
biztos-e hogy igaz;
lehetséges-e, hogy igaz;
vagy biztos-e, hogy nem igaz!

Egy szám 10-nek többszöröse. A szám többszöröse 5-nek.

Egy szám 10-zel osztva 0 maradékot ad. A szám osztható 5-tel.

Egy szám osztható 5-tel. A szám osztható 10-zel.

Egy szám osztható 6-tal. A szám osztható 12-vel.

Egy szám osztható 12-vel. A szám osztható 6-tal.

Egy szám osztható 12-vel. A szám 5-tel osztva 2 maradékot ad.

Egy szám osztható 12-vel. A szám 4-gyel osztva 2 maradékot ad.

Egy szám osztható 12-vel. A szám osztható 4-gyel.

Egy szám osztható 4-gyel. A szám osztható 12-vel.

Egy szám osztható 12-vel. A szám jegyeinek az összege osztható 12-vel.

Egy szám osztható 12-vel. A szám jegyeinek a összege osztható 3-mal.

��� Keresd meg azt a legkisebb pozitív egész számot, amellyel a 18-at megszo-
rozva

a
 4-gyel osztható számot kapsz;

b
 12-vel osztható számot kapsz;

c
 27-tel osztható számot kapsz;

d
 30-cal osztható számot kapsz!

• Tapasztalatod próbáld általánosítani!

��� Keresd meg azt a legkisebb pozitív egész számot, amelyik minden pozitív
egyjegyű számmal osztható!

��� Szemléltesd halmazábrán a 9-cel, 12-vel, 28-cal osztható számok kapcsola-
tát!

��� Szemléltesd halmazábrán a 7-tel, 18-cal, 21-gyel osztható számok kapcso-
latát!

��� Bizonyítsd be, hogy két egymás utáni páros szám szorzata osztható 8-cal!
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��� Igaz-e, hogy öt egymást követő természetes szám szorzata osztható 8-cal?
16-tal? 24-gyel? 5-tel? Mi a legnagyobb szám, amellyel biztosan osztható?

�
��� Döntsd el

mindegyik �ll�t�sr�l és a megford�t�s�r�l is,

hogy igaz-e! Válaszod indokold!

Ha egy szám osztható 6-tal, akkor páros.

Ha egy szám osztható 4-gyel, akkor
osztható 8-cal.

Ha egy szám osztható 12-vel, akkor
osztható 3-mal.

Ha egy szám osztható 12-vel, akkor
osztható 5-tel.

Ha egy szám osztható 32-vel, akkor
osztható 64-gyel.

Ha egy szám osztható 4-gyel, akkor a
számjegyeinek az összege is osztható
4-gyel.

Ha egy szám osztható 3-mal, akkor a
számjegyeinek az összege is osztható
3-mal.

Ha egy szám osztható 9-cel, akkor a
számjegyeinek az összege is osztható
9-cel.

Ha egy szám osztható 6-tal, akkor a
számjegyeinek az összege is osztható
6-tal.

Ha egy szám osztható 8-cal, akkor a
számjegyeinek az összege is osztható
8-cal.

Ha egy szám osztható 8-cal, akkor a
szám végén álló kétjegyű szám osztható
8-cal.

Ha egy szám páros, akkor osztható 6-tal

Te írd fel a megfordítást!
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��� Igaz-e, hogy ha öt pozitív egész szám szorzata két nullára végződik, akkor
van köztük olyan négy szám, melyeknek a szorzata is két nullára végződik?

�	� A 100-at és a 90-et ugyanazzal a számmal osztjuk. A 100 osztásakor 4-et,
a 90 osztásakor 18-at kapunk maradékul. Mivel osztottunk?

�
� Indokold, hogy ha meg akarunk győződni arról, hogy például a 1213
törzsszám-e, elegendő azt megvizsgálni, hogy osztható-e 35-nél kisebb törzs-
számmal!

��� Írd fel a 100-adik, a 200-adik és a k-adik 7-tel osztható természetes számot!

��� Írd fel a 9-edik, a 18-adik, a 20-adik és a k-adik olyan természetes számot,
amely 7-tel osztva 1-et ad maradékul!

��� Ha egy szám

• 3-mal osztva 2 maradékot ad, mekkora maradékot ad 12-vel osztva;

• 12-vel osztva 2 maradékot ad, mekkora maradékot ad 3-mal osztva;

• 15-tel osztva 2 maradékot ad, mekkora maradékot ad 3-mal osztva;

• 100-zal osztva 1 maradékot ad, mekkora maradékot ad 10-zel osztva?

��� x 5-tel osztva 2, y pedig 4 maradékot ad. Igaz-e, hogy ekkor (x+y) 10-zel
osztva mindig 6 maradékot ad?

��� x 7-tel osztva 2, y pedig 3 maradékot ad. Állapítsuk meg

a
 az x + y 7-tel való osztási maradékát;

b
 az xy 7-tel való osztási maradékát!

��� Melyik állításból következik a másik?

a
 x is, y is osztható 9-cel. x + y osztható 9-cel.

b
 x vagy y osztható 6-tal. xy osztható 6-tal.

c
 x vagy y osztható 3-mal. xy osztható 3-mal.

d
 x 5-tel osztva 2 maradékot ad. x 10-zel osztva 2 maradékot ad.

e
 x 9-cel osztva 5 maradékot ad. x 3-mal osztva 2 maradékot ad.

��� x 9-cel osztva 5, y pedig 7 maradékot ad. Állapítsuk meg

a
 az x + y 9-cel való osztási maradékát;

b
 az xy 9-cel való osztási maradékát!
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��� Milyen maradékot adnak 4-gyel osztva a számok négyzetei?

�	� Milyen maradékot adnak 5-tel osztva a számok négyzetei?

�
� Keress négyzetszámokat, amelyek

a
 1-re végződnek;

b
 7-re végződnek;

c
 20-ra végződnek!

��� Milyen maradékot adhatnak 10-zel osztva a számok négyzetei?

��� Van-e olyan négyzetszám, amelyben a számjegyek összege

a
 150;

b
 18?

��� Igaz-e, hogy ha x egész szám, és x2 osztható 6-tal, akkor x is osztható 6-tal?

��� Keress olyan négyzetszámot, amelynek a számjegyeit összeadva

a
 21-et kapsz;

b
 15-öt kapsz;

c
 27-et kapsz;

d
 36-ot kapsz;

e
 8-at kapsz!

��� Milyen maradékot adhat egy négyzetszám jegyeinek az összege

a
 3-mal osztva;

b
 9-cel osztva?

��� Bizonyítsd be, hogy ha p és p2 + 8 törzsszámok, akkor p2 + p + 1 is
törzsszám!

��� Milyen maradékot adnak a 2 hatványai 3-mal osztva?

��� Van-e olyan pozitív egész n, amelyre 17 | 11n?

65



�	� Van-e egész megoldása a következő egyenletnek?

a
 x2 = 3y + 2

b
 x2 = 3y + 1

c
 x2 + y2 = 4z + 3

d
 x2 + y2 + z2 = 8k + 7

�
� Igaz-e, hogy ha egy háromjegyű számnak minden jegye megegyezik, akkor
a szám osztható 37-tel?

��� Egy tetszőleges háromjegyű szám mellé leírjuk ugyanazt a háromjegyű
számot. Bizonyítsd be, hogy az így kapott hatjegyű szám osztható 143-mal!

��� Tudod-e, mivel oszthatók biztosan az olyan négyjegyű számok, amelyeknek
mindegyik jegye megegyezik?

��� A 8 és a 9 két olyan egymást követő szám, melyek mindegyike hatvány-
szám, vagyis egy egész számnak 1-nél nagyobb kitevőjű hatványa (8 = 23,
9 = 32). Nehéznek látszó megoldatlan probléma a matematikában, hogy van-e
még a számsorban valahol egymás mellett két hatványszám. Az is megoldatlan,
hogy van-e a számsorban valahol három egymást követő hatványszám. De talán
te is meg tudod gondolni azt, hogy van-e a számsorban négy egymást követő
hatványszám.

��� Írj a 423-hoz három számjegyet úgy, hogy az így keletkezett hatjegyű szám
osztható legyen 5-tel, 6-tal és 7-tel!

��� Mi lehet az utolsó négy jegye egy 25-re végződő szám négyzetének?

��� Egy x természetes szám utolsó két jegye megegyezik x2 utolsó két jegyével.
Adjuk meg az összes ilyen x számot!

��� Van-e olyan 9 jegyű szám, amelynek a jegyei az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 és
9 számok, és maga a szám osztható 9-cel, ha pedig az utolsó jegyét elhagy-
juk, akkor 8-cal osztható számot kapunk, ha az utolsó két jegyét hagyjuk el, a
megmaradó hétjegyű szám 7-tel osztható, az utolsó három jegyét törölve 6-tal
osztható hatjegyű számot kapunk, az utolsó négy jegyét törölve 5-tel osztható
ötjegyűt, az utolsó öt jegyét elhagyva 4-gyel osztható négyjegyűt, az utolsó hat
jegyét elhagyva 3-mal osztható háromjegyűt, az utolsó hét jegyét elhagyva 2-vel
osztható kétjegyű számot kapunk?
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��� Igaz-e, hogy a következő sorozatban végtelen sok 3-mal osztható szám van?
Állításod indokold is!

5, 55, 555, 5555, 55 555, . . .

(a sorozat n-edik eleme olyan n jegyű szám, amelynek minden számjegye 5).

�	� Igaz-e, hogy a

31, 331, 3331, 33 331, 333 331, . . .

sorozatban (a sorozat n-edik eleme olyan (n + 1) jegyű szám, amelynek az első
n számjegye 3, az utolsó számjegye pedig 1)

a
 végtelen sok 13-mal osztható szám van;

b
 végtelen sok 7-tel osztható szám van?

Állításod indokold is!

�
� Bizonyítsd be, hogy a következő számtani sorozatban végtelen sok csupa
2-es számjegyből álló szám van! (A számtani sorozat egymást követő elemei
között a különbség állandó.)

14, 27, 40, 53, 66, . . .

��� Egy országutat fasor szegélyez. A fák 15 méterenként követik egymást. Az
út másik oldalán távíróoszlopok sorakoznak 50 méteres közökben. Egy helyen
éppen egymással szemben áll az út két oldalán egy oszlop és egy fa. Milyen
távolságonként ismétlődik meg az ilyen találkozás?

��� A játékvonatoknak három köralakú pályát építenek a gyerekek, egy nagyot,
és abba egy kisebbet, meg egy még kisebbet. A végállomásról egyszerre in-
dítanak a legkisebb pályán egy piros vonatot, a legnagyobb pályán pedig egy
feketét. A piros vonat 39 másodperc alatt megy egyszer körbe a pályán, a fekete
vonat pedig 52 másodperc alatt. Hány másodperc múlva van a két vonat megint
egyszerre a kiinduló helyen?

Amikor a piros és a fekete vonat egyszerre odaér a kiinduló helyre, elindítanak
a gyerekek a középső pályán egy sárga vonatot is. Ez a vonat 42 másodperc
alatt megy körbe egyszer a pályán. Mikor találkozik a sárga vonat legközelebb
a pálya elején a piros vonattal, és mikor találkozik legközelebb a pálya elején a
fekete vonattal?

��� Két egymáshoz kapcsolt fogaskerék közül a nagyobbiknak 196 foga van,
a kisebbiknek 169. Hányszor kell körbefordulnia a nagyobbik fogaskeréknek
ahhoz, hogy újra mindkét fogaskerék a kiindulási helyzetbe kerüljön?
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��� Melyik az a legkisebb természetes szám, amely 2-vel osztva 1-et ad mara-
dékul, 3-mal osztva 2-t, 4-gyel osztva 3-at, 5-tel osztva 4-et, 6-tal osztva 5-öt?

��� Keress olyan számot, amely 2-vel, 3-mal, 4-gyel, 5-tel és 6-tal osztva 1
maradékot ad, 11-gyel osztva pedig 0 maradékot!

��� Egy háromjegyű számra gondoltam. Ha hetet elveszek belőle, 7-tel osztható
számot kapok, ha nyolcat, 8-cal oszthatót, ha kilencet, 9-cel oszthatót. Melyik
számra gondoltam?

��� Ha egy gyerekcsoportot kettesével állítunk sorba, akkor egy gyereknek
nincs párja. Ha hármas sorokat alkotnak, akkor az utolsó sorba csak két gyerek
jut. Hány gyerek lesz az utolsó sorban, ha hatosával állnak?

��� Válaszd ki az igaz állításokat!

• Két 3-mal osztható szám közös osztói mind oszthatók 3-mal.

• 50-nek és 100-nak a közös osztói az 1 kivételével mind párosak.

• 64-nek és 128-nak a közös osztói az 1 kivételével mind párosak.

• Két 3-mal osztható szám közös többszörösei mind oszthatók 3-mal.

�	� Négyzethálós papírra három téglalapot rajzoltunk úgy, hogy a téglalapok
csúcsai a háló kereszteződési pontjaira esnek. A három téglalap egy-egy oldala
ugyanakkora. A téglalapok területe 1040 rácsnégyzet, 640 rácsnégyzet és 420
rácsnégyzet. Mekkorák lehetnek a téglalapok oldalai?

�
� Egy téglalap alakú lap egyik oldala 385 cm, a másik 105 cm. Egységoldalú
négyzetekre fel lehet darabolni maradék nélkül, 2 egység oldalúakra nem lehet
feldarabolni maradék nélkül. Lehet-e 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, . . . egység oldalú
négyzetekre maradék nélkül feldarabolni?

• Mekkora a legnagyobb olyan négyzet oldala, amilyenre fel lehet darabolni
maradék nélkül?

��� Egy 30 cm × 84 cm-es téglalap alakú papírlapnak behajtjuk a sarkát, így:

��

��
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és 30 cm oldalú négyzeteket hajtogatunk belőle, amennyit csak lehet:

�� �� ��

��

A négyzeteket levágjuk, és a megmaradó csíkból olyan négyzeteket hajtogatunk,
amelyeknek az oldala a papírcsík kisebbik oldalával egyezik meg (esetünkben
24-gyel). Ebből is annyit hajtogatunk, amennyit csak tudunk (példánkban egy
24 cm oldalú négyzetet tudunk):

��

��

�

A négyzetet levágjuk, és a megmaradó csíkból hasonló módon mindig négy-
zeteket hajtogatunk, egészen addig, amíg sikerül a papírcsíkot csupa négyzetre
hajtogatni:

��

�

• Csináld meg ezt a következő téglalapokkal is! Írd fel mindenütt, hogy mek-
kora az eljárás végén adódó négyzetek oldala!

�
�

�
�

��

�
�

��

�
�

��� Milyen számokat írhatunk az x helyére, hogy igaz legyen az egyenlőség?
Hány megoldás van?

a
 [x, 6] = 60

b
 [x, 16] = 48

c
 (x, 48) = 12

d
 (x, 15) = 1
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��� Milyen x, y számpárokra igaz az egyenlőség?

a
 [x, y, 6] = 60 b
 (x, y, 48) = 12

��� Keress olyan x pozitív egész számokat, melyekre igaz az egyenlőség! Eb-
ben a feladatban d(x) az x osztóinak a számát jelenti.

a
 d(x) = 3 Melyik a legkisebb ilyen szám? Melyik a legnagyobb

b
 d(x) = 4 Melyik a legkisebb ilyen szám?

c
 d(x) = 5 Melyik a legkisebb ilyen szám?

d
 d(x) = 6 Melyik a legkisebb ilyen szám?

e
 d(x) = 33 Melyik a legkisebb ilyen szám?

f
 d(250) = x

��� Adj meg két olyan természetes számot, amelynek a legnagyobb közös osz-
tója 21 és a legkisebb közös többszöröse 3969!

�
��� A nyíl jelentése: ez

osztója
−→ ennek

Rajzold meg a hiányzó nyilakat!
� �

150� �

� �

990� �

� �

(150, 990)
� �

� �

[150, 990]
� �

� �

150 · 990� �

�
��� Írd be a hiányzó számokat!

a 24 · 52

b 32 · 52 52 · 7

(a, b) 23 23 1 3 · 11

[a, b] 24 · 52 32 · 52 33 5 · 72

a · b 52 · 72 · 11 3 · 52 · 72 2 · 33 · 5 · 11

��� Milyen n és k számokra igaz a következő egyenlőség?

(
3n · 72, 33 · 7k

)
= 34 · 72
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�	� Ezt tudjuk: 2 | a és 3 | b.

• Mit állíthatunk biztosan (a · b)-ről és (a + b)-ről?

�
� Ezt tudjuk: a = 5k + 3 és b = 5k + 2 (k természetes szám).

• Mit állíthatunk biztosan (a · b)-ről és (a + b)-ről?

��� Válaszd ki az igaz állításokat! Döntésed indokold!

a
 Két szám legnagyobb közös osztója mindig osztója a két szám szorza-
tának.

b
 Van, amikor a két szám legnagyobb közös osztója nagyobb a két szám
legkisebb közös többszörösénél.

c
 Két szám legkisebb közös többszöröse mindig osztója a két szám szor-
zatának.

d
 Két szám legnagyobb közös osztójának és legkisebb közös többszörö-
sének a szorzata megegyezik a két szám szorzatával.

e
 Két szám legnagyobb közös osztója mindig osztható a két szám közös
osztóival.

f
 Két szám legkisebb közös többszöröse mindig megegyezik a két szám
szorzatával.

g
 Van, amikor két szám legkisebb közös többszöröse megegyezik a két
szám szorzatával.

h
 Két szám közös többszörösei mind oszthatók a két szám legnagyobb
közös osztójával.

i
 Két szám legnagyobb közös osztója sohasem 1.

j
 Két prímszám legnagyobb közös osztója mindig 1.

��� Oldd meg a következő egyenleteket!

a
 [264, 32] = x b
 [x, 6] = 120 c
 [x, 36] = 900

d
 (264, 32) = x e
 (x, 120) = 6 f
 (x, 36) = 1

��� Milyen kapcsolat van két szám legnagyobb közös osztója és különbsége
között? Olyan kapcsolatot keress, amely segít a két szám legnagyobb közös
osztójának a megtalálásában!
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��� Bontsd fel a következő számokat törzstényezőikre!

2 ·
(

22 − 1
)

22 ·
(

23 − 1
)

24 ·
(

25 − 1
)

26 ·
(
27 − 1

)

��� A régi görögök t�k�letes sz�moknak nevezték azokat a számokat, amelyek
egyenlőek a maguknál kisebb osztóik összegével. Keress néhány tökéletes szá-
mot! Melyik a legkisebb?

A páros tökéletes számok általános alakja:

2n−1 (
2n − 1

)
,

ahol n természetes szám, és 2n − 1 törzsszám.

• Adj meg a képlet segítségével néhány tökéletes számot!

��� Add meg a 15-nek az első három olyan többszörösét, amelyek jegyeinek
összege (külön-külön az egyes számoknak) 15!

��� Pótold a következő számok hiányzó jegyeit úgy, hogy oszthatók legyenek

a
 2-vel; b
 4-gyel; c
 8-cal; d
 3-mal;

e
 6-tal; f
 9-cel; g
 5-tel; h
 10-zel!

666 324 1 2 3 222

��� Hány olyan hatjegyű szám van, amely osztható 3-mal?

�	� Határozd meg azokat a természetes számokat, amelyek oszthatók 8-cal,
számjegyeik összege 8, és számjegyeik szorzata 6!

�
� Bizonyítsd be, hogy egy négyzetszámnál 1-gyel nagyobb szám nem oszt-
ható sem 3-mal, sem 7-tel!

	�� Egy régi kisváros főutcáján 196 gázlámpa volt. Akkoriban a lámpagyúj-
togatók minden este egyenként gyújtották meg a lámpákat, és reggelenként
egyenként oltották el őket. A lámpákon kétállású kapcsolók voltak: az egyik
kapcsoláskor felgyulladt a lámpa, a következő kapcsoláskor elaludt. Egy bo-
londos lámpagyújtogató egyik reggel, miután mindegyik lámpát eloltotta, újra
végigbaktatott az utcán, és mindegyik lámpán kapcsolt egyet, ezután megint
végigment, és minden második lámpán kapcsolt egyet, ezután minden harmadik
lámpán kapcsolt egyet, ezt így folytatta tovább: minden negyedik, minden ötödik
lámpán kapcsolt egyet, . . . , míg végül a 196. lámpán kapcsolt egyet. Végül is
hány lámpa égett, és mely lámpák ezek?
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F	ggel�k
�rdekess�gek a t�rzssz�mokr�l
�r�szlet P�ter R�zsa J�t�k a v�gtelennel c�m� k�nyv�b�l


. . . Meg lehet mutatni, hogy bármilyen nagy réseket találhatunk a törzsszámok
(prímszámok) közt, ha elég messzire megyünk a számsorban. Például egy leg-
alább 6 egységnyi rést, azaz hat egymást követő olyan számot, amelyek egyike
sem törzsszám, adnak a következő műveletek eredményei:

2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 + 2,

2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 + 3,

2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 + 4,

2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 + 5,

2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 + 6,

2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 + 7,

mert ezek valóban egymást követő számok: mindegyik éppen 1-gyel több az
előzőnél, és egyik sem törzsszám, hiszen 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 minden egyes törzsté-
nyezőjével osztható, tehát az első közülük olyan összeg, melynek mindkét tagja
osztható 2-vel, a második hasonló okból 3-mal, a harmadik 4-gyel, a negyedik
5-tel, az ötödik 6-tal és a hatodik 7-tel. Kiszámítva

2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 = 5040,

tehát itt a következő hat számról van szó:

5042, 5043, 5044, 5045, 5046, 5047.

Ezek elég nagy számok, elég messzire kellett mennünk a számsorban, hogy
ezen a módon 6 tagú rést találjunk a törzsszámok közt (persze lehetséges, hogy
már jóval előbb van köztük ilyen rés). De ha nem sajnálunk jó messzire menni,
legalább 100 tagú rést is találhatunk ugyanígy, ha a 2-től 101-ig terjedő számok

2 · 3 · 4 · 5 · . . . · 101

szorzatához adunk hozzá sorra 2-t, 3-at, . . . végül 101-et. Ezen a módon talál-
hatunk bármilyen hosszú réseket is.

Mindamellett, ameddig csak megvizsgálták a számsort, újra meg újra, bár-
milyen hosszú réseken túl is, találtak szomszédos páratlan számokat, amelyek
törzsszámnak bizonyultak, mint például a számsor elején 11 és 13, vagy 29 és
31. A matematikusok azt sejtik, hogy ilyen „ikertörzsszámok” minden távolság-
ban előfordulnak, a számsor megvizsgált részén túl is; de ezt ilyen általános-
ságban mindmáig nem sikerült bebizonyítani. Dehát vannak-e egyáltalán törzs-
számok minden távolságban? Nem csak a számsor elejét színezik-e ezek egy
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darabon? Erre a kérdésre már van válaszunk, méghozzá 2000 év óta: Eukleidész
közölt egy igen elegáns bizonyítást arra, hogy végtelen sok törzsszám van.

Ezt ugyanúgy lehet belátni, mint magának a természetes számsornak a vég-
telenségét: bárhol is mondja valaki, hogy itt a vége, nem futhat el véle, mert
meg tudom mutatni, hogy van törzsszám azon túl is.

Elég ezt egy esetben megmutatni; minden más esetben ugyanígy megy.
Csak azt kell ehhez meggondolnunk, hogy 2-vel minden második szám osztható,
3-mal minden harmadik, és így tovább, tehát egy 2-vel osztható szám közvet-
len rákövetkezője nem lehet osztható 2-vel, egy 3-mal osztható szám közvetlen
rákövetkezője nem lehet osztható 3-mal, és így tovább. Ha mármost valaki azt
állítaná, hogy a törzsszámok a következők:

2, 3, 5, 7,

és itt a vége, akkor én azonnal megcáfolom, hiszen a felsorolt törzsszámokból
megalkothatom a következő számot:

2 · 3 · 5 · 7 + 1.

2 ·3 ·5 ·7 osztható 2-vel is, 3-mal is, 5-tel is, 7-tel is. A közvetlenül rákövetkező
szám a 2 · 3 · 5 · 7 + 1, tehát ezek egyikével sem lehet osztható. Dehát valami-
lyen törzsszámmal csak oszthatónak kell lennie szegénynek, ő is csak szám, ő
is törzsszámokra bontható, vagy esetleg maga is törzsszám, és önmagával min-
denesetre osztható. Az illető tehát tévedett: kell lenni törzsszámnak 7-en túl is.
És ugyanígy minden törzsszámon túl is.

Számítsuk csak ki ezt a 2 · 3 · 5 · 7 + 1 számot: az eredmény 211. Egy kis
próbálgatás megmutatja, hogy ez 1-en és önmagán kívül mással nem osztható,
vagyis véletlenül törzsszám. Tehát ő maga az a 7-en túli törzsszám, aminek a
létezését állítottam. Persze szó sincs róla, hogy ez a 7-et közvetlenül követő
törzsszám volna: az egy pillanatig sem volt várható, hogy az egymást követő
törzsszámokat ilyen szabályszerűen lehetne megszerkeszteni. Módszerünk pon-
tosabban azt az eredményt adja, hogy 7-től legfeljebb 2 ·3 ·5 ·7+1-ig, ugyanígy
11-től legfeljebb 2 · 3 · 5 · 7 · 11 + 1-ig, és így tovább, kell menni, hogy újabb
törzsszámot találjunk. Ezek azonban elég nagy távolságok; nem lehetne-e szű-
kebb határok közt törzsszámokat találni?

Sokan foglalkoztak ezzel a kérdéssel. Hogy csak egy szép eredményt em-
lítsek: Csebisev orosz matematikus bebizonyította, hogy 2-től kezdve bármely
szám és a kétszerese között is mindig van törzsszám:

2 és 4 közt a 3;

3 és 6 közt az 5;

4 és 8 közt az 5 is és a 7 is;

5 és 10 közt csak a 7.
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Bár ebben semmi szabályszerűség sem látszik, ez mégis minden messzeség-
ben bekövetkezik; sőt ha elég messzire megyünk, elég nagy számokat válasz-
tunk, akárhány törzsszám is esik a számok és kétszereseik közé.

Íme mégis valami szabályféle a féktelennek látszó törzsszámok számára:
bármennyire mégsem rugaszkodhatnak el egymástól.

Sz�mrendszerek
�r�szlet Fried Ervin Oszthat�s�g �s sz�mrendszerek c�m� szakk�ri f�zet�b�l


�� A sz�mrendszerek kifejl�d�se
Honnét erednek a számok, és miért úgy írjuk őket, ahogy írjuk? Hogyan fejlőd-
tek ki, és miért így fejlődtek?

Ezekre és az ezekkel kapcsolatos sok-sok kérdésre a történészek próbálnak
teljes választ adni. (Pontosabban szólva azok a történészek, akik ezzel a kérdés-
sel foglalkoznak.)

Mi itt csak körülbelüli választ fogunk ezekre a kérdésekre kapni. Olyanokat,
amelyekből inkább az derül ki, hogy ezeknek mi lehetett az oka, mint az, hogy
mi volt.

Annak idején az ősember még nem tudhatott nagyon sokáig számolni, hi-
szen nem is nagyon lehetett szüksége rá. Éppen ezért talán csak két, esetleg
három tárgyat tudott megkülönböztetni; a többi számára már „sok” volt. Amint
azonban szüksége volt nagyobb számokra, kénytelen volt azokat is megtanulni.
Ez talán akkor történt, amikor már állattenyésztéssel kezdtek foglalkozni, és az
állatállományt számon kellett tartani.

Számolás közben valami olyasmit kellett segítségül vennie, ami mindig kéz-
nél volt. Márpedig minden embernek a szó szoros értelmében „kéznél van” a
keze. Ezért tehát a számoláshoz az ember a kezét, illetve ujjait vette segítségül.
(Megfigyelhetjük a testrészek segítségül vételét például a hosszúság mérésében
is; így alakultak ki olyan mértékegységek, mint az arasz vagy a láb.

Ezek azonban nem voltak teljesen megfelelőek, mert minden ember araszá-
nak más és más volt a hossza. Ezzel szemben az ujjaknak a száma minden
épkézláb embernél ugyanannyi volt; ezt még az is tudta, aki esetleg elvesztette
egy-két ujját.)

Az ujjakkal elég egyszerű volt számolni. Öt vagy annál több ujj esetén
azonban elég volt öt ujj helyett valami olyasmit mondani, hogy „egy kéznyi ujj”.
Nyolc ujj helyett tehát azt lehetett mondani, hogy egy kéz és három ujj; vagy
tizenkét ujj helyett mondhatták, hogy két kéz és két ujj.
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Ilyen emlékeket is őrizünk a múltból. Az afrikai Szudánban él például egy
olyan néptörzs, akiknél a számokat a következőképpen nevezik:
1: ben
2: niar
3: niet
4: nienet
5: diurum
6: diurum ben
7: diurum niar
8: diurum niet
9: diurum nienet
10: fuk

Érezhető, hogy ez a számolás valami olyasféle, mintha mi öt után így számol-
nánk: ötönegy, ötönkettő, ötönhárom stb.

Ennek a számolásnak az a lényege, hogy bizonyos darab számot egy új
– nagyobb – egységbe foglaltak össze. Az azonban, hogy mekkora egységet
kellett egy újabb egységbe foglalni, az a helytől függött. Mert amikor még
sok problémát jelentett a számolás, akkor olyat mondani, hogy „háromujjnyi
ököl meg két ujj” nem volt nagyon nehéz. Az viszont már nem nagyon lehetett
világos, hogy „kétujjnyi ökölnyi ököl, meg egyujjnyi ököl meg három ujj” (azaz
2·5·5+1·5+3, vagyis 58). Olyan helyeken, ahol ilyen nagy számokra is szükség
volt, ott biztosan nagyobb egységeket kellett választani. A fenti számnak sokkal
érthetőbb elnevezése az, hogy „ötujjnyi kétkéz, meg nyolc ujj”. Ilyen egységek
szerepelnek például a magyar nyelvben is; nálunk az első tíz számnak külön
neve van, és utána már ismét így számolunk: tizenegy, tizenkettő stb.

Ismét más számolási rendszer kialakulását tükrözi a német nyelv. Németül
külön neve van a tizenegynek: elf, és a tizenkettőnek: zwölf (olvasd cvölf).
Ennek az oka valószínűleg abban rejlik, hogy az ujjaikon kívül még a két öklüket
is segítségül vették a számolásnál. Ennek nyomát őrzi a tucattal való számolás
is. 1 tucat az 12 darab; és 12 tucatot ismét egy újabb egységbe szoktak foglalni,
amit nagytucatnak neveznek.

Mások meg a számolásnál „lehúzták a cipőt” (ha volt nekik), vagyis a lábuj-
jaikkal is számoltak. Ezeknek a nyomát is megtalálhatjuk. Ilyen számolási mód-
ra mutat néhány szám a francia nyelvben. Franciául például a nyolcvan neve:
négyhúsz azaz quatre-vingts (olvasd: kátrven); a kilencvenet pedig így mondják:
négyhúsztíz azaz quatre-vingts-dix (olvasd: kátrvendisz).

A francia nyelvben emellett felfedezhetjük a hatvanas számrendszer emlékét
is. A hetvenet ugyanis franciául hatvantíznek mondják; soixante-dix (olvasd
szóászantdisz).
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A hatvanas számrendszer legősibb nyomait a babilóniaiaknál találhatjuk.
Mivel idő- és szögszámításunk babilóniai eredetű, ezért a hatvanas számrendszer
nyomait ezekben is megtalálhatjuk. Így:

Egy óra = 60 perc = 60 · 60 másodperc.

Egy fok = 60 szögperc = 60 · 60 szögmásodperc.

Ezek a számrendszerek azonban ma már vagy kihaltak, vagy egyre jobban
elcsökevényesednek. Egyedül a tízes számrendszer maradt meg, és a számolás-
ban ma már csak ezt használják. Ennek az az oka, hogy műveltségünk a római
kultúrán alapszik, és a római birodalomban a tízes számrendszert használták.

Ne gondoljátok azonban, hogy a számokat ugyanúgy is írták le. A régi órá-
kon, vagy a kerületek számozásánál még ma is találkozhattok a római számírás-
sal. Ezeket a következő jelekből tették össze:

egy = I, öt = V, tíz = X, ötven = L, száz = C, ötszáz = D, ezer = M.

Jól megfigyelhetjük az „egy” jele az ujjhoz, az „öt” jele a kiterjesztett te-
nyérhez és a „tíz” jele két kiterjesztett tenyérhez hasonlít. (A többi jelek a kez-
dőbetűkből származnak, például 100 = centrum, 1000 = mille.)

Ezekkel a számokkal úgy írtak, hogy egyszerűen egymás mellé tették a
jeleket. Például: 1969 = MDCCCCLXVIIII.

(Csak később vált szokássá az, hogy ha egy nagyobb szám elé a közvetlen
kisebbet írták, akkor ez kivonást jelentett. Így IV jelölte a 4-et, IX a 9-et XLVII
a 47-et. Ebben az írásrendszerben 1969 = MCMLXIX; ami a fentinél sokkal
rövidebb.) Természetesen azonnal megkérdezhetitek, hogy miért írtak ilyen bo-
nyolultan. Hát, először is, mert ezt szokták meg. Másodszor azért, mert a számo-
kon rögtön lehetett „látni”, hogy mit jelölnek. Végül pedig azért, mert a másik
írásmód még nem volt feltalálva. Bár, sokáig még akkor is a fenti írásmódot
használták, amikor a másik már ismert volt.

Sajnálhatjuk szegény rómaiakat és a középkori embereket, akik a római
számírást használták. Biztos, hogy ezekkel a számokkal a műveletek is nehe-
zen voltak elvégezhetőek (próbáljatok meg római számírással szorozni – de ne
gondoljatok az ismert számjegyekre), és egy-egy nagyobb szám felírása is igen
hosszadalmas lehetett. Csakhogy éppen ezért maradt meg a római számírás.
Ugyanis akkor még az életben nem nagyon szerepeltek nagy számok. Emellett
a műveletek közül is elsősorban összeadásra és kivonásra volt szükség. Ezeket
pedig nem volt nagy művészet begyakorolni.

Hanem amikor a fejlődésnek indult iparhoz szükségesekké váltak a nagyobb
számok, és sok műveletet is kellett végezni, akkor erre már a római számírás
alkalmatlannak bizonyult. Ekkor kezdtek elterjedni a ma használatos számok,
amelyek Indiából az arabok közvetítésével kerültek Európába. Ezért is nevezik
ezeket a számjegyeket arab számoknak vagy arab számjegyeknek.
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Ez a számolási rendszer a nagy fölényét a zérusnak köszönheti. Pontosabban:
az indusok által feltalált 0 jegy tette lehetővé, hogy a számokat ilyen rendszerben
tíz számjeggyel jelölni tudjuk. Enélkül nem tudnánk például különbséget tenni
a 6, a 60 és a 6000 között; de ugyanígy nem tudnánk megkülönböztetni a 13-at
a 103-tól vagy a 10 030-tól. Pedig ez a jel csak annyit mutat, hogy a jelzett
egységből ne vegyünk semmit.

Érthető ezek után, hogy az emberek nehezen értették meg az egész jelölési
rendszert. Éppen ezért idegenkedtek is tőle. Nem volt semmi ebben a jelölési
rendszerben, ami szemléletesen mutatta volna, hogy melyik számról beszélünk;
az 5-ben a kezet vagy a 10-ben a két kezet nem lehet felfedezni. Mégis ez a
rendszer győzött, mert könnyebb vele számolni.

Ennek ellenére sokfelé még a múlt században sem tekintették ezeket „igazi”
számoknak. A műveleteket velük végezték ugyan el, de azután a kapott vége-
redményt átírták római számokra.

Ezek után pedig nézzük meg, mi ennek a számolási rendszernek a lényege.

�� A hatos sz�mrendszer
Régen ismert tréfás mondás az, hogy „ha valamit meg akarsz ismerni, ismerj
meg egy hasonlót”. Ennek az az alapja, hogy ha két dolog között kicsi az eltérés,
akkor a részletek szerepét jobban meg lehet érteni. Az állatok ismerete segít
abban, hogy jobban megismerjük az embert. A Hold megismerése, hogy jobban
megismerjük Földünket.

Mi is ezt az utat választjuk. A tízes számrendszer megismeréséhez egy más
számrendszeren, a hatos számrendszeren vezet majd az út. Erre itt azért van
szükség, mert a tízes számrendszerben már túlságosan sokat tudtok. Ezért nehe-
zebben értitek meg, hogy miért számolunk benne úgy, ahogyan számolunk.

Láthatjuk, hogy az összeadás elvégzését hasonlóképpen végezzük, mint
megszoktuk, csak éppen hatonként veszünk egy új, nagyobb egységet. Minde-
nekelőtt azonban azt kell tudni, hogy miképpen adjuk össze az egyjegyű számo-
kat. Ezt foglaljuk össze egy táblázatba:

+ 0 1 2 3 4 5

0 0 1 2 3 4 5

1 1 2 3 4 5 10

2 2 3 4 5 10 11

3 3 4 5 10 11 12

4 4 5 10 11 12 13

5 5 10 11 12 13 14
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Itt a következő számok szerepelnek: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 10, 11, 12, 13, 14. A két-
jegyű számok azonban nem a tíz, tizenegy, tizenkettő, tizenhárom és tizennégy
jelzésére szolgálnak. Ezekben a kétjegyű számokban az első jegy mutatja, hogy
a nagyobb egységből 1 darab szerepel, és a kisebből rendre 0, 1, 2, 3, 4 darab.
Ennek megfelelően:

10 = hat + nulla = hat, 11 = hat + egy = hét, 12 = hat + kettő = nyolc stb.

Ennek alapján ezeket a számokat a következőképpen lehetne olvasni:

11: „hatonegy”, 12: „hatonkettő” stb.

Természetesen előfordulnak más kétjegyű számok, ezeket a következőkép-
pen olvashatjuk:

25: „kéthatonöt”, 43: „négyhatonhárom” stb.

A háromjegyű számoknál is hasonlóan járhatunk el. Itt például:

100 = harminchat + nulla + nulla = harminchat,

104 = harminchat + nulla + négy = negyven,

132 = harminchat + (háromszor hat) + kettő = ötvenhat,

413 = (négyszer harminchat) + hat + három = százötvenhárom.

Ezek az elnevezések játékosak, tréfásak, de egy kicsit nehézkesek. Sokkal
célszerűbb, ha egyszerűen a számjegyeket olvassuk egymás után. Valahogy a
következőképpen:

11: „egyegy”, 12: „egykettő”, 25: „kettőöt”, 43: „négyhárom”, 100: „egynull-
null”, 104: „egynullanégy”, 132: „egyháromkettő”, 413: „négyegyhárom” stb.

Ennél az olvasásánál azonban jó, hogyha mindig hozzátesszük, hogy hat egy-
ség ad egy újabbat; vagyis, hogy a hatos számrendszerben számolunk. Tekintet-
tel arra, hogy a számírásból sem látható, hogy hatos számrendszerbeli számok,
ezért a számok mellé is kiteszünk egy 6-os indexet. Például a harminchatot a
hatos számrendszerben így írjuk: 1006

Mennyi 3456 + 3136?

Az egyjegyű számok összegét a táblázatból fogjuk kinézni. Először az utolsó
helyi értékű számjegyeket adjuk össze:

56 + 36 = 126

A 2-es számjegyet leírjuk, és marad még 1 (nagyobb helyi értékű jegy)

46 + 16 + 16 = 106;

a 0-t ismét leírjuk, és „marad 1”. Tovább összeadva:

36 + 46 + 16 = 126;

mivel az összeadás befejeződött, mindkét jegyet leírjuk.

79



Végül tehát az összeadás:

3 4 56

+ 4 1 36

1 2 0 26

Írjuk most fel ellenőrzésképpen ezeket a számokat megszokott alakjukban (vagy-
is tízes számrendszerben), és végezzük el ott is az összeadást:

3456 = 3 · 36 + 4 · 6 + 5 = 108 + 24 + 5 = 137,

4136 = 4 · 36 + 1 · 6 + 3 = 153,

12026 = 1 · 216 + 2 · 36 + 2 = 290;

és valóban 137 + 153 = 290.

Ha már összeadni tudunk, akkor a kivonást is el tudjuk végezni, tekintettel
arra, hogy a kivonás nem más, mint az egyik összeadandó megkeresése, a másik
összeadandó és az összeg ismeretében.

�� �tsz�m�t�s t�zes sz�mrendszerb�l hatosba
Az előző pontban már láttuk, hogyan kell egy hatos számrendszerben felírt
számnak a tízes számrendszerbeli alakját meghatározni. Nézzük meg részlete-
sebben, mit is jelent ez a felírás. Vegyük például az alábbi számot:

5346 = 5 · (6 · 6) + 3 · 6 + 4 = 180 + 18 + 4 = 202.

Tehát a hatos számrendszerben felírt szám jegyei azt mutatják meg, hogy a hat
megfelelő hatványát hányszor kell venni – és ezeket a szorzatokat természetesen
a végén össze kell adni. Ezen az elven azt is meg lehet határozni, hogy milyen
lesz egy tízes számrendszerbeli számnak a hatos számrendszerbeli alakja.

Felejtsük például el, hogy a 202-nek tudjuk a hatos számrendszerbeli alakját,
és próbáljuk meg meghatározni! Annyit mindenesetre tudunk, hogy a szám a
következő alakú lesz:

202 = ? + ? · 6 + ? · (6 · 6) + . . . (esetleg még folytatódik).

Mindenesetre először azt kellene megállapítani, hogy meddig kell folytatni a
felírást. Ebből a célból meg kell nézni, hogy 6 melyik hatványa nem lesz még
nagyobb 202-nél. Láthatjuk, hogy a 6·6 még kisebb, de 6·6·6 már nagyobb. Ezért
az átírásban háromjegyű számot kapunk. Mi lesz ennek a számnak az első jegye.

Ehhez meg kell nézni, hogy hány darab „harminchatos” „fér el” 202-ben. Az
osztást elvégezve kapjuk, hogy 202 = 5 · 36 + 22. Most már azt kell megnézni,
hogy 22-ben „hány hatos van”.

Ez már könnyebb: 22 = 3 · 6 + 4. És már előttünk is vannak a hatos
számrendszerbeli alak jegyei: 5, 3, 4.
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�� Szorz�s a hatos sz�mrendszerben
Az eddigiekben megállapítottuk, hogy a hatos számrendszerbeli összeadást és
kivonást miként kell végezni. Térjünk most rá a szorzásra. Emlékezzünk vissza,
hogy a szorzás tanulása előtt meg kellett tanulni az „egyszeregy”-et. Az egy-
jegyű számok közül kettőnek nem kell a táblázatban szerepelnie. A 0-val va-
ló szorzás eredménye ugyanis mindig 0, ez minden jelölésmódtól független.
Ugyancsak független az 1-gyel való szorzás eredménye a jelölésmódtól; ez a
szorzat mindig a másik tényezővel egyezik meg; bármely szám 1-szerese önma-
ga. Ezért a táblázatban csak a 2, 3, 4 és 5 számjegyek szorzatának kell szerepel-
nie, azaz 16 szorzatnak. Ebből a 16-ból is csak 10-et kell meghatározni, a többi
hat – a tényezők felcserélhetősége alapján – rendre a kiszámított tíz szám vala-
melyikével egyezik meg. A táblázatba ezért ezeket is beírjuk, de az eredeti tízet
vastagítva. (Mindegyik vékony szám az átlóra vonatkozó tükörképével egyenlő.)

× 2 3 4 5

2 4 10 12 14

3 10 13 20 23

4 12 20 24 32
5 14 23 32 41

Most pedig lássuk, hogyan végezhetünk el a táblázat segítségével egy hatos
számrendszerbeli szorzást: 4 3 56 · 2 536

2 1 5 3
3 5 1 1

1 3 1 4
2 1 3 1 0 3

�� Oszthat�s�gi felt�telek a hatos sz�mrendszerben
Láttuk, hogy a tízes számrendszerben bizonyos számokkal való oszthatóság osz-
tás nélkül is meghatározható. Meghatározható sok esetben az osztási maradék
is. Az oszthatósági feltételek természetesen a hatos számrendszer esetében meg-
változnak. Nézzük meg, mi felel meg nekik a hatos számrendszerben.

a
 Az alapsz�m �s oszt�i
A 106-val való osztás maradéka megegyezik a szám utolsó jegyével. Mivel

106 = 2 ·3, ezért a 2-vel vagy a 3-mal való osztásnál ugyanazt a maradékot adja
a szám utolsó jegye, mint maga a szám.

Ennek megfelelően egy szám akkor osztható 2-vel, ha utolsó jegye osztható
2-vel (tehát 0, 2 vagy 4); és akkor osztható 3-mal, ha utolsó jegye osztható 3-mal
(tehát 0 vagy 3).
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b
 Az alapsz�m hatv�nyainak oszt�i
Az alapszám hatványaival való osztás maradékát is hasonlóképpen kapjuk,

mint a tízes számrendszerben: 1006-val osztva a maradék a szám végén álló
kétjegyű szám; 10006-val osztva a maradék a szám végén álló háromjegyű szám
stb. Ebből következik, hogy 2 · 2 = 4-gyel vagy 3 · 3 = 136-mal való osztásnál
a szám végén álló két jegyű szám ugyanazt a maradékot adja, mint az eredeti.

Így egy szám akkor osztható 4-gyel, ha a szám végén álló kétjegyű szám
osztható 4-gyel, és akkor osztható 136-mal, ha a szám végén álló kétjegyű szám
is osztható vele (tehát 00, 13, 30 és 43 végződés esetén).

Hasonló eredményeket kaphatunk a 2 ·2 ·2 = 126-vel és a 3 ·3 ·3 = 436-mal
való oszthatóság esetében is.

�� Egy�b sz�mrendszerek
Természetesen nemcsak a tízes és a hatos számrendszerről lehet beszélni, hanem
bármely más 1-nél nagyobb alapszámhoz is megalkotható a megfelelő számrend-
szer. Ezekben a számrendszerekben is ugyanazon az alapon végzünk minden
műveletet. Éppen ezért a műveletek elvégzéséhez elegendő az egyjegyű számok
összegét és szorzatát kiszámítani.

��es sz�mrendszer
+ 0 1

0 0 1

1 1 10

× 0 1

0 0 0

1 0 1

��es sz�mrendszer
+ 0 1 2

0 0 1 2

1 1 2 10

2 2 10 11

× 0 1 2

0 0 0 0

1 0 1 2

2 0 2 11

	�as sz�mrendszer
+ 0 1 2 3 4 5 6 7

0 0 1 2 3 4 5 6 7

1 1 2 3 4 5 6 7 10

2 2 3 4 5 6 7 10 11

3 3 4 5 6 7 10 11 12
4 4 5 6 7 10 11 12 13

5 5 6 7 10 11 12 13 14

6 6 7 10 11 12 13 14 15

7 7 10 11 12 13 14 15 16

× 0 1 2 3 4 5 6 7

0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4 5 6 7

2 0 2 4 6 10 12 14 16

3 0 3 6 11 14 17 22 25
4 0 4 10 14 20 24 30 34

5 0 5 12 17 24 31 36 43

6 0 6 14 22 30 36 44 52

7 0 7 16 25 34 43 52 61
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Az alapszámokat választhatjuk 10-nél nagyobbra is, de ezekben az esetekben
újabb „számjegyekre” is szükség van.

A számrendszerek segítségével most egy érdekes feladatot oldunk meg. Írjuk
fel a következő összeget egyszerűbb alakban:

X = 1 + 8 + 82 + 83 + 84 + 85 + 86 + 87 + 88 + 89 + 810.

Írjuk fel ezt az X-szel jelölt számot nyolcas számrendszerben:

X = 11 111 111 1118 (tizenegy darab 1-es).

Szorozzuk meg most ezt a számot 8 − 1 = 7-tel:

7 · X = 77 777 777 7778 (tizenegy darab 7-es).

Ha most a kapott számhoz 1-et hozzáadunk:

7 · X + 1 = 77 777 777 7778 + 1 = 100 000 000 0008 (tizenegy darab 0).

A jobb oldali szám éppen 811, amiből azt kapjuk, hogy

1 + 8 + 82 + 83 + . . . + 810 = 811 − 1
8 − 1

.

Hasonló eredmény mondható akármilyen alap esetén is; bármilyen sok tagot is
veszünk.

�� A kettes sz�mrendszer
Az, hogy egy számrendszer mire használható, sok mindentől függ. A köz-

napi életben egy használható számrendszertől a következőket kívánjuk. Először
is ne legyen az alapja túl nagy, mert akkor nagyon nagy lesz az egyszeregytáb-
lázat. Ugyanakkor ne legyen az alap túl kicsi, mert ebben az esetben a számok
kifejezésére nagyon hosszú számokat kell használni, ami ugyancsak kényelmet-
len. Nagyjából azt mondhatjuk, hogy hattól tizenkettőig minden alapszám elég
jó ezekből a szempontokból. Több szempontból (oszthatóság, törtek felírása)
könnyebbséget jelent, ha az alapnak sok prímosztója van. Ezt is figyelembe véve
a fentiek közül a hatos, a tízes és a tizenkettes jön számításba. Ha erre gondo-
lunk, azt kell mondanunk, hogy a tízes számrendszer nem volt rossz választás
őseink részéről.

Egészen más azonban a helyzet akkor, ha arra helyezünk súlyt, hogy az
egyszeregy minél könnyebb legyen. Ekkor természetesen a kettes számrendszert
kell választani. Mi az, amit itt meg kell tanulni? Mivel a 0-val és az 1-gyel
való szorzás a számrendszertől független, ezért itt „egyszeregyet” nem is kell
tanulni. Ugyancsak független a számrendszertől az, hogy ha egy számhoz 0-t
adunk, akkor a szám nem változik. Ezért a kettes sz�mrendszerben az egyetlen
�tanulnival� az, hogy 1 + 1 = 102.
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A kettes számrendszernek, különösen ma, igen nagy a jelentősége. Ez azért
van, mert a kettes számrendszerben csupán két jel szerepel, és különféle fontos
fizikai folyamatokban is nagy szerepet játszik az anyag kétféle állapota. Például
az, hogy folyik-e áram vagy nem, az egyik irányba folyik-e vagy a másikba, egy
mágneses pólust egy másik vonz-e vagy taszít.

Mindezek a tulajdonságok teszik a kettes számrendszert arra alkalmassá,
hogy a modern elektronikus gépek kettes számrendszerben számoljanak. Ezen-
felül a két jel azt is mutathatja, hogy egy kérdésre a válasz igen vagy sem. Ezt
felhasználva tudnak az elektronikus gépek sok esetben szinte „dönteni” valami-
lyen kérdésben.

Egy k	l�n�s �let�t � Ramanujan
�r�szlet Tur�n P�lnak a K�z�piskolai Matematikai Lapok �
��� �vi �� �s 	� sz�m�ban
megjelent cikk�b�l


. . . Geoffrey Harold Hardy, a cambridge-i egyetem világhírű professzora, 100
év óta az első angol matematikus, akinek összegyűjtött munkáit hét vaskos kötet-
ben kiadták halála után, 1936-ban az USA-beli Harvard egyetemen Ramanujan-
ról tartott előadássorozatát a következő szavakkal kezdte (magyar fordításban).
„Ezen előadásokban olyan nehéz feladat elé állítottam magam, melyet – ha a
sikertelenség miatt mindjárt az elején keresnék mentséget – majdnem teljesíthe-
tetlennek kellene minősítenem. Ésszerű véleményt kell kialakítanom magamban
– és ebben Önöket is segítenem – a jelenkori matematika legromantikusabb alak-
járól, amit eddig sohasem tettem, egy olyan emberről, akinek karrierje tele van
paradoxiákkal és ellentmondásokkal, ami megcsúfol minden olyant, amellyel mi
(matematikusok) egymást meg szoktuk ítélni és akiről, azt hiszem, csak egyetlen
dologban fogunk egyetérteni, hogy bizonyos értelemben nagyon nagy matema-
tikus volt.”

Nagy szavak. Már eleve elcsodáloztatók két ellentétes okból. Matematiku-
sok, olyan rendűek, mint Hardy, általában eredeti matematikai tartalmú érte-
kezések, pláne könyvek írását ambicionálják, Hardy a Ramanujan-ról szóló 12
előadást könyv alakban adta ki 1940-ben, melynek címe „Ramanujan”. Másrészt
azonban mit jelent a fogalmazás, hogy „bizonyos értelemben nagyon nagy”?

Srinivasa Ramanujan 1887 decemberében született Indiában, egy Madras-
hoz közeli kisvárosban nagyon szegény, vallásos brahmin családból. Apja ru-
hakereskedőnél volt könyvelőféle. 5 éves korában kezdett iskolába járni, mate-
matikai képességei 10 éves korában kezdtek mutatkozni. Ekkor még jó vizsgái
miatt féltandíjmentes lett, és számtantanára, akinek az órarendet kellett volna
összeállítania, azt rábízhatta, mindenki, aki ezt valaha is próbálta, tudja milyen
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kellemetlen feladat ez, még akkor is ha akkor és ott a mellékfeltételek nem is
voltak olyan számosak, mint manapság. Hindu életrajzírói szerint 13 éves volt,
amikor trigonometriát tanulva rájött egy ismert összefüggésre, és nagyon csa-
lódott volt, amikor megtudta, hogy ez már régen ismert. Könyvei nem voltak,
16 éves volt, mikor az első matematikakönyvet kapta kölcsön egy barátjától.
Ez egy Carr nevű tanár „Synopsis of elementary results in pure and applied
mathematics” c. könyve volt. Ez Ramanujan-ra végzetes hatással volt, igen jó
és igen rossz hatással. Jó hatással, mert felfedeztette vele a „szép formula” gyö-
nyörűségét, erre még majd később részletesen visszatérek. Rossz hatással volt a
könyv synopsis (összefoglalás) jellege miatt, bizonyítások a könyvben nemigen
voltak, és ha igen, csak nagyon vázlatosak, és ebből a fiatalember – mondhatni,
egy életre – azt a konklúziót vonta le, hogy a bizonyítás leírása, még a jelzése
is, felesleges, valamiféle intuíció egy villanása azt számára evidenciába tudta
helyezni. Persze külső kérésekre, hogy hogyan jött rá eredményeire, nem tudott
válaszolni, és ezt nem módszereinek eltitkolására tette. Egy barátja szerint, aki
velük egy házban lakott ebben az időben, gyakran felébredt éjjel 2 óra tájt, oda-
ment az odakészített táblához, és egy viharlámpa halvány fényénél írt rá. Mikor
kérdezték, mit csinál, azt felelte, hogy álmában rájött valamire, és azt rögzíti,
hogy el ne felejtse reggelre. 16 évesen ösztöndíjjal bekerült egy jó college-ba,
melyet Dél-India Cambridge-ének neveztek. Itt angolt, matematikát, biológiát,
görögöt, szanszkritot és római történelmet kellett volna tanulnia, de akkor már,
mint a szép formula megszállottja, elkezdte írni napi felfedezéseit naplójába,
mint Gauss (akiről nem is hallott akkor egyáltalán), és ezek sodrában nem tudott
a többi tárggyal foglalkozni, megbukott, és persze elvesztette ösztöndíját. Ez
1904-ben volt, újra beiratkozva 1905-ben annyit mulasztott, hogy nem is mehe-
tett vizsgázni. 1906-ban egy másik college-ban próbálkozott, de megbetegedett,
és itt sem tudott továbbjutni. 1907-ben az eredeti college-ában mint magántanuló
próbálkozott, és akkor is megbukott. Mit tehetett akkor egy hindu fiatalember,
akinek apja havi 20 rupiás fizetéséből tartotta családját? Részint matematikát
korrepetált, részint 1909-ben megnősült, felesége akkor 9 éves volt. Az ilyen há-
zasság Indiában gyakori, és inkább az itteni eljegyzéshez hasonlítható, férjéhez
csak 12 éves korában költözött, ami Keleten persze mást jelent, mint Európában.
Naplója közben egyre nőtt, első naplókönyve (a három közül) 300 sűrűn teleírt
oldalából kb. a fele származhatott diákkorából. 1911-ben jelentek meg első dol-
gozatai az Indian Mathematical Journalben, de ezekből akkor sem Indiában, sem
sehol a világon nem lehetett megélni, feleséget és szülőket támogatni. 1912-ben
tisztviselői állást kapott havi 20 rupiás fizetéssel, amit hamarosan felcserélhetett
egy havi 30 rupiással, ami akkor kb. évi 30 fontnak felelt meg.

Felmerül a kérdés, miért nem ismerték fel már addigi dolgozataiból Indiában,
hazájában, képességeit, ahol voltak egyetemek, volt már Matematikai Társulat
és angliai végzettségű professzorok? Indiai matematikusok újra és újra felteszik
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maguknak a kérdést, miért kellett akkori elnyomóiknak, az angoloknak felfe-
dezni őket, és később elősegíteni kifejlődésüket. Erre a válasz egyrészt az, hogy
eredményei megelőzték az ún. moduláris formák elméletét, melyből kész elmélet
csak 15 évvel később lett, Hecke kezében (aki nem is tudott Ramanujan ezirányú
eredményeiről), tehát részben olyan témakörökre vonatkoztak, amelyeket akkor
sehol – és így Indiában sem – műveltek. Általános képzettségű és képességű
professzoroktól nem volt várható, hogy ebbe könnyen bele tudják magukat élni.
Különösen akkor – és ez a válasz másrészt –, ha hozzávesszük, hogy Ramanujan
exponáló (közlő) képessége még a nullával lehetett egyenlő. Jellemző erre az a
történet, amelyet egy osztálytársa mesélt egy college-beli matematikaóráról. A
tanár egy feladatot kezdett kidolgozni a táblán. Az első két lépés után Rama-
nujan közbeszólt, hogy ezek feleslegesek, és gondolkozás nélkül megmondta a
megoldást. Utána a tanár hitetlenül folytatta a táblán a feladat megoldását, és 8
vagy 10 további lépés után jutott – az osztály nagy csodálkozására – a Ramanu-
jan által előre jelzett eredményhez. Kevés képzett, idősebb matematikusnak van
kedve arra, hogy számára új témakörökben 8-10 lépéses ugrásokat maga tudjon
a helyszínen (vagy akár nyugodtan töprengve íróasztala mellett) kisütni. És más
ilyen történetekből láthatóan Ramanujan nem nagyon volt hajlandó a hiányzó
lépéseket mint teljesen triviálisakat (neki triviálisakat) részletezni. A visszhang-
talanság okául el lehetne képzelni, hogy túl büszke volt ahhoz, hogy maga ke-
resse a kapcsolatot a matematikusokkal, hogy „Mohamed menjen a hegyhez”.
De egy barátja szerint távolról sem ez volt a helyzet. 1910-től – mint mondja –
Ramanujan egyik matematikustól a másikhoz ment bemutatván (ekkor már két)
matematikai naplóját, majdnem nulla hatásfokkal.

Így fokozatosan belátván, hogy odahaza semmit sem remélhet, elszánta ma-
gát barátai rábeszélésére, hogy írjon Hardynak.

1913. január 16-os dátum van a levélen. Furcsa egy bemutatkozó levél volt,
melyet csak kevéssé enyhít az, hogy nem tudván eléggé angolul, azt minden
bizonnyal nem matematikus barátai fordították le, akik valószínűleg maguk sem
tudták a nyelvet. De érdemes elgondolkodni felette, mert a számelmélet egy
döntő fordulata múlott rajta, illetve kezdődött vele. Nem meditálva azon, hogy
így kezdi: „A madraszi Port Trust Office tisztviselője vagyok, csupán évi 20 font
fizetéssel”, és azon sem, hogy miért írja utána, „I am about 23 years of age”,
mikor már 25 is elmúlt a levél írásakor, így folytatja (fordításban): „Elhagyva
az iskolát, szabad időmben matematikával foglalkoztam. Nem jártam a szokásos
úton, melyet egyetemi előadásokban követnek, új utat törtem magamnak.” (Is-
merős szavak ezek magyar fülnek.) Majd tovább: „ Eredményeimet a helyi ma-
tematikusok bámulatosnak nevezik”, de a következő mondatban ezt írja: „a helyi
matematikusok nem tudnak engem megérteni magasabb szárnyalásomban”.
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Leveléhez mellékelt naplójából összeválogatott 120 identitást. Majd befeje-
zésül, mintegy az ellenkező végletbe esve írja: „Szegény lévén, ha úgy látja,
hogy tételeimben van valami érték, szeretném azokat publikálni.”

Mindenkiben felötlik, hogyan reagálna ő egy ilyen levélre, érdekesebb látni,
hogyan reagált a cambridge-i egyetem akkor már világszerte ismert lecturerje
(még nem volt professzor) az angol világirodalom fénykora idején egy félmű-
velt hindu fiatalember fent vázolt levelére. Erről tudunk C. P. Snow professzor-
nak, a kiváló fizikus, író és kultúrfilozófusnak, Hardy régi barátjának és akko-
ri cambridge-i collégájának rektori székfoglalójából, 1962-ből, 15 évvel Hardy
halála után, de Hardy maga is ír erről 1936-os harvardi előadásában. A kettő
alapállása némileg különböző, bizonyos vonatkozásokban Snow verziója az em-
beribb. Eszerint az első lap elolvasása után Hardy a levél íróját félbolondnak tar-
totta, utána következő megjegyzését pontos prímszámformuláról, hihetetlennek.
A mellékletben küldött 120 identitás közül felületes átvizsgálásra egyesek rögtön
feltüntek neki érdekes voltukkal, de a bizonyítások legcsekélyebb jelzésének hi-
ánya bizalmatlanná tette. Az egész dolog nem tetszett neki, nyugodtan folytatta
reggeli újságját, megtartotta óráját, délutáni teniszpartiját; de este magával vitte
a levelet szokásos beszélgetésére Littlewooddal, akivel való tartós kollaborálása
már 1912-ben megkezdődött, és haláláig, 1947-ig tartott. Ekkor alaposan meg-
nézték a matematikai mellékletet. Identitásaiból kettő olyan merőben újszerű
jellegű volt, hogy ez meggyőzte őket, hogy jelentős emberrel van dolguk.

Hardy igen gyorsan, február 8-án már válaszolt, pozitívan a jóról, nem szólva
a valószínűtlenről, csupán a bizonyítások valamelyes jelzését hiányolva. Rama-
nujan is rögtön válaszolt, február 27-én. Ebben kifejtette örömét, hogy végre
talált valakit, aki értően méltányolja matematikáját, és őszintén feltárta tragi-
kus anyagi helyzetét: „. . . Hogy megőrizzem agyamat, ennivaló kell nekem, és
ez most a legfőbb gondom. Minden ilyen levél Öntől segíthet abban, hogy az
egyetemtől vagy a kormánytól ösztöndíjat kapjak. . . ” Megindító viszont Hardy
válasza március 26-án. Nem ismervén Ramanujan munkastílusát, mely az igazi
oka volt annak, hogy nem írt bizonyításokat tételeihez, azt hitte, hogy bizalmat-
lanság ennek az oka. Hogy ezt eloszlassa, felsorolta, ki mindenkinek mutatta ő
már meg Ramanujan leveleit, és így, ha ő illegitim módon akarná az azokban
említett eredményeit felhasználni, Ramanujannak könnyű dolga volna őt lelep-
lezni. És a finom folytatás: „. . . Ne haragudjon, hogy a dolgot ilyen szókimon-
dóan tárgyalom. Nem tenném, ha nem törekednék arra, hogy Ön nyilvánvaló
matematikai képességei kifejlesztésére jobb lehetőséget kapjon. . . ” Ramanujan
már április 17-én válaszol. Ebben egyrészt közli, hogy egy dr. Walker nevű me-
teorológus intervenciójára a madraszi egyetemtől két évre évi 60 font ösztöndíjat
kapott (már ebben is benne volt Hardy keze). Másrészt írja, hogy nem bizalmat-
lanság miatt nem ír bizonyításokat, hanem mert bár eredményei helyességében
nem kételkedik, de azon utat, melyen ő ezekre rájött, maga is heurisztikusnak
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érzi. Mindenesetre május 1-jét indirekte megünnepelték azzal, hogy tisztviselői
állását felmondta.

A levelezésből Hardy előtt világos lett, hogy Ramanujan Indiában maradva
sohasem fogja tudni kipótolni alaphiányosságait. Első ez irányú célzására szülei
tilalmára Ramanujan nemmel válaszolt, ettől a szülők csak valamilyen meg-
rendezett vallási hókuszpókusz után álltak el. Ismét angol kezdeményezésre a
madraszi egyetem két évre küldte Cambridge-be évi 250 font ösztöndíjjal, úti-
költséggel, sőt még ruhatára európaiasítására is kapott pénzt. Még arról is gon-
doskodtak, hogy a hajón szigorúan vegetáriánus kosztot kapjon, melyhez ragasz-
kodott egész életére. Miután gondoskodott arról, hogy ösztöndíjából szülei havi
60 rupiát kapjanak, 1914. március 30-án elindult hajón Angliába, Cambridge-be
április 16-án érkezett.

Az európai életmódot hamar megszokta, ha például az európai cipőviselést
27 éves korában nem is lehetett nagyon könnyű. A Trinity College-ban lakott,
európai kényelemben, egyedül, maga főzte egyszerű, szigorúan vegetáriánus
kosztját. Ezenfelül idejét egyes előadások látogatása, munkája és Hardyval va-
ló eszmecsere töltötte ki. A kiváló cambridge-i matematikus, A. Berry mesélte
jóval később, hogy egy óráján egy formula levezetésén bajlódott. Közben min-
dig figyelte Ramanujan arcát, aki nyugodtan ült. Egyszer látja, hogy Ramanujan
arca felragyog, és nagyon izgatottan izeg-mozog. Mikor megkérdezte, volna-e
valami megjegyzése, Ramanujan felkelt, és felírt a táblára egy formulát, melyet
Berry a történet elmondásának időpontjában sem tudott még bebizonyítani. De a
leglényegesebb volt a cambridge-i matematikusokkal való találkozása, akiknek
a száma azonban a hamarosan megkezdődött első világháború miatt lényegileg
Hardyra redukálódott.

Együtt volt hát minden, ami a nyugodt, koncentrált munkához kellett. Hardy
a mindennapos személyes találkozás után hamarosan rájött arra, hogy Rama-
nujanban sokkal nagyobb kincset nyert, mint valaha is gondolta volna az előz-
mények után. Hardy sportos alapállású volt, szeretett mindent versenyszerűen
tekinteni és azután pontozni. Jóval Ramanujan halála után, még a 20-as évek-
ben, egy alkalommal a jelen századbeli matematikusok pontozására került sor.
100 pont lévén a maximum, Ramanujan kapott tőle 100 pontot, Hilbert 80-at,
Littlewood 30-at, a többiek még kevesebbet – mondja a történet. Az abszurd-
nak ható osztályzás azonban bizonyos mértékben érthető. Hardy elragadtatásá-
nak oka nemcsak az volt, hogy majdnem minden nap féltucatnyi új eredményt
közölt vele Ramanujan, maga a szám nem jelent túl sokat. Inkább azok fantá-
ziát mutató jellege, váratlan volta, az a könnyedség, ahogy ezek szinte folytak
gondolkozásmódjából anélkül, hogy valóban számot tudott volna adni, hogyan
jött rájuk, ragadta meg Hardyt. Ezen tételek másfajta, eddig számára ismeretlen
matematikai gondolkozásmódot fedtek fel előtte. Az az eredetiség, az a globá-
lisnak nevezhető látásmód, mely annyira különbözött minden más, általa ismert
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matematikusétól, nyűgözte le. Hardy könyvében erősen hadakozik az ellen, hogy
Ramanujan képességeit, eredeti látásmódját valamiféle keleti misztikus filozófia
alakította ki. Magam is ismerek olyan fiatal magyar matematikust, akinek keleti
filozófiák tanulmányozása nélkül, minden bizonnyal ilyen globális látásmódja
van, de rendszeres matematikai előképzettséggel rendelkezvén, utólag ki tudja
analizálni ugrásait és szokásos lépésekre bontani.

Hardy határtalan lelkesedése vitte keresztül, hogy Ramanujan 1918 májusá-
ban középiskolai végzettség nélkül Fellow of the Royal Society lett, ami a mi
akadémiai tagságunknak felel meg, és amely megtiszteltetés hindut előtte csak
egy nem matematikust ért. 1919. október 18-án elsőként a híres Trinity College
Fellow-jává választották, ami 6 évre 250 fontos fizetést jelentett, minden köte-
lezettség nélkül. Illetőleg jelentett volna, ha nem kapott volna már 1917 már-
ciusában a feszített munka, gyenge táplálkozás és az angol éghajlat miatt tüdő-
vészt, amely miatt végül is már 1919. február 27-én haza kellett utaznia. Hardy
ajánlására a madraszi egyetem is megszavazott neki évi 250 fontot 5 évre, és
arra is lépések történtek, hogy számára egy professzori állást létesítsenek. Még
egy rövid levelet tudott írni 1920 januárjában Hardynak, mely matematikával
foglalkozott, de ugyanezen év április 26-án a tüdővész legyűrte. Nem volt tehát
33 éves sem, mikor meghalt, pedig talán éppen ez a matematikus legjobb kora.
Szülei, nagyanyja, 20 éves felesége gyászolta, emlékét – Watson becslése szerint
– vagy 3-4 ezer tétel őrzi.

Hogy Ramanujan angliai útjával Hardy mit nyert, már sejtjük, és hogy a
matematika mit nyert, tudjuk. Mit nyert Ramanujan a jóval kedvezőbb munka-
körülményeken és a tüdővészen felül? Indiai barátainak írott levelei válaszolnak
erre. Már 1914 októberében írja, hogy egyelőre félreteszi régi eredményeit, és
mivel egyet s mást már tanult az itteni módszerekből, először ezek alkalmazá-
sába akart belejönni. 1915 januárban már belátja, hogy naplójában levő tétele-
ire még nincs szigorú bizonyítása. Ezért júliusban már azt írta, hogy pár év-
vel tovább kell Cambridge-ben maradnia, mert Madrasban sem segítséget, sem
irodalmi referenciákat munkájához nem tudna kapni senkitől. Hardy maga is ír
kölcsönhatásukról. Ramanujan kezdeti matematikatudási állapotát finoman úgy
fejezte ki, hogy „tudásának korlátai ugyanolyan meglepőek voltak, mint eredmé-
nyeinek mélysége”. Mint írja tovább, „(érkezésekor) fogalmai arról, hogy mi egy
matematikai bizonyítás, a lehető leghomályosabbak voltak”, ugyanakkor, mikor
például az ún. lánctörtek nehéz elméletének már felülmúlhatatlan mestere volt.
Pár év alatt végül is maga meg tudta mondani, hogy valamit be tud-e bizonyítani,
vagy nem. Hardy tudta azt, amit Mikszáth hályogoperáló kovácsa nem tudott,
hogy szolid matematikai megalapozás elvehetné Ramanujan intuícióját. Így csak
olyan dolgokra tanította, melyek nemtudása alapvető hibákra vezethet; de hoz-
zátette, hogy ő sokkal többet tanult Ramanujantól. Ez a tanulás nem rontotta el
Ramanujan intuícióját.
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Mielőtt Ramanujan matematikai munkáinak legalább érzékeltetésére tér-
nénk, még egy mozzanatra térnék ki, mely bizonyos mértékben megvilágítja
Ramanujan kutatási módszereit, és egyben egy további paradoxiát is mutat. Ez
pedig Ramanujan-nak a pozitív egész számokhoz való kapcsolata volt. Valaki
úgy fogalmazta meg ezt, hogy Ramanujannak minden egész szám személyes
ismerőse.

Mikor egyszer Hardyval Londonban taxin mentek, Hardy a taxi távozása
után jött rá, hogy aktatáskáját a kocsiban felejtette. Kéziratok lévén a táskában,
ez kétségbe ejtette, de Ramanujan megnyugtatta, nincs baj, ő emlékszik, hogy a
taxi száma 1729. Hardy nagyon megkönnyebbült, de rögtön megkérdezte, hogy
jutott eszébe egyáltalán megjegyezni a taxiszámot, és ha már igen, hogyan lehe-
tett egy ilyen érdektelen számot megjegyezni. Nem érdektelen ez a szám felelte
Ramanujan, ez a legkisebb egész szám, amely egynél többféleképp állítható elő
két köbszám összegeként. Tényleg:

1729 = 1 + 1728 = 13 + 123 = 1000 + 729 = 103 + 93.

Ezt Ramanujan, mellesleg szólva, nem ott a helyszínen találta ki, egy korai
naplójában megtalálták ezt az észrevételt.

Azt lehetne hinni erről, hogy Ramanujan első érdeklődési területe a szám-
elmélet volt; de a valóság az, hogy angliai útja előtt számelmélettel igen keve-
set foglalkozott, Carr anyagának hatása miatt. Ha Carr gyűjteménye helyett a
college-éveiben egy jobb számelméleti bevezető könyv kerül kezébe, biztosan
más lett volna alakulása. A számelmélettel igazán csak Angliában került kap-
csolatba. Azt is lehetne hinni az előbbiek után, hogy gyors és jó számoló volt.
Ez sem igaz. Hardy megfigyelte, hogy úgy ad össze és szoroz, mint akárki az
iskolában . . .
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Pr�msz�mok

2 233 547 877 1229 1597 1993 2371 2749 3187 3581 4001 4421
3 239 557 881 1231 1601 1997 2377 2753 3191 3583 4003 4423
5 241 563 883 1237 1607 1999 2381 2767 3203 3593 4007 4441
7 251 569 887 1249 1609 2003 2383 2777 3209 3607 4013 4447

11 257 571 907 1259 1613 2011 2389 2789 3217 3613 4019 4451

13 263 577 911 1277 1619 2017 2393 2791 3221 3617 4021 4457
17 269 587 919 1279 1621 2027 2399 2797 3229 3623 4027 4463
19 271 593 929 1283 1627 2029 2411 2801 3251 3631 4049 4481
23 277 599 937 1289 1637 2039 2417 2803 3253 3637 4051 4483
29 281 601 941 1291 1657 2053 2423 2819 3257 3643 4057 4493

31 283 607 947 1297 1663 2063 2437 2833 3259 3659 4073 4507
37 293 613 953 1301 1667 2069 2441 2837 3271 3671 4079 4513
41 307 617 967 1303 1669 2081 2447 2843 3299 3673 4091 4517
43 311 619 971 1307 1693 2083 2459 2851 3301 3677 4093 4519
47 313 631 977 1319 1697 2087 2467 2857 3307 3691 4099 4523

53 317 641 983 1321 1699 2089 2473 2861 3313 3697 4111 4547
59 331 643 991 1327 1709 2099 2477 2879 3319 3701 4127 4549
61 337 647 997 1361 1721 2111 2503 2887 3323 3709 4129 4561
67 347 653 1009 1367 1723 2113 2521 2897 3329 3719 4133 4567
71 349 659 1013 1373 1733 2129 2531 2903 3331 3727 4139 4583

73 353 661 1019 1381 1741 2131 2539 2909 3343 3733 4153 4591
79 359 673 1021 1399 1747 2137 2543 2917 3347 3739 4157 4597
83 367 677 1031 1409 1753 2141 2549 2927 3359 3761 4159 4603
89 373 683 1033 1423 1759 2143 2551 2939 3361 3767 4177 4621
97 379 691 1039 1427 1777 2153 2557 2953 3371 3769 4201 4637

101 383 701 1049 1429 1783 2161 2579 2957 3373 3779 4211 4639
103 389 709 1051 1433 1787 2179 2591 2963 3389 3793 4217 4643
107 397 719 1061 1439 1789 2203 2593 2969 3391 3797 4219 4649
109 401 727 1063 1447 1801 2207 2609 2971 3407 3803 4229 4651
113 409 733 1069 1451 1811 2213 2617 2999 3413 3821 4231 4657

127 419 739 1087 1453 1823 2221 2621 3001 3433 3823 4241 4663
131 421 743 1091 1459 1831 2237 2633 3011 3449 3833 4243 4673
137 431 751 1093 1471 1847 2239 2647 3019 3457 3847 4253 4679
139 433 757 1097 1481 1861 2243 2657 3023 3461 3851 4259 4691
149 439 761 1103 1483 1867 2251 2659 3037 3463 3853 4261 4703

151 443 769 1109 1487 1871 2267 2663 3041 3467 3863 4271 4721
157 449 773 1117 1489 1873 2269 2671 3049 3469 3877 4273 4723
163 457 787 1123 1493 1877 2273 2677 3061 3491 3881 4283 4729
167 461 797 1129 1499 1879 2281 2683 3067 3499 3889 4289 4733
173 463 809 1151 1511 1889 2287 2687 3079 3511 3907 4297 4751

179 467 811 1153 1523 1901 2293 2689 3083 3517 3911 4327 4759
181 479 821 1163 1531 1907 2297 2693 3089 3527 3917 4337 4783
191 487 823 1171 1543 1913 2309 2699 3109 3529 3919 4339 4787
193 491 827 1181 1549 1931 2311 2707 3119 3533 3923 4349 4789
197 499 829 1187 1553 1933 2333 2711 3121 3539 3929 4357 4793

199 503 839 1193 1559 1949 2339 2713 3137 3541 3931 4363 4799
211 509 853 1201 1567 1951 2341 2719 3163 3547 3943 4373 4801
223 521 857 1213 1571 1973 2347 2729 3167 3557 3947 4391 4813
227 523 859 1217 1579 1979 2351 2731 3169 3559 3967 4397 4817
229 541 863 1223 1583 1987 2357 2741 3181 3571 3989 4409 4831
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�sszetett sz�mok pr�mt�nyez�s f�lbont�sa

4 = 22 62 = 2 · 31 116 = 22 · 29 166 = 2 · 83 217 = 7 · 31
6 = 2 · 3 63 = 32 · 7 117 = 32 · 13 168 = 23 · 3 · 7 218 = 2 · 109
8 = 23 64 = 26 118 = 2 · 59 169 = 132 219 = 3 · 73

9 = 32 65 = 5 · 13 119 = 7 · 17 170 = 2 · 5 · 17 220 = 22 · 5 · 11
10 = 2 · 5 66 = 2 · 3 · 11 120 = 23 · 3 · 5 171 = 32 · 19 221 = 13 · 17
12 = 22 · 3 68 = 22 · 17 121 = 112 172 = 22 · 43 222 = 2 · 3 · 37

14 = 2 · 7 69 = 3 · 23 122 = 2 · 61 174 = 2 · 3 · 29 224 = 25 · 7
15 = 3 · 5 70 = 2 · 5 · 7 123 = 3 · 41 175 = 52 · 7 225 = 32 · 52

16 = 24 72 = 23 · 32 124 = 22 · 31 176 = 24 · 11 226 = 2 · 113

18 = 2 · 32 74 = 2 · 37 125 = 53 177 = 3 · 59 228 = 22 · 3 · 19
20 = 22 · 5 75 = 3 · 52 126 = 2 · 32 · 7 178 = 2 · 89 230 = 2 · 5 · 23
21 = 3 · 7 76 = 22 · 19 128 = 27 180 = 22 · 32 · 5 231 = 3 · 7 · 11

22 = 2 · 11 77 = 7 · 11 129 = 3 · 43 182 = 2 · 7 · 13 232 = 23 · 29
24 = 23 · 3 78 = 2 · 3 · 13 130 = 2 · 5 · 13 183 = 3 · 61 234 = 2 · 32 · 13
25 = 52 80 = 24 · 5 132 = 22 · 3 · 11 184 = 23 · 23 235 = 5 · 47

26 = 2 · 13 81 = 34 133 = 7 · 19 185 = 5 · 37 236 = 22 · 59
27 = 33 82 = 2 · 41 134 = 2 · 67 186 = 2 · 3 · 31 237 = 3 · 79
28 = 22 · 7 84 = 22 · 3 · 7 135 = 33 · 5 187 = 11 · 17 238 = 2 · 7 · 17

30 = 2 · 3 · 5 85 = 5 · 17 136 = 23 · 17 188 = 22 · 47 240 = 24 · 3 · 5
32 = 25 86 = 2 · 43 138 = 2 · 3 · 23 189 = 33 · 7 242 = 2 · 112

33 = 3 · 11 87 = 3 · 29 140 = 22 · 5 · 7 190 = 2 · 5 · 19 243 = 35

34 = 2 · 17 88 = 23 · 11 141 = 3 · 47 192 = 26 · 3 244 = 22 · 61
35 = 5 · 7 90 = 2 · 32 · 5 142 = 2 · 71 194 = 2 · 97 245 = 5 · 72

36 = 22 · 32 91 = 7 · 13 143 = 11 · 13 195 = 3 · 5 · 13 246 = 2 · 3 · 41

38 = 2 · 19 92 = 22 · 23 144 = 24 · 32 196 = 22 · 72 247 = 13 · 19
39 = 3 · 13 93 = 3 · 31 145 = 5 · 29 198 = 2 · 32 · 11 248 = 23 · 31
40 = 23 · 5 94 = 2 · 47 146 = 2 · 73 200 = 23 · 52 249 = 3 · 83

42 = 2 · 3 · 7 95 = 5 · 19 147 = 3 · 72 201 = 3 · 67 250 = 2 · 53

44 = 22 · 11 96 = 25 · 3 148 = 22 · 37 202 = 2 · 101 252 = 22 · 32 · 7
45 = 32 · 5 98 = 2 · 72 150 = 2 · 3 · 52 203 = 7 · 29 253 = 11 · 23

46 = 2 · 23 99 = 32 · 11 152 = 23 · 19 204 = 22 · 3 · 17 254 = 2 · 127
48 = 24 · 3 100 = 22 · 52 153 = 32 · 17 205 = 5 · 41 255 = 3 · 5 · 17
49 = 72 102 = 2 · 3 · 17 154 = 2 · 7 · 11 206 = 2 · 103 256 = 28

50 = 2 · 52 104 = 23 · 13 155 = 5 · 31 207 = 32 · 23 258 = 2 · 3 · 43
51 = 3 · 17 105 = 3 · 5 · 7 156 = 22 · 3 · 13 208 = 24 · 13 259 = 7 · 37
52 = 22 · 13 106 = 2 · 53 158 = 2 · 79 209 = 11 · 19 260 = 22 · 5 · 13

54 = 2 · 33 108 = 22 · 33 159 = 3 · 53 210 = 2 · 3 · 5 · 7 261 = 32 · 29
55 = 5 · 11 110 = 2 · 5 · 11 160 = 25 · 5 212 = 22 · 53 262 = 2 · 131
56 = 23 · 7 111 = 3 · 37 161 = 7 · 23 213 = 3 · 71 264 = 23 · 3 · 11

57 = 3 · 19 112 = 24 · 7 162 = 2 · 34 214 = 2 · 107 265 = 5 · 53
58 = 2 · 29 114 = 2 · 3 · 19 164 = 22 · 41 215 = 5 · 43 266 = 2 · 7 · 19
60 = 22 · 3 · 5 115 = 5 · 23 165 = 3 · 5 · 11 216 = 23 · 33 267 = 3 · 89
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268 = 22 · 67 320 = 26 · 5 369 = 32 · 41 418 = 2 · 11 · 19 471 = 3 · 157
270 = 2 · 33 · 5 321 = 3 · 107 370 = 2 · 5 · 37 420 = 22 ·3 ·5 ·7 472 = 23 · 59
272 = 24 · 17 322 = 2 · 7 · 23 371 = 7 · 53 422 = 2 · 211 473 = 11 · 43

273 = 3 · 7 · 13 323 = 17 · 19 372 = 22 · 3 · 31 423 = 32 · 47 474 = 2 · 3 · 79
274 = 2 · 137 324 = 22 · 34 374 = 2 · 11 · 17 424 = 23 · 53 475 = 52 · 19
275 = 52 · 11 325 = 52 · 13 375 = 3 · 53 425 = 52 · 17 476 = 22 · 7 · 17

276 = 22 · 3 · 23 326 = 2 · 163 376 = 23 · 47 426 = 2 · 3 · 71 477 = 32 · 53
278 = 2 · 139 327 = 3 · 109 377 = 13 · 29 427 = 7 · 61 478 = 2 · 239
279 = 32 · 31 328 = 23 · 41 378 = 2 · 33 · 7 428 = 22 · 107 480 = 25 · 3 · 5

280 = 23 · 5 · 7 329 = 7 · 47 380 = 22 · 5 · 19 429 = 3 · 11 · 13 481 = 13 · 37
282 = 2 · 3 · 47 330 = 2·3·5·11 381 = 3 · 127 430 = 2 · 5 · 43 482 = 2 · 241
284 = 22 · 71 332 = 22 · 83 382 = 2 · 191 432 = 24 · 33 483 = 3 · 7 · 23

285 = 3 · 5 · 19 333 = 32 · 37 384 = 27 · 3 434 = 2 · 7 · 31 484 = 22 · 112

286 = 2 · 11 · 13 334 = 2 · 167 385 = 5 · 7 · 11 435 = 3 · 5 · 29 485 = 5 · 97
287 = 7 · 41 335 = 5 · 67 386 = 2 · 193 436 = 22 · 109 486 = 2 · 35

288 = 25 · 32 336 = 24 · 3 · 7 387 = 32 · 43 437 = 19 · 23 488 = 23 · 61
289 = 172 338 = 2 · 132 388 = 22 · 97 438 = 2 · 3 · 73 489 = 3 · 163
290 = 2 · 5 · 29 339 = 3 · 113 390 = 2·3·5·13 440 = 23 · 5 · 11 490 = 2 · 5 · 72

291 = 3 · 97 340 = 22 · 5 · 17 391 = 17 · 23 441 = 32 · 72 492 = 22 · 3 · 41
292 = 22 · 73 341 = 11 · 31 392 = 23 · 72 442 = 2 · 13 · 17 493 = 17 · 29
294 = 2 · 3 · 72 342 = 2 · 32 · 19 393 = 3 · 131 444 = 22 · 3 · 37 494 = 2 · 13 · 19

295 = 5 · 59 343 = 73 394 = 2 · 197 445 = 5 · 89 495 = 32 · 5 · 11
296 = 23 · 37 344 = 23 · 43 395 = 5 · 79 446 = 2 · 223 496 = 24 · 31
297 = 33 · 11 345 = 3 · 5 · 23 396 = 22 ·32 ·11 447 = 3 · 149 497 = 7 · 71

298 = 2 · 149 346 = 2 · 173 398 = 2 · 199 448 = 26 · 7 498 = 2 · 3 · 83
299 = 13 · 23 348 = 22 · 3 · 29 399 = 3 · 7 · 19 450 = 2 · 32 · 52 500 = 22 · 53

300 = 22 · 3 · 52 350 = 2 · 52 · 7 400 = 24 · 52 451 = 11 · 41 501 = 3 · 167

301 = 7 · 43 351 = 33 · 13 402 = 2 · 3 · 67 452 = 22 · 113 502 = 2 · 251
302 = 2 · 151 352 = 25 · 11 403 = 13 · 31 453 = 3 · 151 504 = 23 · 32 · 7
303 = 3 · 101 354 = 2 · 3 · 59 404 = 22 · 101 454 = 2 · 227 505 = 5 · 101

304 = 24 · 19 355 = 5 · 71 405 = 34 · 5 455 = 5 · 7 · 13 506 = 2 · 11 · 23
305 = 5 · 61 356 = 22 · 89 406 = 2 · 7 · 29 456 = 23 · 3 · 19 507 = 3 · 132

306 = 2 · 32 · 17 357 = 3 · 7 · 17 407 = 11 · 37 458 = 2 · 229 508 = 22 · 127

308 = 22 · 7 · 11 358 = 2 · 179 408 = 23 · 3 · 17 459 = 33 · 17 510 = 2·3·5·17
309 = 3 · 103 360 = 23 · 32 · 5 410 = 2 · 5 · 41 460 = 22 · 5 · 23 511 = 7 · 73
310 = 2 · 5 · 31 361 = 192 411 = 3 · 137 462 = 2·3·7·11 512 = 29

312 = 23 · 3 · 13 362 = 2 · 181 412 = 22 · 103 464 = 24 · 29 513 = 33 · 19
314 = 2 · 157 363 = 3 · 112 413 = 7 · 59 465 = 3 · 5 · 31 514 = 2 · 257
315 = 32 · 5 · 7 364 = 22 · 7 · 13 414 = 2 · 32 · 23 466 = 2 · 233 515 = 5 · 103

316 = 22 · 79 365 = 5 · 73 415 = 5 · 83 468 = 22 ·32 ·13 516 = 22 · 3 · 43
318 = 2 · 3 · 53 366 = 2 · 3 · 61 416 = 25 · 13 469 = 7 · 67 517 = 11 · 47
319 = 11 · 29 368 = 24 · 23 417 = 3 · 139 470 = 2 · 5 · 47 518 = 2 · 7 · 37
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519 = 3 · 173 567 = 34 · 7 620 = 22 · 5 · 31 669 = 3 · 223 717 = 3 · 239
520 = 23 · 5 · 13 568 = 23 · 71 621 = 33 · 23 670 = 2 · 5 · 67 718 = 2 · 359
522 = 2 · 32 · 29 570 = 2·3·5·19 622 = 2 · 311 671 = 11 · 61 720 = 24 · 32 · 5

524 = 22 · 131 572 = 22 ·11 ·13 623 = 7 · 89 672 = 25 · 3 · 7 721 = 7 · 103
525 = 3 · 52 · 7 573 = 3 · 191 624 = 24 · 3 · 13 674 = 2 · 337 722 = 2 · 192

526 = 2 · 263 574 = 2 · 7 · 41 625 = 54 675 = 33 · 52 723 = 3 · 241

527 = 17 · 31 575 = 52 · 23 626 = 2 · 313 676 = 22 · 132 724 = 22 · 181
528 = 24 · 3 · 11 576 = 26 · 32 627 = 3 · 11 · 19 678 = 2 · 3 · 113 725 = 52 · 29
529 = 232 578 = 2 · 172 628 = 22 · 157 679 = 7 · 97 726 = 2 · 3 · 112

530 = 2 · 5 · 53 579 = 3 · 193 629 = 17 · 37 680 = 23 · 5 · 17 728 = 23 · 7 · 13
531 = 32 · 59 580 = 22 · 5 · 29 630 = 2 ·32 ·5 ·7 681 = 3 · 227 729 = 36

532 = 22 · 7 · 19 581 = 7 · 83 632 = 23 · 79 682 = 2 · 11 · 31 730 = 2 · 5 · 73

533 = 13 · 41 582 = 2 · 3 · 97 633 = 3 · 211 684 = 22 ·32 ·19 731 = 17 · 43
534 = 2 · 3 · 89 583 = 11 · 53 634 = 2 · 317 685 = 5 · 137 732 = 22 · 3 · 61
535 = 5 · 107 584 = 23 · 73 635 = 5 · 127 686 = 2 · 73 734 = 2 · 367

536 = 23 · 67 585 = 32 · 5 · 13 636 = 22 · 3 · 53 687 = 3 · 229 735 = 3 · 5 · 72

537 = 3 · 179 586 = 2 · 293 637 = 72 · 13 688 = 24 · 43 736 = 25 · 23
538 = 2 · 269 588 = 22 · 3 · 72 638 = 2 · 11 · 29 689 = 13 · 53 737 = 11 · 67

539 = 72 · 11 589 = 19 · 31 639 = 32 · 71 690 = 2·3·5·23 738 = 2 · 32 · 41
540 = 22 · 33 · 5 590 = 2 · 5 · 59 640 = 27 · 5 692 = 22 · 173 740 = 22 · 5 · 37
542 = 2 · 271 591 = 3 · 197 642 = 2 · 3 · 107 693 = 32 · 7 · 11 741 = 3 · 13 · 19

543 = 3 · 181 592 = 24 · 37 644 = 22 · 7 · 23 694 = 2 · 347 742 = 2 · 7 · 53
544 = 25 · 17 594 = 2 · 33 · 11 645 = 3 · 5 · 43 695 = 5 · 139 744 = 23 · 3 · 31
545 = 5 · 109 595 = 5 · 7 · 17 646 = 2 · 17 · 19 696 = 23 · 3 · 29 745 = 5 · 149

546 = 2·3·7·13 596 = 22 · 149 648 = 23 · 34 697 = 17 · 41 746 = 2 · 373
548 = 22 · 137 597 = 3 · 199 649 = 11 · 59 698 = 2 · 349 747 = 32 · 83
549 = 32 · 61 598 = 2 · 13 · 23 650 = 2 · 52 · 13 699 = 3 · 233 748 = 22 ·11 ·17

550 = 2 · 52 · 11 600 = 23 · 3 · 52 651 = 3 · 7 · 31 700 = 22 · 52 · 7 749 = 7 · 107
551 = 19 · 29 602 = 2 · 7 · 43 652 = 22 · 163 702 = 2 · 33 · 13 750 = 2 · 3 · 53

552 = 23 · 3 · 23 603 = 32 · 67 654 = 2 · 3 · 109 703 = 19 · 37 752 = 24 · 47

553 = 7 · 79 604 = 22 · 151 655 = 5 · 131 704 = 26 · 11 753 = 3 · 251
554 = 2 · 277 605 = 5 · 112 656 = 24 · 41 705 = 3 · 5 · 47 754 = 2 · 13 · 29
555 = 3 · 5 · 37 606 = 2 · 3 · 101 657 = 32 · 73 706 = 2 · 353 755 = 5 · 151

556 = 22 · 139 608 = 25 · 19 658 = 2 · 7 · 47 707 = 7 · 101 756 = 22 · 33 · 7
558 = 2 · 32 · 31 609 = 3 · 7 · 29 660 = 22·3·5·11 708 = 22 · 3 · 59 758 = 2 · 379
559 = 13 · 43 610 = 2 · 5 · 61 662 = 2 · 331 710 = 2 · 5 · 71 759 = 3 · 11 · 23

560 = 24 · 5 · 7 611 = 13 · 47 663 = 3 · 13 · 17 711 = 32 · 79 760 = 23 · 5 · 19
561 = 3 · 11 · 17 612 = 22 ·32 ·17 664 = 23 · 83 712 = 23 · 89 762 = 2 · 3 · 127
562 = 2 · 281 614 = 2 · 307 665 = 5 · 7 · 19 713 = 23 · 31 763 = 7 · 109

564 = 22 · 3 · 47 615 = 3 · 5 · 41 666 = 2 · 32 · 37 714 = 2·3·7·17 764 = 22 · 191
565 = 5 · 113 616 = 23 · 7 · 11 667 = 23 · 29 715 = 5 · 11 · 13 765 = 32 · 5 · 17
566 = 2 · 283 618 = 2 · 3 · 103 668 = 22 · 167 716 = 22 · 179 766 = 2 · 383
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767 = 13 · 59 815 = 5 · 163 866 = 2 · 433 914 = 2 · 457 962 = 2 ·13 ·37
768 = 28 · 3 816 = 24 · 3 · 17 867 = 3 · 172 915 = 3 · 5 · 61 963 = 32 · 107
770 = 2·5·7·11 817 = 19 · 43 868 = 22 ·7 ·31 916 = 22 · 229 964 = 22 · 241

771 = 3 · 257 818 = 2 · 409 869 = 11 · 79 917 = 7 · 131 965 = 5 · 193
772 = 22 · 193 819 = 32 · 7 · 13 870 = 2·3·5·29 918 = 2 · 33 · 17 966 = 2·3·7·23
774 = 2 · 32 · 43 820 = 22 · 5 · 41 871 = 13 · 67 920 = 23 · 5 · 23 968 = 23 · 112

775 = 52 · 31 822 = 2 · 3 · 137 872 = 23 · 109 921 = 3 · 307 969 = 3 ·17 ·19
776 = 23 · 97 824 = 23 · 103 873 = 32 · 97 922 = 2 · 461 970 = 2 · 5 · 97
777 = 3 · 7 · 37 825 = 3 · 52 · 11 874 = 2 ·19 ·23 923 = 13 · 71 972 = 22 · 35

778 = 2 · 389 826 = 2 · 7 · 59 875 = 53 · 7 924 = 22·3·7·11 973 = 7 · 139
779 = 19 · 41 828 = 22 · 32 · 23 876 = 22 ·3 ·73 925 = 52 · 37 974 = 2 · 487
780 = 22·3·5·13 830 = 2 · 5 · 83 878 = 2 · 439 926 = 2 · 463 975 = 3 · 52 · 13

781 = 11 · 71 831 = 3 · 277 879 = 3 · 293 927 = 32 · 103 976 = 24 · 61
782 = 2 · 17 · 23 832 = 26 · 13 880 = 24 ·5 ·11 928 = 25 · 29 978 = 2 ·3 ·163
783 = 33 · 29 833 = 72 · 17 882 = 2 ·32 ·72 930 = 2·3·5·31 979 = 11 · 89

784 = 24 · 72 834 = 2 · 3 · 139 884 = 22·13·17 931 = 72 · 19 980 = 22 · 5 · 72

785 = 5 · 157 835 = 5 · 167 885 = 3 · 5 · 59 932 = 22 · 233 981 = 32 · 109
786 = 2 · 3 · 131 836 = 22 ·11 ·19 886 = 2 · 443 933 = 3 · 311 982 = 2 · 491

788 = 22 · 197 837 = 33 · 31 888 = 23 ·3 ·37 934 = 2 · 467 984 = 23 · 3 · 41
789 = 3 · 263 838 = 2 · 419 889 = 7 · 127 935 = 5 · 11 · 17 985 = 5 · 197
790 = 2 · 5 · 79 840 = 23 ·3 ·5 ·7 890 = 2 · 5 · 89 936 = 23 ·32 ·13 986 = 2 ·17 ·29

791 = 7 · 113 841 = 292 891 = 34 · 11 938 = 2 · 7 · 67 987 = 3 · 7 · 47
792 = 23 ·32 ·11 842 = 2 · 421 892 = 22 · 223 939 = 3 · 313 988 = 22 ·13·19
793 = 13 · 61 843 = 3 · 281 893 = 19 · 47 940 = 22 · 5 · 47 989 = 23 · 43

794 = 2 · 397 844 = 22 · 211 894 = 2 ·3 ·149 942 = 2 · 3 · 157 990 = 2·32·5·11
795 = 3 · 5 · 53 845 = 5 · 132 895 = 5 · 179 943 = 23 · 41 992 = 25 · 31
796 = 22 · 199 846 = 2 · 32 · 47 896 = 27 · 7 944 = 24 · 59 993 = 3 · 331

798 = 2·3·7·19 847 = 7 · 112 897 = 3 ·13 ·23 945 = 33 · 5 · 7 994 = 2 · 7 · 71
799 = 17 · 47 848 = 24 · 53 898 = 2 · 449 946 = 2 · 11 · 43 995 = 5 · 199
800 = 25 · 52 849 = 3 · 283 899 = 29 · 31 948 = 22 · 3 · 79 996 = 22 · 3 · 83

801 = 32 · 89 850 = 2 · 52 · 17 900 = 22 ·32 ·52 949 = 13 · 73 998 = 2 · 499
802 = 2 · 401 851 = 23 · 37 901 = 17 · 53 950 = 2 · 52 · 19 999 = 33 · 37
803 = 11 · 73 852 = 22 · 3 · 71 902 = 2 ·11 ·41 951 = 3 · 317 1000 = 23 · 53

804 = 22 · 3 · 67 854 = 2 · 7 · 61 903 = 3 · 7 · 43 952 = 23 · 7 · 17 1001 = 7 ·11 ·13
805 = 5 · 7 · 23 855 = 32 · 5 · 19 904 = 23 · 113 954 = 2 · 32 · 53 1002 = 2 ·3 ·167
806 = 2 · 13 · 31 856 = 23 · 107 905 = 5 · 181 955 = 5 · 191 1003 = 17 · 59

807 = 3 · 269 858 = 2·3·11·13 906 = 2 ·3 ·151 956 = 22 · 239 1004 = 22 · 251
808 = 23 · 101 860 = 22 · 5 · 43 908 = 22 · 227 957 = 3 · 11 · 29 1005 = 3 · 5 · 67
810 = 2 · 34 · 5 861 = 3 · 7 · 41 909 = 32 · 101 958 = 2 · 479 1006 = 2 · 503

812 = 22 · 7 · 29 862 = 2 · 431 910 = 2·5·7·13 959 = 7 · 137 1007 = 19 · 53
813 = 3 · 271 864 = 25 · 33 912 = 24 ·3 ·19 960 = 26 · 3 · 5 1008 = 24 · 32 · 7
814 = 2 · 11 · 37 865 = 5 · 173 913 = 11 · 83 961 = 312 1010 = 2 ·5 ·101
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