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Manipulations algébriques

Second degré

Soit f (x) = ax2 + bx + c avec a, b, c dans C et a 6= 0. Soit (E) l'équation f (x) = 0.

• Mise sous forme canonique : f (x) = ax + bx + c = a
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• Soient x1 et x2 les racines complexes de (E). Alors s = x1 + x2 = −



b

c

et p = x1 x2 = .

a

a



• On suppose a, b, c réelles. ∆ = b2 − 4ac.



On suppose ∆ &gt; 0. On a deux racines réelles. Soit α un réel.

Si af (α) &gt; 0, α est à l'extérieur des racines (pour savoir de quel côté, on cherche le signe de 2s − α).

Si af (α) &lt; 0, α est entre les racines.

• Factorisations classiques :



x2 − 2x cos α + 1 = (x − eiα )(x − e−iα )

x2 − 2x ch α + 1 = (x − eα )(x − e−α ).



Egalités classiques

Si a etb 

sont deux éléments d'un anneau tels que ab = ba, alors pour tout

n

X

n k n−k

n ∈ N, on a (a + b) =

a b

.



Formule du binôme :
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= 0 pour n 6= 0 .

k

k=0



n  

X

n

= 2n

k



,



k=0



k=0



Produit de 2 sommes de 2 carrés :



Somme géométrique :



n

X



ak =



k=0



an − bn = (a − b)



n−1

X



(a2 + b2 )(c2 + d2 ) = (ac + bd)2 + (ad − bc)2 .



an+1 − 1

pour a 6= 1.

a−1



ak bn−1−k . Pour n impair, an + bn = (a + b)



k=0



Somme de puissances :
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(−1)k ak bn−1−k .
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Equations et inéquations avec radicaux

•



p



A(x) = B(x) ⇐⇒ B(x) &gt; 0 et A(x) = B(x)2 .



•



p



A(x) 6 B(x) ⇐⇒ B(x) &gt; 0, A(x) &gt; 0 et A(x) 6 B(x)2 .



•



p



A(x) &gt; B(x) ⇐⇒ (B(x) 6 0 et A(x) &gt; 0) ou (B(x) &gt; 0 et A(x) &gt; B(x)2 ).



1



Sommes

On ne travaille qu'avec des ensembles d'indices nis.

•



Associativité dans une somme







Soient A un ensemble et (Ai )i∈I une partition de A. Alors



X



xj =



j∈A



•



X





X





i∈I



xj .



j∈Ai



Changement d'indice



SoientX

I et J deux

X ensembles et σ une bijection de I sur J .

Alors

xj =

xσ(i) . On dit qu'on a eectué le changement d'indice j = σ(i).

j∈J



i∈I



Exercices

1. Démontrer dans un anneau commutatif la formule de Lagrange :

n

X



!2

ak bk



X



+



k=1



n

X



(ai bj − aj bi )2 =





!  n

X

a2i 

b2j .



i=1



16i&lt;j6n



j=1

n
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En déduire l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R :



!2

xk yk
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Etudier le cas d'égalité.

2. Calculer

suivantes:

  lessommes 

n

n

n

+

+ ··· +

.
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2bn/2c
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n
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+ ··· +

.

 1   3    2b(n − 1)/2c + 1
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3. Calculer les sommes suivantes :

k

,

k



n

X



k=0







4. Démontrer que ∀r 6 min(p, q),



p+q

r





=



k2



k=0



 

n

,

k



X



ai bj



06i&lt;j6n−1



,



X



ij .



16i&lt;j6n





r  

X

p

q

k

r−k



k=0



en utilisant l'égalité (1 + x)p+q = (1 + x)p (1 + x)q .

En déduire que







2n
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n  2

X

n



k
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5. Démontrer que : ∀(k, p) ∈ N2 ,



.





k 

X

p+i

i=0



p





=





p+k+1

.

p+1



6. Soit E un ensemble de cardinal n.

X

Calculer les sommes suivantes :

card X ,

X⊂E



7. (a) On veut montrer que, pour |x| &lt; 1, on a



X



card(X ∩ Y ) ,



X⊂E

Y ⊂E



n 

Y



1 + x2



k=0



(b) Démontrer que la suite



n

Y



k







−−−−→

n→∞



2



1

.

1−x

X

xj , où (an ) est une suite



06j6an





1 + xk converge lorsque |x| &lt; 1.



k=0



card(X ∪ Y ) .



X⊂E

Y ⊂E



Démontrer que le produit précédent se met sous la forme

croissante d'entiers que l'on déterminera. Conclure.
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