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§1 Einleitung und Ubersicht

Die ,Keimbildung in tibersattigten Gebilden” (z. B. die Nebelbildung in tibersat-
tigtem Wasserdampf) wurde erstmalig von Volmer und Weber! einer quanti-
tativen Behandlung zuginglich gemacht. Zu jeder Ubersittigung gehort ei-
ne bestimmte kritische Tropfchengréfie der neuen Phase von der Art, dass
der Dampf nur gegentiber solchen Tropfchen tbersattigt ist, welche Grofer
sind als das kritische Tropfchen. Gegenuber kleineren Tropfchen ist der
Dampf dagegen untersattigt. Zur Nebelbildung ist es also erforderlich, dass
zunachst einmal durch eine typische Schwankungserscheinung ,Keime®, d. h.
Tropichen von eben jener kritischen Grofie entstehen. Die Haufigkeit solcher
Vorgange ist nach dem Zusammenhang zwischen Entropie und Wahrschein-
. . . _ Akrit. . . .
lichkeit proportional zu e~ *7°, wenn man mit Ay die zur reversiblen Erzeu-
gung eines solchen Tropfchens erforderliche Arbeit bezeichnet. Die Volmer-
sche Berechnung ist im Folgenden § 2 kurz wiedergegeben. Die dabei noch
unbestimmt bleibende Proportionalitiatskonstante K [in unserer Gl. (2.5)]
wurde fiir den Fall der Tropfchenbildung durch eine kinetische Betrachtung
von Farkas? berechnet, deren Ergebnis wir (in § 3) unter Verwendung einer
durchsichtigeren Rechenmethode vollauf bestidtigen konnen. Der Nachteil
der Rechnungen von Farkas, sowie der im Anschluss daran durch geftihrten
Betrachtungen von Stranski und Kaischew?® liegt darin, dass diese Autoren
die elementaren Gleichungen des kinetischen Ansatzes, deren jede sich auf
Verdampfen und Kondensieren eines einzelnen Molekiils bezieht, zunachst
in eine Differentialgleichung verwandeln, bei deren Integration dann neue
und hinsichtlich ihrer Bedeutung nicht immer durchsichtige Konstanten auf-
treten. Der Ubergang zur Differentialgleichung ist nun einerseits bedenklich,
weil die dabei auftretenden Funktionen der Molektilzahl n zundchst nur far
ganzzahlige Werte von n definiert sind und sich beim Ubergang von n auf n + 1
haufig so stark dndern, dass der Differentialquotient seine Bedeutung verliert.
Durch Aufierachtlassen dieser Gefahr erhalten z. B. Kaischew und Stranski
ein von Farkas abweichendes, nicht korrektes Resultat. Andererseits ist aber,

M. Volmer und A. Weber, Zeitschrift fiir physikalische Chemie 119. S. 277. 1926

M. Volmer, Zeitschrift fiir Elektrochemie 35. S. 555. 1929.

2L. Farkas, Zeitschrift fiir physikalische Chemie 125. S. 236. 1927.

SR. Kaischew und I. N. Stranski, Zeitschrift fiir physikalische Chemie B. 26. S.317. 1934.
I. N. Stranski und R. Kaischew, Phys. Ztschr. 26. S. 393. 1935.



1 Einleitung und Ubersicht

wie aus unserem § 3 hervorgeht, der Ubergang zur Differentialgleichung voll-
kommen entbehrlich; man erhalt aus den algebraischen Gleichungen fur
die Einzelprozesse durch einen einfachen, rein algebraischen Eliminations-
prozess sogleich das gesuchte Ergebnis. Dieses Verfahren ist kiirzer und
Irrttimern viel weniger ausgesetzt als dasjenige von Farkas. Zudem wird das
Auftreten von unbestimmten Integrationskonstanten vollkommen vermieden.
So bleibt z. B. in der Endformel von Farkas immer noch eine von ihm selbst
als unbestimmt bezeichnete Konstante stehen, wihrend ihr in Wirklichkeit
ein genau angebbarer Wert zukommt, der mit den Messungen von Volmer
und Flood in bester Ubereinstimmung ist.

Die drei nachsten Paragraphen sind der Entstehung von kristallinen Kei-
men gewidmet. Fir diese gilt die allgemeine thermodynamische Betrachtung
des § 2 naturlich in gleicher Weise wie fur Tropfchen*. Eine kinetische Be-
rechnung der thermodynamisch unbestimmten Grof3e K fiir Kristalle wurde
erstmalig von Kaischew und Stranski® unternommen. Diese wichtige Unter-
suchung bildete fiir uns den Anstof3 zu der vorliegenden Arbeit. Hinsichtlich
des stark idealisierten Kristallmodells schliefSen wir uns an das von Kossel
wie auch von Stranski mehrfach benutzte Bild vom einfach kubischen Gitter
an, welches aus lauter wiirfelférmigen Bausteinen besteht, die nur mit ihren
sechs ndchsten Nachbarn in energetischer Wechselwirkung stehen. Unsere
Ergebnisse sind jedoch von dieser speziellen Modellvorstellung weitgehend
unabhangig. Die Durchftihrung der kinetischen Betrachtung fuhrt bei uns
ebenso wie auch bei Stranski und Kaischew zu einer Bestatigung der Vol-
merschen Formel. Dartiber hinaus gelingt es uns, auch in diesem Fall den
Absolutwert von K zu ermitteln.

Unser algebraisches Verfahren zur Elimination der nicht unmittelbar inter-
essierenden Zwischenzustidnde gestattet eine instruktive und zur Diskussion
zweckmadafiige Abbildung des zu untersuchenden Keimbildungsvorganges auf
den Durchgang eines elektrischen Stromes durch ein Drahtnetz bei gege-
benen elektrischen Potentialdifferenzen an den Enden des Netzes und ge-
gebenen Ohmschen Widerstidnden der einzelnen, das Drahtnetz bildenden
Drahtstticke®.

‘Die entgegengesetzte Meinung von Kossel (Annalen der Physik [5] Bd. 21. S. 457.
1934.) entspringt einer missverstandlichen Auffassung vom Wesen thermodynamischer
Uberlegungen, welche sich niemals auf einzelne Molekiile beziehen, sondern auf solche
Mittelwerte, die bei technisch prinzipiell durchftihrbaren Versuchen zur Beobachtung ge-
langen. Daher kénnen z. B. die Ablésearbeiten der einzelnen Molekiile einer Netzebene
beliebig hin- und herspringen; bei der Verdampfung der ganzen Netzebene geht trotzdem
nur die mittlere Ablosearbeit als Verdampfungswirme in die Bilanz des thermodynami-
schen Prozesses ein.

SR. Kaischew und I. N. Stranski, a. a. 0., ferner Zeitschrift fiir physikalische Chemie (A)
170. S. 295. 1934

6Auf die Moglichkeit einer solchen Abbildung wurden wir zuerst durch eine mindliche
Bemerkung von Herrn R. Landshoff aufmerksam gemacht. Eine andere, in mancher Hin-
sicht noch instruktivere Abbildung ist diejenige auf einen Diffusionsvorgang. (Vgl. Volmer,



1 Einleitung und Ubersicht

Die ganze Diskussion des Systems algebraischer Gleichungen ist dann gleich-
bedeutend mit einer Untersuchung der Leitungseigenschaften dieses Draht-
netzes. Durch dieses Verfahren gelingt in den §§ 5 und 6 eine verhaltnismafig
einfache und tibersichtliche Berechnung der Keimbildungshaufigkeit fur Fla-
chen- wie auch fiir rAumliche Keime.

Als Beispiel fur die Anwendung der erhaltenen Resultate erértern wir in § 7
die Erkldrung und Giiltigkeitsgrenzen der Ostwaldschen Stufenregel. Schlief3-
lich (§ 8) weisen wir noch auf die merkwtirdige und recht allgemeine Tatsache
hin, dass bei unserer elektrischen Abbildung des Wachstumsvorganges die
Widerstande aller Einzeldrahte, welche von einem bestimmten Zustand in der
Wachstumsrichtung ausgehen, exakt durch const-e* i gegeben sind, wenn A
das thermodynamische Potential eben dieses Zustandes gegentiber dem Aus-
gangszustand (z. B. dem Dampf) bedeutet. Die kinetische Interpretation der
Volmerschen Formel (2.5) lauft dann darauf hinaus, zu zeigen, dass fiir den
Gesamtwiderstand des Drahtnetzes nur diejenigen Drahtstiicke entscheidend
sind, welche in der Gegend des dem kritischen Trépfchen bzw. Kristallchen
zugeordneten Punktes liegen.

Zeitschrift fur Elektrochemie 35. S. 555. 1929.) Fur die Zwecke einer quantitativen Be-
handlung diirfte jedoch unser elektrisches Bild dem Diffusionsbild tiberlegen sein, insbe-
sondere, wenn man vom Tropfchen zum Kristall tiibergeht.



82 Die Thermodynamik der Keim-
bildung

Bedeutet n die Zahl der in einem Tropfchen enthaltenen Molekiile, F' seine
Oberflache und ¢ seine Oberflaichenspannung, so besteht zwischen seinem
Dampfidruck p, und demjenigen einer ebenen Flussigkeitsoberfldche (p..) der
Zusammenhang

Do

Dabei ist dn der zur Oberflachenvergrofierung dF' gehoérige Zuwachs der Mo-
lekuilzahl. Mit dem Radius r,, des Tropfchens wird bei Kugelgestalt

dnk:T-ln(p—">:a-dF. 2.1)

A .
n = —erlﬁ und F = 4mr?
3 "m
also ) .
I (Pr) 222 (2.2)
Poo kTo 1,

r, heift der zu dem Druck p, gehorige kritische Tropfchenradius. Bei gegebe-
nem Druck werden Tropfchen mit kleinerem Radius verdampfen, solche mit
einem grofieren dagegen anwachsen. Ein Tropfchen, welches gemag (2.2) mit
einem gegebenen Druck gerade im Gleichgewicht ist, werden wir weiterhin
auch als das zu dem betreffenden Druck gehorige kritische Tropfchen oder
als Keim bezeichnen. Eine Kondensation des ubersattigten Dampfes kann
daher nur dann erfolgen, wenn zunachst durch eine mit Entropieabnahme
verkntipfte Schwankungserscheinung ein Keim entsteht.

Nach dem Boltzmannschen Zusammenhang zwischen Entropie und Wahr-
scheinlichkeit ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten eines solchen
Tropfchens proportional zu e~%,wo S die mit der Bildung des Tropfchens
vom Radius r,, aus einem Dampf von Druck p, verbundene Entropieabnahme
bedeutet, und zwar bei konstantem Volumen und konstanter Energie. Wenn
die im Dampfraum enthaltene Molekiilzahl ungeheuer grof3 ist gegentiber n,
so ist diese Entropieabnahme gleich dem 1/7-fachen der Arbeit A, die man
aufwenden muss, um isotherm und reversibel im Innern des Dampfraumes
ein solches Tropfchen zu erzeugen. Diese Arbeit lasst sich z. B. nach Volmer
durch folgenden Prozess ermitteln:



2 Die Thermodynamik der Keimbildung

1. Entnahme von n Molektilen aus dem Dampfraum.
2. Expansion von p,, auf p.
3. Kondensation auf einer ebenen Fliissigkeitsoberflache.

4. Bildung des Tropfchens aus der Flussigkeit.

Die Summe dieser vier Arbeiten muss die gesuchte Grofie A ergeben. Die
Arbeiten zu 1. und 3. kompensieren sich gegenseitig. Es bleibt also

A= —nkT - ln( )+ oF.
Poo

Unter Berticksichtigung von Gl. (2.1) wird daher

n dF
e (1o 24) o
Da nun F = const - n*3, so ist 24£ % also

Fur die Zahl der pro Sekunde entstehenden Nebeltropfchen, die wir im Fol-
genden stets mit J bezeichnen, erwarten wir also

oFnp

J=K- e 31 (2.5)

wo F,, die Oberflache des zum gegebenen Druck p gehoérigen kritischen Tropf-
chens bedeutet. Der Faktor K bleibt in der thermodynamischen Betrach-
tung noch unbestimmt und kann erst durch eine kinetische Uberlegung
gefunden werden, wie sie fur Tropfchen erstmalig von Farkas durchgefiihrt
wurde. Der im Folgenden gewahlte Weg zur Berechnung von K ist in me-
thodischer Hinsicht tibersichtlicher. Dartiber hinaus soll im Folgenden auch
die Entstehung von Kristallkeimen behandelt werden, fiir welche die obige
Formel (2.5) naturlich ebenfalls Geltung haben muss. Es wird sich dabei erge-
ben, dass der Faktor K fur Flussigkeitskeime und Kristallkeime von gleicher
Groflenordnung und grofSenordnungsmasfig durch die gaskinetische Stof3zahl
gegeben ist.

In Bezug auf den Differentialquotienten dF'/dn in (2.3) und (2.1) ist noch zu
bemerken, dass dF/dn der mittlere Zuwachs an Oberflache beim Anbau ei-
nes Molekils ist. Denn in der thermodynamischen Gl. (2.1) muss dn immer
noch eine Vielzahl von Molekiilen umfassen. Fur Einzelmolekiile ist diese
Gleichung zunéachst nicht anwendbar. Wenn man diese Mittelung des Ober-
flachenzuwachses pro Molektil tiber eine grofiere Anzahl von Molektilen nicht
vornimmt, so kommt man mit Kossel! zu der merkwiirdigen Konsequenz,
dass der Begriff Dampfdruck bei Kristallen seinen einfachen Sinn verliert.
Denn bei Kristallen ist ja der Oberflachenzuwachs beim Anbau eines Mo-
lektils meist Null, daftir aber hin und wieder sehr grof3.

1. Kossel, Annalen der Physik [5] 21. S. 457. 1934.



63 Fliissigkeitskeime

Wir betrachten den folgenden quasistationdaren Kondensationsvorgang. In
einem sehr grof3en Gefdf werde der Dampfdruck p durch Zufuhr von Einzel-
molekiilen dauernd konstant erhalten. Es werden dann fortgesetzt Tropfchen
entstehen, welche ohne dufleren Eingriff unbegrenzt anwachsen wtirden. Um
dies zu verhindern, soll stets jedes Tropfchen, sobald es eine bestimmte
Anzahl s von Molekitilen erreicht hat, aus dem Gefdf3 entfernt und gezahlt
werden. Hinsichtlich der Zahl s setzen wir nur fest, dass sie Grof3er als die
kritische Zahl n sein soll. Die Zahl der unter diesen Bedingungen sektindlich
gezihlten Trépfchen nennen wir Keimbildungshiufigkeit!. Bei diesem Vorge-
hen wird sich innerhalb des Gefdf3es eine stationdre Verteilung von Trépfchen
verschiedener Grofie einstellen, die wir ndher zu betrachten haben. 7, sei die
Anzahl derjenigen Tropfchen, welche gerade v Molektile enthalten. In unse-
rem Gefaf3 ist also speziell Z; die durch Zufuhr konstant gehaltene Zahl der
freien Dampfmolekiile, wihrend Z, durch unser Vorgehen auf Null gehalten
wird. J sei die Zahl der sekiindlich gezdhlten Troépfchen; wir kénnen J als
einen stationdren Strom betrachten, welcher durch alle Z hindurchfilief3t.

Es sei nun:

'Diese in der Literatur tibliche prignante Ausdrucksweise ist insofern etwas irrefithrend,

als die Zahl der sektindlich wirklich gebildeten Keime gerade doppelt so grof ist. Denn fiir
jeden Keim besteht eine gerade 50%-ige Wahrscheinlichkeit, weiter zu wachsen oder zu
verdampfen.



3 Fliissigkeitskeime

q,dt die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass von einem cm? der Ober -
flache eines Tropfchens der Molektilzahl v in der Zeit d¢ ein
Molektl wegfliegt,

apdt dagegen die Wahrscheinlichkeit daftir, dass aus dem
Dampfraum auf einer Oberfliche von 1 cm? ein Molekiil
kondensiert,

F, die Oberflache eines Tropfchens mit » Molektiilen und
7! = 7,F, die gesamte Oberflache aller Tropfchen mit v Molekiilen?.
Dann gilt fir unseren Strom
J=ayZ, | —q,Z,  furallev.

Wir bezeichnen noch a
0

v
und haben dann unsere Ausgangsgleichungen
/ ! J
ZV = Zy—lﬁV - _Bu . (32)
Qo

Die durch (3.1) eingefiihrten Zahlen g wachsen monoton mit wachsendem v.
Fur die kritische Molektilzahl v = n wird gerade 3, = 1. Bedeutet insbesondere
r, den Radius des Tropfchens mit v Molektilen, so wird nach (2.2)

:& 20M(L_i)

/Bl/ — eg@T’ ™o rv /), (3.3)
Pv
Den hier im Exponenten auftretenden Faktor werden wir weiterhin mit
20M
= 3.3a
“ oXT ( )
bezeichnen.
Um nun aus den Gleichungen
J \
Zl,/—i-l = ZL@,H — —fui1,
Qo
Zys = Zrfhova = B
v+2 v+1MFv+ ao v+2 (32&]

7 =7 8,-2Ls,
ap

/

2Unglucklicherweise sind die Bezeichnungen Z/, und Z, in der Arbeit von Stranski und
Kaischew, (a. a. O.), gegenuber der Arbeit von Farkas vertauscht. Wir haben uns an die
Bezeichnung von Farkas angeschlossen.

10



3 Fliissigkeitskeime

die Zahlen 7] ,, 7], ,, ... Z,_, zu eliminieren, dividieren wir die erste durch
Bu41, die zweite durch (,,16,,2 usf., schlieBlich die letzte durch §,.16,.5 ... (s.
Wenn man danach alle so entstandenen Gleichungen addiert, so fallen alle

zwischen 7/ und 7! liegenden Z’-Werte heraus. Wir erhalten
Z! J ( 1 1

= Zl’, —— 1+ + + -
5u+15u+2 .- -55 Qo 5u+1 5V+1ﬁy+2

1
+Bu+1ﬁu+2 S ﬁs—l) ‘

Damit ist die Tropfchenbildungshdufigkeit J bekannt, sobald nur eines der
7' gegeben ist. Wir wollen dieses Losungsverfahren im Hinblick auf die Be-
rechnungen beim Kristallkeim noch etwas anders beschreiben. Durch die
angegebenen Multiplikationen nehmen die Gl. (3.2a) die Gestalt an:

Q=0 - JR;, (3.4)

mit 7 .
D, = — =t und R=—-—"———.
Bafs ... i aoB2PBs . .. Bi

Dabei entsteht die Grofe ¢; aus den entsprechenden Z’-Werten durch Di-
vision mit dem Produkt aller derjenigen J-Werte, welche beim sukzessiven
Aufbau des durch den Index i gekennzeichneten Tropfchens aus einzelnen
Molektlen auftreten. (Bei dieser Ausdrucksweise haben wir die Gleichungen
noch durch den gemeinsamen Faktor 5, - 8- -- 3, dividiert.) Die Schreibwei-
se (3.4) unseres Gleichungssystems besagt nun: Der Strom J fliet von dem
Punkte i nach dem Punkte i+1 unter Wirkung der Spannungsdifferenz ®,—®,,
und unter Uberwindung des Ohmschen Widerstandes R;. Denken wir uns
also eine Serienschaltung von Widerstanden R;, R, usw., so konnen wir den
ganzen Keimbildungsstrom J auffassen als einen Strom, welcher durch eine
gegebene Potentialdifferenz durch diese Kette hindurchgetrieben wird:

J(R,+Ryy1+--+Rp1) =P, — D5

(3.4a)

Nun ist ¢, direkt gleich Z] und &, gleich Null. Unsere ganze Aufgabe besteht
also darin, die einzelnen Teilwiderstdnde zu addieren. Nun beachten wir, dass
die einzelnen f,-Werte in solcher Weise anwachsen, dass (3, gerade gleich 1 ist,
wahrend die vorhergehenden alle kleiner und die nachfolgenden alle Grof3er
als 1 sind. Die Teilwiderstinde bestehen also bis zum Wert R, aus einem
Produkt von lauter Zahlen, welche Grofler als 1 sind; bei einem Weitergehen
uber R, hinaus treten dann immer Faktoren hinzu, welche kleiner als 1
sind. Infolgedessen haben die R;-Werte, aufgetragen als Funktion von i, ein
ausgepragtes Maximum bei : = n. Wegen der Bedeutung (3.3) der Grofien
lautet der exakte Ausdruck fiir einen Teilwiderstand R;.
1 .<;+;+...+%,i71>

Ri:—.ea rg ' T3 T™n
Qo

11
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Die hier im Exponenten auftretende Summe der reziproken Radien ersetzen
wir durch ein Integral tiber die Grof3e

g, =¥ = (3)é . (3.5)

n n

Die Integrationsvariable x bedeutet also das Verhaltnis eines hervorgehobenen
Tropfchenradius zum kritischen Radius. Durch Auflésen von (3.5) nach v
folgt:

v=(nz,)’; dv=3nz’dx
und daher
1 1 1 1 d 3 i 3
ry T3 T; Tn Jo=1 Ty Tn Ja 271,

Aufierdem wird
i—lzn(x?—x:f) .

Bezeichnen wir zur Abkiirzung noch

, an oF,

- 2r,  3kKT’

so resultiert fiir den Teilwiderstand R; der Ausdruck:

R — 1 A (3e2-227)~ (323 -203) } (3.6)

Qg

Die Summation uber die Teilwiderstiande ersetzen wir nun ebenfalls durch
eine Integration und erhalten

/ R,dv =3n - / S R(r)z’dz = o gt (ast-ad) / A3 2) g2,
1

x1 Qo x1

Der Integrand besitzt fiir =+ = 1 ein sehr steiles Maximum von der Grofe e*'.
Wir setzen daher z = 1+ ¢, also 322 — 22 = 1 — 362 — 2¢3 und erhalten damit fir
das Integral

eA’ ) /e—A’-(3§2+2§3) ' (1 +£)2 dé .

Den Verlauf des Integranden zeigt Fig. 3.1. Nun ist die Zahl A’ in den prak-
tisch interessierenden Fallen, wie wir nachher sehen werden, ziemlich grof3,
etwa gleich 20 bis 50. Wir kénnen daher ohne wesentlichen Fehler das obige
Integral ersetzen durch
+00
/ e 3VEE

12



3 Fliissigkeitskeime

Damit ergibt sich fir den Gesamtwiderstand (wenn wir im Exponenten noch
32?7 — 223 neben 1 vernachlédssigen):

_3n T
R_ao ”3A’6 : (3.7)

Die in dem thermodynamisch gewonnenen Ausdruck fiir die Keimbildungshau-
figkeit unbestimmt gebliebene Konstante K ist damit bestimmt. Wir erhalten
als Schlussergebnis

J = apZy . A’ €_A/' A — oF,

n 3 y — 3kT |

(3.8)

Gegen unsere Berechnung kénnte man einwenden, dass wir die Formel (2.1)
bis herunter zu Tropfchen von nur zwei oder drei Molektilen verwendet haben,
bei denen doch der Begriff der Oberflachenspannung vollkommen sinnlos
wird. Wenn man aber die in Fig. 3.1 gegebene Kurve fur die Teilwiderstande
betrachtet, so wird Klar, dass der resultierende Gesamtwiderstand ausschlief3-
lich durch die Teilwiderstande in der Umgebung von v = n bestimmt wird. Es
ist also praktisch belanglos, ob man die Teilwiderstinde am Anfang der Kette
etwa um einen Faktor 100 zu grof3 oder zu klein wahlt. Gl. (3.8) ist exakt iden-
tisch mit dem von Farkas® gefundenen Ausdruck, wenn man berticksichtigt,
dass die Konstante C bei ihm auf Grund ihrer Einfihrung (S. 239) die Bedeu-
tung 7] hat. Da Farkas nicht bemerkte, dass die Extrapolation seiner Formel
auf Tropfchen von nur 2 oder 3 Molektilen durchaus unbedenklich ist, hat er
die Bedeutung dieser Konstanten nicht erkannt.

Dagegen scheint uns die Rechnung von Kaischew und Stranski* nicht vollig
einwandfrei zu sein. Sie ersetzen Z,_, durch ddZVL. Fir die folgende Rechnung
ist das belanglos, da nie tiber diesen Differentialquotienten integriert wird. Es
verschleiert nur die Bedeutung ihrer Konstanten C, die einfach —Z7] ist. Sie
benutzen aber, im Gegensatz zu Farkas, auch fur grofle v die Rechenmetho-
de, erst zu logarithmieren und dann den Differenzenquotienten durch den
Differentialquotienten zu ersetzen. In dem Gebiet, wo ddZVL sehr Klein ist, ist
das sicher nicht zulassig, weil sich dort der Logarithmus sehr stark dandert
bei nur kleinen Anderungen in ddZVL .

Wir wollen die erhaltene Formel fiir J mit den Messungen von Volmer und
Flood tber die Nebelbildung bei der adiabatischen Expansion von Wasser-
dampf vergleichen. 7| ist nach Voraussetzung gleich der Gesamtoberflache
der freien Molektle. ayZ| bedeutet also die doppelte Gesamtzahl der gaskineti-
schen Zusammenstofie, welche sekuindlich zwischen den Z; Dampfmolektilen
erfolgt.

L. Farkas, Zeitschrift fiir physikalische Chemie 125. S. 236. 1926.
4R. Kaischew und I. N. Stranski, Zeitschrift fiir physikalische Chemie (B) 26. S. 317. 1934.

13



3 Fliissigkeitskeime

/? A L. Xﬂﬁﬁé’f?/
Sx“ Zx

Abbildung 3.1

Die Abhdingigkeit des Widerstandes R; vom relativen Trépfchenradius x;.
(Fir den Fall A’ = 10 und n = 100)

- - - -: Verlauf des Exponenten 3z? — 223

14
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Aus der freien Weglange [ und der mittleren Molekulargeschwindigkeit v folgt
also fur diese Stofizahl pro cm?® des Dampfraumes

a7, = NBI .
Da [ umgekehrt proportional der Konzentration N ist, so erhalten wir:
v

7l =N?*. —
a4y [()NO’

- I 8 TO 1 p2
V7R polo VM TVT'
1 p?

WM TVT'

N: Zahl der Dampfmolekiile pro cm?3;

=5-10%.

L: Loschmidtsche Zahl
p: Dampfdruck in mm Hg;

lo: Freie Wegldnge bei 0°C und Normaldruck.
Fir die Anzahl der Molektile im kritischen Tropfchen erhalten wir

47
n:—BQ

3

_ Am 20M139L
3 \oZ2T z) M7’

wobei In (ﬁ) = z gesetzt ist.
Speziell ergibt sich fur Wasser [p = 1gcm™3; 0 = 75 dyn/cm]

T\° 1
n betrigt bei den erreichbaren Ubersittigungen [z ~ 1,5] also ungefihr 100

Molektile.
Setzt man noch far A’ ein

v LoF, _4n Lo (20M 1)2

T 3KT 3 R#T Q%T.I
so erhalt man fiir J den Ausdruck:
2 5 /M\? 1
_ _ Pl _ (C e B
an—49+ln([OM3/203/2)+2:L’+21nx 17,7 (%) (Q) S (B8

Doo in mm Hg
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3 Fliissigkeitskeime

Wir vergleichen dieses Ergebnis mit den Messungen von Volmer und Flood
am Wasser fur die Temperaturen T von 260° und 275°. Unter dem Logarithmus
setzen wir fur alle Messungen 7' = 270°, p,, = 4mmHg, [, = 107° cm, ¢ = 75 dyn/cm.
Dann wird

31
InJ =525+ 2 +2lnz — 5,74 - 10° - (3) L
T x?
Die sich hiernach ergebenden Kurven von In J in Abhangigkeit von z sind in
Fig. 3.2 fir die Temperaturen

Ty =275,2° und T, = 261,0°

dargestellt. Nun besteht eine gewisse Unsicherheit darin, welchen Wert von .J
man als Kondensation bezeichnen soll. Wie die Figur zeigt, schneiden die
Kurven die z-Achse so steil, dass es bei der Bestimmung der kritischen
Ubersittigung fast nichts ausmacht, ob man schon J = 1(InJ = 0) oder
erst J = 10(InJ = 2,3) als deutlichen Nebel anspricht. Wahlt man etwa den
Schnittpunkt der Kurven mit der Geraden InJ = 1, so erhalt man die fol-
genden Werte fiir die kritische Ubersittigung, die wir mit den Messungen
vergleichen koénnen:

T o [dyn/cm] " Pn

Poo

berechnet berechnet | berechnet

Kurve 1 ... | 275,2 75,23 1,46 4,30 4,21

Kurve 2 ... | 261,0 77,28 1,64 5,14 2,03

A" ergibt sich zu 55 bis 56.

Bemerkenswert ist die Unempfindlichkeit der theoretisch errechneten Zahlen
gegen Fehler in der Berechnung von ¢(Z;. Selbst ein Faktor 10 an dieser
Grof3e wirde die Konstante 52,4 nur um 2, das Ergebnis daher praktisch gar
nicht andern.

Da in den Arbeiten von Volmer und Flood alle weiteren Messungen an anderen
Substanzen mit diesen Messungen an Wasser verglichen worden sind und
eine gute Bestitigung der Farkasschen Formel ergaben, so finden wir also,
dass unsere Formel (3.8) das gesamte vorliegende Versuchsmaterial recht
befriedigend wiedergibt.
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3 Fliissigkeitskeime

AnJ
7:2762° T-2610°
7 Z

5

5__

4{.__

3,__

2.__

/,___

72 N N Y O N B SR Y S B R

_;_ wouRrEE g7

.3__.

_#.ﬁ_

.5,__

Abbildung 3.2
In J als Funktion von z = In (ﬁ) ftir zwei Temperaturen, berechnet fiir Wasser
nach Gl. (3.8a)
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34 Die lineare Kette

Als Vorbereitung auf die Fragen des eigentlichen Kristallwachstums betrach-
ten wir in diesem Paragraphen den folgenden Vorgang: Gegeben sei als Unter-
lage die Rechteckflache A B C' D eines einfach kubischen Kristalls. Auf dieser
sei als Beginn einer neuen Flache eine Schicht von den Kantenldngen = und /
vorhanden und an dieser sei die

(I + 1)te Kette von der Lange =

im Ausbau begriffen. Wir betra-
chten das Wachstum dieser neu-
en Kette. In der Fig. 4.1 ist das
Stadium gekennzeichnet, in wel- 4
chem von der (/+1)ten Kette ge-
rade k = 3 Atome kondensiert
sind. Die Keimbildungsschwie-
rigkeit kommt hier dgdurch ZUm appildung 4.1

Aqulruck, dass bei der Anla- g, spezielles Wachstumsstadium des Kris-
ge einer neuen Kette das erste , ;o

und eventuell auch noch das

zweite und dritte Atom weniger fest gebunden sind als die darauffolgenden,
welche alle mit der gleichen Energie gebunden werden. (Wiederholbare Schrit-
te nach Kossel, Bindung am ,halben Kristall® nach Stranski.) Bei nicht zu
grofier Ubersittigung wird daher nach Ausbildung einer fertigen Kette ei-
ne erhebliche Zeit verstreichen, bis sich -als Anfang einer neuen Kette- ein
wachstumsféahiger linearer Keim gebildet hat. Wir bezeichnen mit ¢4, ¢s, . . . ¢,
...die Energien, mit welchen bei der sukzessiven Entstehung der Kette die
einzelnen Atome gebunden werden. Dann ist die Wahrscheinlichkeit g, dt, dass
infolge der thermischen Bewegung in der Zeit d¢ bei einer aus k£ Atomen be-
stehenden Kette das kte Atom verdampft, gegeben durch

g = F(T) - e ¥t . 4.1)

Dagegen ist die Wahrscheinlichkeit adt, dass sich ein weiteres Atom an die
Kette anlagert, unabhangig von k£ und allein durch den duf3eren Dampfdruck
gegeben. Wir nehmen an, dass ein Gleiten der Atome auf der Kristallober-
flache nicht stattfindet. Dann ist also ¢ im Wesentlichen gleich der Anzahl der
Dampfatome, welche sektindlich auf die Oberflache eines einzelnen Kristalla-
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4 Die lineare Kette

toms auftreffen. Die hier eingeflihrte Groéf3e a ergibt sich aus dem aq des § 3
durch Multiplikation mit der Atomoberflache. Wir setzen

a=F(T) e, (4.2)

wo also die Energie ¢ als Maf3 des duf3eren Dampfdrucks steht!. Der ganze
Mechanismus des Wachstums wird beherrscht durch die Zahlen

fro=— = (4.3)
4k

welche beim normalen Wachstum am Anfang der Kette (k = 1) wesentlich klei-
ner und fur grofere k etwas grofier als 1 sind. Wir werden weiterhin dieses
Verhalten im Anschluss an Stranski und Kossel dahin schematisieren, dass
wir (; als sehr klein gegen 1 betrachten und alle uibrigen g-Werte unter sich
gleich und Grofler als 1 annehmen. Zur Untersuchung des Wachstums einer
Kette betrachten wir den folgenden stationdaren Vorgang: In einem Raum, des-
sen Dampfdruck konstant gehalten wird, mégen sich eine sehr grofie Anzahl
von Kristallen befinden, welche sich in dem durch die Fig. 4.1 gekennzeich-
nete Stadien des Wachsens befinden. Bei diesen soll jedoch die im Ausbau
begriffene neue Kette alle moglichen Liangen und alle moéglichen Lagen an der
hervorgehobenen Rechteckseite besitzen. Wir nennen n, die Anzahl derjeni-
gen Kristalle, bei denen die neue Kette gerade die Lange k£ hat und sich in
einer speziellen Lage an der wachsenden Kante befindet. Entsprechend sei
ni+1 die Anzahl der Kristalle, die durch Anlagerung eines Atoms an einem
bestimmten Ende der Kette k£ aus den Kristallen der Sorte n; hervorgehen.
Unter dem Teilstrom .J' verstehen wir den sekiindlichen Uberschuss der
Wachstumsprozesse, welche von den n; Kristallen zu solchen der Sorte ny
fihren, tiber die Verdampfungsprozesse, die von n;,, zu n; fihren. Fiir diesen
speziellen Teilstrom gilt dann

J' = nga — N1 Qg1 - (4.4)

Nun bestehen fiir jede Kette zwei Moglichkeiten der Anlagerung eines neuen
Atoms, entsprechend ihren beiden freien Enden. Nur in den beiden Lagen der
Kette k, in denen ein Ende mit einem Ende der Unterlage zusammenfallt, be-
steht nur eine Méglichkeit der Anlagerung. Da fur die Kette k(z—k+1) verschie-
dene Positionen méglich sind, gibt es also im Ganzen 2(z —k+1) —2 = 2(z — k)
Teilstrome J', die insgesamt von allen Kristallen mit Ketten der Lange k£ zu
solchen mit Ketten der Liange k + 1 fihren. Dagegen gibt es im Falle des
Uberganges von ny nach n, nur z Teilstréme, entsprechend den » Anlage-
rungsmoglichkeiten des ersten Atoms der neuen Kette. Dieses Stromverzwei-
gungsbild ist fur z = 6 in Fig. 4.2 dargestellt.

IBeim absoluten Nullpunkt wiirde dafiir die Verdampfungswérme zu setzen sein. Allgemein
hat ¢ die Bedeutung eines thermodynamischen Potentials.
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4 Die lineare Kette

Wir machen nun die nicht ganz exakte Annahme, dass alle Teilstrome, die
von k nach k + 1 fihren, untereinander gleich sind.
Da ihre Summe den Gesamt-
strom J ergibt, ist also jeder
gleich

Aus Fig. 4.2 sieht man sofort,
dass diese Annahme wegen der
Kontinuitatsgleichungen zwi-
schen den Teilstrémen nicht  4=0 7 2 3 27 z

streng richtig sein kann. We-

gen (4.4) entspricht diese An- Abbildung 4.2

nahme der, dass alle Positio- Das Netz der Teilstrome fiir das Wachstum
nen der Kette k gleich haufig der linearen Kette

sind.

Unter dieser Annahme wird also der stationare Zustand durch die Gleichun-
gen beschrieben:

J
711:”051——‘&7
a z
J
.................. 4.5
J  Bri (5
nk-i—l:nkﬁk-l-l_%'z_k’
J
nz:nzflﬁz__'ﬁz'
2a J

Wir behandeln diese Gleichungen in der gleichen Weise wie in § 3 die Glei-
chungen der Tropfchenbildung, indem wir sie als Gleichungen fir den Strom-
durchgang durch eine Reihe von gegebenen Teilwiderstidnden auffassen. In-
dem wir die kte Gleichung durch das Produkt Py, = 31 ;... Bx41 dividieren,
bringen wir sie auf die Gestalt

Py =P — JRy, (4.6)

wo die einzelnen Potentiale und Teilwiderstande die Bedeutung haben:

N 1
T BB B T 2a(2—k)Bi. . By (4.62)
jedOCh (b() ="nNg, RO = i .
az
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4 Die lineare Kette

In unserem Bilde ist also das elektrische Potential eines speziellen Zustan-
des wieder gegeben durch den Quotienten aus der Anzahl n; der Kristalle
im Zustand k£ und dem Produkt P, = (5, 35... [, der 5-Werte aller in diesem
Zustand gebundenen Atome. Spezielle experimentelle Fragestellungen sind
gleichbedeutend mit entsprechenden Aussagen uber die an die Enden ange-
legte elektrische Potentialdifferenz. Es sei jedoch bemerkt, dass -im Gegensatz
zum elektrischen Bild- beim Wachstumsvorgang auch der Absolutwert der
Potentiale eine wohldefinierte Bedeutung besitzt:

sind namlich die Anzahl der Einzelprozesse, welche in der Zeiteinheit von &
nach k£ + 1 bzw. von k£ nach k — 1 erfolgen.

Als Anwendung von (4.6) betrachten wir nun die eigentliche lineare Keimbil-
dung sowie das Anwachsen der Rechteckschicht um eine ganze Kette.

A. Lineare Keimbildung. Zur Definition der Keimbildungshaufigkeit gehen
wir ebenso vor wie oben bei der Tropfchenbildung. Wir entfernen alle
diejenigen Kristalle aus dem Dampfraum, bei denen die Kette eine be-
stimmte, willkuirlich gewahlte Lange s erreicht hat. Es soll s sehr klein
gegen die Lange z der Kante sein. Die Zahl der sektindlich entfernten
Kristalle nennen wir lineare Keimbildungshaufigkeit. Wir setzen also
&, = 0 und haben

1
J:}—%q)g7 mit CI)OZTLQ

und

R=Ri+Ry+ -+ Ry

20 \z (2= (2—2)BiBs (z=—s+1)B1...01)

Mit der Spezialisierung 5, = 3 = --- =  und wegen s < z gilt also
R:L. 2+ 1 .(ﬁ3*2+65*3+...+1)
2az B2

1 Bl 1 >
=— 24 5= ] -
2az ( (6—1)p1p572
Wenn wir die 1 neben 3*~! und die 2 neben 1/, vernachldssigen, haben
wir R = ;- £ also die Haufigkeit der linearen Keimbildung an einer

2az (B—1)p1°
der ny Kanten, unabhéangig von s,
J -1
EAR LY 4.7)
No
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4 Die lineare Kette

Den gegen 1 kleinen Faktor 2221 . 3, kann man auffassen als Wahrschein-
lichkeit daftir, dass eines der auf die Kante auftreffenden Atome (deren
Zahl pro Sekunde ja az betragt) zu einer neuen Kette auswachst.

B. Die Anlagerung einer ganzen Kette von der Léinge z. In diesem Falle ha-
ben wir tiber alle Teilwiderstidnde von R, bis R,_; Zzu summieren:

J-(Ro+Ry+-+ R.q) =0 — @,

oder

P WS S S S A S
2 \z (z=1)81 (2—2)B15 BiBa.. Bcn) 0 BiBa... B

Hier kénnen wir den ersten Teilwiderstand 2/ neben dem nichsten

m stets vernachldssigen. Setzen wir wieder 5, = --- = 3, = [, so
haben wir also mit der Abktiirzung
62 53 BZ 1
—_— 4 — : 4.
(B+ TR — (4.8)
z—1 ‘]
n, = nOﬁlB - _Sz . (49]
2a

Die Summe S, lasst sich nicht elementar auswerten.
Wir benutzen im Folgenden als Naherungswert
s.9) = (4.82)
z-InfB’
zu dem man durch die folgende Betrachtung gefihrt wird: Ersetzt man
die Summe (4.8) durch ein Integral, so wird

SN/—dx

und daraus mit der Substitution z = 2z — m

Bz In 3(z—1) e~V

S, = . _c
z-Inp J -5

dy .

Unser Naherungswert ergibt sich, wenn wir % neben 1 vernachlassigen,
was allerdings in der Ndhe der oberen Grenze des Integrals nur eine gro-
be Naherung darstellt. Die Gl. (4.9) gestattet uns, die Anlagerung einer
ganzen Kette z als einen Elementarprozess zu behandeln. Es tritt nur
an die Stelle der fiir den wirklichen Elementarprozess gultigen Gl. (4.4)

die Beziehung
J =n¢A, —n.B, . (4.10)

22



4 Die lineare Kette

Dabei ist ) -
A, :%QQaz-lnﬁﬁ,
) A (4.10a)
B, :S—a ~2az-InBp*.2

A, hdngt nur schwach von z ab, wahrend B, exponentiell mit > abfallt.
Beide Grofien werden einander gleich fiir einen kritischen Wert von z,
den wir mit m bezeichnen, und welcher definiert ist durch

1

BBt =1 oder ﬁﬁ =" (4.11)

m ist diejenige Kettenldnge, welche mit dem dufleren Druck gerade im
Gleichgewicht steht. Nach (4.3) ist die Definition (4.11) von m gleichbe-

deutend mit
o1+ (m—1)p =my

oder (4.11a)

1

p-t=—(p—p).
m

Die mittlere Verdampfungsenergie der ,kritischen Kette m*" ist gleich der

den aufleren Dampfdruck kennzeichnenden Energie .

2Bei dieser Rechnung ist angenommen, dass niemals zwei Keime gleichzeitig an derselben
Kette vorhanden sind und dann zu einer Kette zusammenwachsen. Wenn z nicht extrem
grop ist, ist diese Annahme wohl berechtigt.
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395 Der Flachenkeim

Die GI. (4.9) gestattet uns, eine Kette der Lange z als ein Element zu betrach-
ten, durch dessen Anlagerung oder Verdampfung die Bildung von Flachenkei-
men oder ganzen Rechteckplatten beherrscht wird. Wir behandeln in diesem
Paragraphen, 4hnlich wie vorhin bei der Kette, die Bildung eines Flachenkeims
auf einer gegebenen Unterlage von den Kantenlangen i und k. Ein spezielles
Stadium dieses Wachsens ist in Fig. 4.1 dargestellt.

Wir bezeichnen mit ¢, die Bindungsenergie eines einzelnen Atoms auf der
glatten Unterlage (.Bindung an einen Nachbarn®). ¢; und ¢ sollen die gleiche
Bedeutung haben wie im § 4. Dementsprechend haben wir nun drei Zahlen:

Yo~ P1=% =1

Bo=err | fi=e T, f=¢FT . (5.1)

Die Energie, welche noétig ist, um die ganze Platte (i, k) von der Unterlage
abzul6sen, ist also:

ot (i+k—=2)p1+ (@ —1)(k—1)p.

Aus der Annahme, dass f; = 55 = --- = (§ alle untereinander gleich sind und
unabhingig von der Stellung des angelagerten Molektils auf der Unterlage,
folgt notwendig die Bedingung

o+ = 2p1

und damit auch

BoB = 57 . (5.1a)
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5 Der Fliachenkeim

Die gesamte Bindungsenergie eines Gebildes muss namlich von dem Wege,
auf dem der Aufbau erfolgt, unabhingig sein.
Betrachte ich nun speziell ein Gebilde von 3
Atomen auf der Unterlage wie in Fig. 5.1, so
ist bei der Anlagerung in der Reihenfolge 1,
2, 3 die Bindungsenergie ¢, + ¢o + ¢, dage-
gen bei der Reihenfolge 1, 3, 2 ¢y + v1 + 1.
Die Gleichheit ergibt obige Beziehung. Die Ver-
dampfungsenergie der ganzen Platte (i, k) wird
somit

ik — (i + k) (¢ — 1)

Eine Siule vom Querschnitt i x £ bestehe nun
aus [ ganzen Atomschichten, auf denen als An- Bof =
lage der (I + 1)-ten Schicht sich ein Rechteck s X z beﬁnde Wir wollen das
Auswachsen dieses Ansatzes zur ganzen Schicht untersuchen. Die Betrach-
tung verlauft ahnlich wie die des § 4. Wir denken uns wieder sehr viele
Exemplare von Sdulen mit Rechtecken von allen méglichen Gréf3en und La-
gen. n, , sei die Anzahl von ihnen, bei denen der Keim (s, z) eine spezielle Lage
auf der Unterlage besitzt. Die Anzahl der méglichen Lagen betragt offenbar
(i — s+ 1)(k — z+ 1). Die Gesamtzahl Z, . der Sdulen mit einer Platte (s, z)
ware also ns . - (i — s+ 1)(k — z + 1), wenn wir, entsprechend der Annahme
in § 4, annehmen, dass jede Stellung des Rechtecks (s, z) auf der Unterlage
gleich haufig vorkommt. Fur den Strom J; ., welcher von s,z nach s+ 1,2
fahrt, bestehen im Ganzen 2(i — s)(k — z + 1) Moglichkeiten, namlich je 2 far
jede spezielle Lage des Rechtecks (s, z) mit Ausnahme derjenigen Lagen, bei
denen es links oder rechts am Rande liegt. In diesen Fallen besteht nur eine
Moglichkeit zur Anlagerung einer neuen Kette. Wir nehmen wieder an, dass
diese 2(i — s)(k — z + 1) Teilstrome, welche alle von s,z nach s + 1,z fiihren,
unter sich gleich sind.

Um nach diesen Festsetzungen das Wachsen des Flachenkristalls mit unserer
obigen GI. (4.9) zu beschreiben, haben wir darin n, durch n,., ., ny durch n, .
sowie J durch m zu ersetzen. Weiterhin wollen wir mit J; , den Strom
von (s,z) nach (s, z + 1) bezeichnen. Im stationdren Zustand wird danach das
Flachenwachstum beherrscht durch die Gleichungen:

Abbildung 5.1
Zur Ableitung der Beziehung

Js,z

Ngt1,2 = N zﬁlﬂZ71 - : Sz
’ ’ 4a(i — s)(k — 1
s,z2=1,2,... alé S?](, @ +1) (5.2)
s—1 S, 2
8,2 = s, 2 - ; . Ss
Mol = NP0 = o N )
Dagegen gilt:
J
ni = npofo — — Bo - (5.2a)
atk
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5 Der Fliachenkeim

Wir beschreiben nun den Inhalt dieser Gleichungen durch eine Betrachtung
in der s — z-Ebene (Fig. 5.2):

Ein bestimmter Gitterpunkt s, z reprasentiere die durch die Kanten s und =
gegebenen Kristallite. In der Figur entspricht z. B. der Punkt A den Kristalliten
3 x 2. Der Strom J; , fliet dann horizontal

von s,z nach s + 1,2, J;  dagegen vertikal

nach oben von s,z nach s,z 4+ 1. Das gan-
ze Gitter reicht bis s = ¢ und z = k. Wir 7
haben also einen Gesamtstrom J zu bere-
chnen, welcher bei (0,0) eintritt, sich nun
nach Mafigabe der GIl. (5.2) in Teilstrome
Js,. und J_ , verzweigt. Diese Bemerkung
legt es nahe, die ganze Fig. 5.2 als das Bild
eines materiellen Drahtnetzes zu betrach-
ten, durch welches unter der Wirkung ei-
ner bestimmten elektrischen Gleichspan- 700 0

nung ein Strom J flieBt. Zur Durchfihrung 72 3 4 5 6 Ve
dieses Bildes mtissen die einzelnen Gl. (5.2)
auf die Form des Ohmschen Gesetzes:

™

\t\s§[~)‘§\h

Abbildung 5.2

Das Stromnetz fiir das Wachstum
By, =0, ,—J,.R der Fldche. Punkt A: Rechteck 3 x
s+1, 2z S,z s,z+ls, 2z 53 v .

Do =, . — TR (5.3) 2. GréfSe der Unterlage: 8 x 7
gebracht werden, welche den Strom in den einzelnen Drahtstticken des Netzes
der Fig. 5.2 beschreiben. Das gelingt, wenn man z. B. die erste Gl. (5.2) durch
das Produkt P aller derjenigen f-Werte dividiert, welche beim Aufbau der
Platte (s + 1, z) auftreten, d. h. also durch

Po1 .= 505£8+Z_1)55(2_1) )

Die Potentiale @, . und die Teilwiderstdnde R, . und R, , werden damit:

Ng, 2 Ng, 2

Pes = N i Po0 =100 5.3a
, PS’ P ﬁoﬂfs—'—z—?)ﬂ(s*l)(zfl) 0,0 0,0 [ ]
1 z
R57Z:4a,(’i—3)<k_z+1>'PS :
s+1, 2z (53b]
R 1 Ss

% da(i—s+ 1)k —z) P .1

Unsere ganze Aufgabe besteht nun in der Diskussion der elektrischen Eigen-
schaften des aus den Teilwiderstéanden (5.3b) aufgebauten Drahtnetzes. Dazu
fiihren wir fiir S, den Ndherungswert (4.8a) ein und haben dann

1 1

s " Tali 9k 21 Dz B g Vg e
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5 Der Fliachenkeim

Unter Einfihrung der durch (4.11) definierten kritischen Kantenlange m und
mit der aus (5.1a) folgenden Relation % = % = ™ wird der zweite Faktor von
obigem R, .:

Bmﬁm(s—f—z)—sz _ ﬁm+m2—(s—m)(z—m) )

Mit einem um 45° gedrehten Achsenkreuz (¢ in Richtung der Diagonale, (

senkrecht dazu):
s=o+C, (5.4)
z=0—( '

wird
(s =m)(z —m) = (60 —m)* = ¢*

also der in Frage stehende Faktor von R;_ .
ﬁm-i-m2 X 6—(0—771)2 . 6C2 '

Die Abhéangigkeit von ( besagt: Betrachte ich die Teilwiderstiande R, ., die
von einer Senkrechten zur Diagonale getroffen werden, so haben diese ein
scharfes Minimum auf der Diagonalen selbst (bei ( = 0). Entfernt man sich
um ein, zwei, drei Gitterpunkte von der Diagonale fort, so wachsen die Wi-
derstdnde um die Faktoren 3, 8%, 5% usw. Praktisch ist also nur die Diagonale
s 2 » unseres Gitters leitend. In Richtung der Diagonalen (Anderung von o bei
¢ = 0) dagegen hat der Widerstand ein ebenso scharfes Maximum bei 0 = m, d.
h. bei der kritischen Kantenldnge. Hier sinken die Teilwiderstiande bei Entfer-
nung von diesem Punkte auf den 37!, 5=, 37%-ten Bruchteil, wenn man sich
um ein, zwei, drei Gitterpunkte von ¢ = m entfernt. Der ganze Strom muss
also entlang der Diagonale in einer durch den Faktor 3¢ gekennzeichneten
engen Schlucht flieBen, welche ihrerseits bei ¢ = m liber einen sehr steilen
Pass hintiberfiihrt.

Der pauschale Widerstand R unseres ganzen Drahtnetzes konzentriert sich
also praktisch auf den Widerstand

1
dati—m)(k—m+Dm-In8

auf der Passhohe. Dabei ist nattirlich vorausgesetzt, dass die Stelle s = z =m
noch wesentlich innerhalb des Gitters liegt. An diesem Ausdruck fiir R kdnnte
eine nidhere Betrachtung der Verzweigungsverhaltnisse in der unmittelbaren
Umgebung der Stelle m, m nur noch einen von 1 nicht sehr verschiedenen Fak-
tor beitragen, der aber fir unsere Zwecke bedeutungslos ware. Wir kénnen
nun, genau wie bei der Kette in § 4, die beiden Fragen nach der Haufigkeit der
Bildung von Flachenkeimen sowie nach dem Anwachsen der Rechtecksdule
1 X k um eine ganze Schicht beantworten.

m—&-m2

R~ Ry = (5.5)
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5 Der Fliachenkeim

A. Die Bildung von Fléichenkeimen auf einer Rechteckunterlage. Zur Bestim-
mung der Keimbildungshéaufigkeit wollen wir alle diejenigen Sdulen aus
dem Dampfraum entfernen und zdhlen, bei denen etwa die Kantensum-
me s + z einen willkuirlich vorgegebenen Wert s + 2z = n erreicht hat, d. h.
in unserem elektrischen Bild: Wir Erden die auf der Geraden s+ z = n lie-
genden Gitterpunkte. Dabei setzen wir noch fest, dass der Sattelpunkt
s = z = m noch innerhalb des so abgeschnittenen Dreiecks liegt und
dass andererseits n und daher auch m noch sehr klein gegen die Kanten
¢ und k der Unterlage sein soll. Dann wird in gentigender Naherung:

R = m g+’ - also der Keimbildungsstrom fiir einen einzelnen der
no Kristalle
J 2
— =daikm-Ingpg~"""" . (5.6)
No

Die beiden hier noch auftretenden Zahlen 5 und m sind nach (4.11)
durch die Relation ™ = e# miteinander verknuipft, mit deren Hilfe
man also eine der beiden aus (5.6) eliminieren kann. Elimination von
liefert

J — m(p—p —P
n—0:4az'k:90kT901 ce Y L T (5.6a)

Hier steht, wie es sein muss, in der ersten e-Potenz die

halbe freie Randenergie
kT ’
denn (¢ — ¢;) ist die freie Randenergie pro Atom, 4m - 3(¢ — ;) also
die ganze freie Randenergie. In der zweiten e-Potenz steht die bei Bil-
dung einer Kette (an ihren beiden Enden!) vorhandene Fliachenenergie.
Der Faktor vor der bereits thermodynamisch geforderten e-Funktion ist
uberaus einfach: Seine Gréfienordnung ist bestimmt durch die Anzahl
aik der sekundlich auf die Platte ik auftreffenden Dampfatome. Der

dann noch verbleibende Faktor 2¢-£1) jst nahezu gleich Yerd2mplungswirme
Er hat fiir die allein interessierende Gréf3enordnung von J keine Bedeu-

tung.
Dagegen liefert die Elimination von m aus (5.6), wenn wir noch m + 1
durch m ersetzen:

(p—1)>

J = 4aik% . HTEIE (5.6b)

Diese Gleichung liefert die Abhéngigkeit des Stromes J von der experi-
mentell direkt gegebenen Uberséttigung .

B. Bei der Bildung einer ganzen Platte i x k haben wir das ganze rechteckige
Drahtnetz zu betrachten, bei welchem der Strom J an der Stelle (0,0)
zugeftihrt und bei (i, k) abgeleitet wird:

q)0,0 - q)z',k = JEi,k7
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5 Der Fliachenkeim

wenn wir mit R; , den pauschalen Widerstand des ganzen Rechtecknet-
zes bezeichnen. Fur uns ist wieder allein der Fall von Interesse, wo der
Punkt (m,m) noch innerhalb des Netzes liegt, R@ ; also nach (5.5) durch
R, . ersetzt werden darf. Wenn wir auch in dem Produkt P; , noch von
den Relationen (3,3 = 3? und B‘% = (™ Gebrauch machen, so wird

ST+2— S— zZ— S—m)lz—m _m2
pw:ﬁong 2)5( DE-1) = gls=m)e—m)

Nach (5.3) und (5.5) wird also:
Ber(ifm)(kfm)

4a(i —m)(k —m)m -Inf 6.7

My = ng,oB0METIM g

Auf Grund von (5.7) kénnen wir fortan die Anlagerung einer ganzen Plat-
te als Elementarprozess behandeln. Die daftir giiltige Gleichung lautet:

J = no,04i k — i 1 Bi k- (5.8)

Darin ist

Aii = 4a(i —m)(k —m)m - n g g7 } (5.8a)

m2—(i—m)(k—m
Byj = Ay fr=immim

Beide Grofen sind einander gleich far m? — (i — m)(k — m) = 0 oder
ik = (i + k)m. Fir quadratische Platten, die spiter beim Wachstum
des rdumlichen Kristalls praktisch allein auftreten werden, folgt dar-
aus i = k = 2m. Erst wenn die Kantenlange der Platte also doppelt so
grof3 ist wie die kritische Kettenldnge m, ist ihre Wahrscheinlichkeit fur
Verdampfen und Kondensieren gleich grof3. Nattirlich war dies Ergebnis
schon vorauszusehen aus der Tatsache, dass der Gleichgewichtsdampf-
druck durch die mittlere Verdampfungsenergie bestimmt ist; dies wurde
bereits von Stranski und Kaischew angegeben. Wir beachten noch, dass
A von ¢ und k£ nur schwach abhangig ist, wahrend B;; mit wachsender
Grof3e der Platte rapide abnimmt.

lAuch hier ist wieder Mehrfachkeimbildung ausgeschlossen worden. Fur sehr grofe i und
k gilt Obiges also nicht mehr.
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56 Der Kristallkeim

Nach diesen Vorbereitungen ist es leicht, die Keimbildungshaufigkeit fur
raumliche Kristalle quantitativ zu behandeln. Wieder denken wir uns in ei-
nem Dampfraum eine grofle Anzahl von kastchenférmigen Kristallen aller
moglichen Kantenldangen ¢, k, [ in stationarer Verteilung derart, dass der
Dampfdruck konstant gehalten wird und dass alle Kristalle, sobald sie eine
bestimmte Grofie erreicht haben, aus dem Raum entfernt und gezahlt werden.
Zi 1,1 sei die Zahl der Kristalle mit den Kantenlangen i, £, [. Diese kénnen z.
B. durch Anlagerung einer Platte (k,!) in Kristalle (i + 1, k, ) ibergehen, und
zwar kann diese Platte an zwei verschiedenen Seiten des Kastchens angela-
gert werden. Das Gesetz flir diesen Vorgang haben wir in (5.7) ermittelt. Wir
haben nun n; , durch Z;,, ;. ;, no o durch Z; , , und i,k durch k,[ zu ersetzen,
sowie J durch 3 J; j,;. Dann wird

J Bm-l—(k—m)(l_m)
Zoosvr = 7, 4 flm=m—m? ikl 6.1
11, k,1 k1B 8a(k —m)(l—m)m-Ing3’ 61

wo nun J; ;. ; denjenigen Teilstrom bezeichnet, welcher von ¢, k,l nach i + 1, k,{
fahrt. Nach dem bereits mehrfach benutzten Verfahren kénnen wir (6.1) wie-
der auf die Form

Cit1,k1 = Pikt — Ji k1 Rk (6.2)

bringen und als elektrische Strémung in einem rdumlichen Drahtgeflecht
deuten, dessen Gitterpunkte das Potential @,  ; besitzen und in welchem R, ;. ;
der Ohmsche Widerstand desjenigen Drahtsttickes ist, welches von ¢, k, [ nach
i + 1, k,1 fiihrt. Der Ubergang von (6.1) zu (6.2) wird wieder dadurch erreicht,
dass man (6.1) durch das Produkt P,., ; ; aller derjenigen 5-Werte dividiert,
welche beim sukzessiven Aufbau des Zustandes (i + 1,k,l) aus (i + 1) - k-1
einzelnen Atomen auftreten. Denn der in (6.1) bei Z; ;; stehende Faktor ist
ja gerade das Produkt P, ; der j-Werte fur diejenige Platte (k,[), welche bei
der betreffenden Reaktion neu hinzukommt. Das Produkt P, ; ; kénnen wir in
folgender Weise aufbauen: An ein einzelnes Atom lagern wir je in Richtung
der Koordinatenachsen freie Sdulen von i—1, k—1, [—1 Atomen an, von denen
jedes den Faktor f, liefert. Dann werden die so aufgespannten Rechteckseiten
ausgeftllt. Das liefert (i — k)(k—1)+(k—1)({— 1)+ ({ —1)(: — 1) mal den Faktor
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6 Der Kristallkeim

p1. Dann kommt (i — 1)(k — 1)({ — 1) mal der Faktor 5. Im Ganzen also
Pi,k,l _ 5(()i+k+173)Bii—l)(kf1)+(k71)(l—1)+(l71)(i—l)ﬁ(i_l)(k_l)(l_l) .
Aus den Beziehungen g—? = % = ™ erhalt man dafur leicht

P. bl = 6—m(ik+kl+li)+ikl+3m—1
Z7 b -
und

Pigi ki =PFigi- ple=m)(i=m)=m?

Durch Division mit dieser Grof3e erhalten wir in (6.2), als Faktor von J; i,
den entscheidenden Ausdruck fiir den Teilwiderstand

1 o
Ri — . pm(ik+kl+li)—ikl+m® —2m+1 ] 6.3
! 8a(k —m)(l —m)m -Inp P (6.3)

Um das Verhalten des Exponenten besser zu tibersehen, denken wir uns vom
Punkte ¢, k, [ des Drahtsystems das Lot auf die Raumdiagonale gefallt; 0,0, 0
sei der FufSpunkt dieses Lotes. Nunmehr setzen wir

1=0+ T1
k=o+ T2 (64)
l=0+ rs.
Nach Konstruktion ist dann
ri+ry+r3=0, (6.4a)
also auch . .
T2+ rary sy = =g (ri+r3+r3) = —57"2

Mit (6.4) und (6.4a) wird
z’k+kl+li:302—%r2,

ferner .
1kl = 0'3 — 50’7’2 + rirorsy .
Damit haben wir im Exponenten von (6.3)

1
m(ik + kl + 1i) — ikl = 30°m — o® + 5(0 —m)r? — rirors .
Wenn wir das praktisch unwesentliche Glied r,ryr3 vernachlassigen (wir be-
trachten die Umgebung der Diagonalen), so haben wir fiir R; ; ; wieder dhnliche
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6 Der Kristallkeim

Verhaltnisse wie frither in § 5 beim Fliachengitter. Der Faktor 52~ bewirkt
in dem hier allein betrachteten Gebiet ¢ > m einen so rapiden Anstieg des Wi-
derstandes beim Herausgehen aus der Diagonalen, dass der Strom praktisch
nur auf der Diagonale r = 0 flieBen kann. Auf der Diagonale selbst hat der
Faktor %"~ ein so ungeheuer steiles Maximum bei ¢ = 2m, dass entlang
der Diagonalen der ganze Spannungsabfall praktisch allein durch den einen

Teilwiderstand )

8am3 - In

bestimmt wird. Wegen @, ; ; = Z; 1, ist damit die Keimbildungsgeschwindig-
keit bestimmt zu

AmB+m2—2m+1
Rom, om =  glmm=2m)

J = 8a Z17171m3 -In g - 5(_4m3_m2+2m_1) . (6.5)

Wenn wir hier wieder 5 mit Hilfe der Relationen

B o1 ©— 1
m = — — @ kT ’ m - ln —
b 51 b kT
eliminieren, so wird
_ m2 (o mlo— _
J = 8a Zl, 1’1’]77,2%0 ]{;Tgpl . 674 (I:;“ £1) e (iTwl) e Wkal '(2_%) . (6.53.)

Die fiir die Gré3enordnung von J entscheidenden Faktoren sind aZ; ; ; sowie
die erste der drei e-Funktionen. a7, ; ; ist im Wesentlichen (wie der Faktor a(Z]
in GI. (3.8) bei der Tropfchenbildung) wieder die Anzahl der gaskinetischen
Zusammenstofie pro Sekunde. Die erste e-Potenz ist gleichbedeutend mit dem

Faktor ¢~ %+ der thermodynamischen Formel (2.5). In der Tat ist 1(¢ — ;) die
Oberflachenenergie pro Atom, die gesamte Oberflachenenergie des Wiirfels
von der kritischen Kantenlédnge 2m also gleich (2m)?-6-3(¢—¢1) = 12m*(¢—¢1);
der dritte Teil davon steht, wie es sein muss, im Exponenten. Der Exponent
der zweiten e-Funktion bedeutet, wie wir in § 5 gesehen haben, %m far
einen kritischen Flachenkeim. Dieser Faktor tritt in dhnlicher Weise auch bei
Stranski und Kaischew auf. Allerdings héangt sein Auftreten von der genauen
Kenntnis der Zahl m ab, wie man daran erkennt, dass man in (6.5) das Glied
mit m? vollig zum Verschwinden bringen kann, wenn man m durch m — 3
ersetzt. Fur die Frage nach der kritischen Uberséittigung wollen wir die zweite

e-Funktion und erst recht die dritte auf3er Betracht lassen.

32



§7 Die Ostwaldsche Stufenregel

Die Ostwaldsche Stufenregel besagt, dass bei der Keimbildung aus einem
ubersattigten Dampf sich im Allgemeinen zuerst die fliissige Phase ausschei-
det, selbst dann, wenn die Temperatur des Dampfes wesentlich unter dem
Gefrierpunkt liegt. Unsere Ergebnisse tiber die Keimbildung fur fliissige (3.8)
und feste (6.5) Keime gestattet uns eine theoretische Begriindung sowie eine
quantitative Verscharfung dieser Regel. Wenn wir in (6.5a) die beiden letzten
e-Funktionen fortlassen und auch hier die Bezeichnung

oF _ 4m2(go — 1)
3kT kT

fiir den Volmerschen Exponenten der Gl. (2.5) einflihren, so wird nach (6.5a)
beim Kristallkeim

A// —

Kristall: JKr =2 aZl,l,l -A” €7AN .
Dagegen hatten wir in (3.8):

A A’ /
Tropfchen: Jp = el O \—e .
n 3T

Die Zahl 7| war nach § 3 die Zahl der Dampfmolekiile, multipliziert mit ihrer
Oberflache. Da nach § 4 a aus gy hervorgeht durch Multiplikation mit der
Atomoberfldche, sind aZ;;; und ¢¢Z] grofenordnungsmafig gleich. Also er-
scheint der Faktor K von (2.5) fiir die Tropfchenbildung um 1/n kleiner als fiir
die Kristallbildung, wo n die Molektilzahl des Keims bedeutet. Obwohl » in der
Grofenordnung 100 liegt, ist dieser Faktor fiir die Frage nach der kritischen
Uberséittigung nicht entscheidend. Zudem wiirde er durch den bei Jk, fort-
gelassenen Faktor 3~ stark iiberkompensiert werden. Der Faktor A” bzw.

,/% macht noch weniger aus. Solange man also keine direkten Messungen

von J im Auge hat, sondern sich nur fiir die Gréof3enordnung der kritischen
Uberséttigung interessiert, haben wir also das einfache Ergebnis: Der Faktor
K in der Volmerschen Keimbildungsformel ist einfach gleich der Zahl der gas-
kinetischen ZusammenstofSe, sowohl beim Trépfchen wie beim Kristall. Diese
Aussage gilt, wie wir in §§ 4 und 5 gesehen haben, auch noch fiir lineare und
flachenhafte Keime; nur ist hier nattirlich als Stof3zahl die Zahl derjenigen
Sto3e zu betrachten, welche sektindlich die Unterlage treffen.
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7 Die Ostwaldsche Stufenregel

Als entscheidende Ursache fiir die Gultigkeit der Stufenregel bleibt dem-

nach lediglich der Umstand, dass in der Grofie % die zu einer bestimm-
ten Ubersattigung gehorige Oberfliche F des Keims beim Wriirfel grofer ist
als bei der Kugel. Nicht der kristalline Aufbau ist entscheidend, sondern
nur der Unterschied in der Gestalt. Wir wollen deren Einfluss berechnen
unter der Annahme, dass sowohl das Molekularvolumen v wie auch die Ober-
flachenspannung o fiir Flissigkeit und Kristall den gleichen Wert besitzen.

Ist ' = Cn?/? die zur Molekiilzahl n gehorige Oberfliche, so ist nach (2.1),
wenn wir zur Abktirzung noch In (%) mit x bezeichnen,

dF 2 oC®?
M=o g =3 e
die zu z gehorige Oberflache also
4 0P
9 (kTx)?’

Nun ist mit dem Keimvolumen V' bei der Kugel (Radius r):

47 3\%?
V=nv=—r3 also F=4r- | — 3?3
3 4

beim Wiirfel (Kantenldnge a):
V =nv=2d’ also F = 60v"3n?3.

Also ist fur die Kugel
C? = 36mv?

und fir den Wirfel

Die zum gleichen z gehorige kritische Flache ist also beim Wiirfel um den
Faktor & = 1,91 grofer als beim Tropfen. Will man in beiden Fallen gleich
grof3e Keimbildungshdufigkeit, also gleiche Werte von F' haben, so muss

Lwiirfel C\?thrfel v
= & =4/1,91 = 1,38

LKugel Kugel

sein. Fir die kritischen Ubersittigungen selbst wiirde daraus die Bedingung

D D 1,38
() ™ G2) &
Doo / wrrfel P Kugel

folgen. Als Beispiel fur die Anwendung dieser Relation wollen wir untersuchen,
bei welcher Unterkiihlung kristalline und fliissige Keime mit vergleichbarer
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7 Die Ostwaldsche Stufenregel

Haufigkeit auftreten. Es sei p; der Sattigungsdampfdruck der fliissigen und
p2 derjenigen der festen Phase. Dann lautet nach (7.1) die Bedingung fir
vergleichbare Keimbildungshaufigkeit:

1,38
P (£>
D2 P1

Inp=1Inp; +2,6- (Inp; —Inpy) . (7.2)

(Die Zahl 2,6 ist gleich 1 : (1,38 — 1)). In der Fig. 7.1 sind schematisch die
Dampfdruckkurven Inp; und Inp, als Funktion von 7" dargestellt. Die Kurve
far Inp wirde dann nach (7.2) etwa den durch die gestrichelte Kurve ange-
gebenen Verlauf haben. Unterhalb dieser Grenzkurve sind mehr kristalline,
oberhalb dagegen mehr fliissige Keime zu erwarten. Diese theoretisch inter-
essante Feststellung ist jedoch fiir die Praxis so lange bedeutungslos, als die
Keimbildungshaufigkeit noch unterhalb einer der Beobachtung zugianglichen
Grenze liegt. Man muss daher noch (in der Figur punktiert) nach dem Mus-
ter von § 3 die Kurve desjenigen Druckes ermitteln, bei welchem tberhaupt
eine Bildung von Flussigkeitskeimen in beobachtbarer Menge stattfindet. Der
Schnittpunkt A beider Kurven kennzeichnet diejenige Temperatur 7,4, bei
welcher eine isotherme Steigerung des Druckes zu einer gleichzeitigen Ab-
scheidung von fliissigen und kristallinen Keimen fiithren wtirde. Unterhalb 74
wiirden nur feste, oberhalb nur flissige Keime zur Beobachtung gelangen.

Es kann naturlich auch der Fall eintreten, dass ein Schnittpunkt nicht
vorhanden ist. Dann gilt die Stufenregel uneingeschriankt!.

oder

1Ein solcher Fall scheint in dem von Stranski und Totomanow theoretisch behandelten
Fall vorzuliegen (Zeitschrift fiir physikalische Chemie (A) 163. S. 399. 1933)
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7 Die Ostwaldsche Stufenregel

>/

Abbildung 7.1

Zur Ostwaldschen Stufenregel. - - -: Kurve der Gleichhdufigkeit kristalliner und
flitssiger Keime. Oberhalb O A: Uberwiegen der fliissigen Keime. Unterhalb O A:
Uberwiegen der kristallinen Keime. . . . .. Kurve der Keimbildungshdufigkeit 1
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¢ 8 Das allgemeine Widerstandsab-
bild

Wie wir in den vorigen Paragraphen schon mehrmals ausfiihrten, lassen sich
die fir den Elementarprozess gultigen Gl. (4.4), bzw. (4.10) und (5.8) durch
Erweiterung mit einem geeigneten Faktor so umformen, dass sie sich als die
Kirchhoffschen Gleichungen eines geeignet gewahlten Drahtnetzes interpretie-
ren liefen. Es soll hier gezeigt werden, dass diese elektrotechnische Abbildung
in volliger Allgemeinheit fiir den Kondensations- oder Auflésungsvorgang von
jedem aus Atomen bestehenden Gebilde moglich ist. Wir nehmen wieder
an, dass in einem Behalter neben der Dampfphase eines Stoffes irgendwel-
che Bruchstiicke einer anderen Phase vorhanden seien. Wir nennen diese
Bruchstiicke im Folgenden wieder Kristalle, doch bedeutet das keine Be-
schriankung der Allgemeinheit. Durch dauernde Zu- oder Abfuhr von Dampf
und durch Entfernen oder Hinzufligen von Kristallen einer willkurlich vor-
gegebenen Grofie soll dafiir gesorgt werden, dass die Verteilung der Kristalle
verschiedener Grofe und Gestalt stationar erhalten bleibt.

Wir betrachten nun irgendeine ganz spezielle Sorte / von Kristallen, etwa die
von der in Fig. 8.1a dargestellten Form. Um einen solchen Kristall eindeutig
zu beschreiben, ist im Allgemeinen eine gréf3ere Anzahl von Parametern vor-
teilhaft, von denen ein einziger etwa die Zahl v der Atome in diesem Kristall
sei. Durch Anlagerung eines Atoms an einer ganz bestimmten Stelle dieses
Kristalls entstehe daraus ein Kristall der Sorte /] mit v + 1 Atomen. Es sei
J der sekiindliche Uberschuss der Wachstumsprozesse, die von I nach I
fihren, tiber die Verdampfungsprozesse, die von /I nach [ fihren. Sind n;
und n;; die Anzahlen der Kristalle der Sorte [ und /7 im stationidren Zustand,
so gilt fiir diesen speziellen Ubergangsprozess die Gleichung

J=nra—nrrqy41 - (8.1)

Darin sind a und ¢,,; die schon oft benutzten Anlagerungs- und Verdamp-
fungswahrscheinlichkeiten des Atoms an der betrachteten Stelle. Mit der

Abktirzung g,.1 = ﬁ erhalten wir wieder:

J
nrr = nrPus1 — i B+ - (8.2)
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8 Das allgemeine Widerstandsabbild

Zustand l 2ustand' Z
a .

Abbildung 8.1

Der allgemeinste Elementarprozess des Kristallwachstums. Anlagerung eines
Atoms an der hervorgehobenen Stelle von Zustand [ fiihrt zu Zustand I1.
Verdampfen des hervorgehobenen Atoms am Kristall 11 fiihrt zu Kristall I.

. e . . _ Pyt _% Pyt1-%
Wir fiihren wieder ein: ¢,.1 = Fip)-e - und a = Firy-e #7, also f,11 = e #7

Die Abldsearbeit ¢,,; wird dabei im Allgemeinen nicht nur von v, sondern
von allen Zustandsparametern der Zustande / und // abhéangen.

Nun denken wir uns den Kristall /7 sukzessive aus Einzelatomen aufgebaut.
Jedem der v + 1 Einzelprozesse ist dabei ein bestimmtes j3; zugeordnet. Die
einzelnen g; werden dabei noch davon abhingen, in welcher Reihenfolge die

Atome des Kristalls aneinandergeftigt werden. Das Produkt P aller j;
v+1

1
vt S iy

P = Hﬁz =e€ kT

v+1

ist dagegen nur von der Konﬁguratlon von Kristall /7 abhangig; denn die
gesamte Aufbauarbeit Z”+11 ¢; kann nicht mehr von dem Wege, auf dem der
Aufbau erfolgte, abhéangen.

Durch Division der Gl. (8.2) durch P erhalt man:

v+1
&, — Py =JR;. (8.3)
Darin ist zur Abkuirzung gesetzt
nr nir
O, = : d, = (8.3a)
7P 5 TP (11)
und L1
Ry = —- 8.3b
= B (8.3b)

IDer Faktor 3;, der an sich keinem Aufbauprozess entspricht, ist gleich 1 zu setzen, also

w1 ="1.
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8 Das allgemeine Widerstandsabbild

Jede mogliche Kristallform kénnen wir nun charakterisieren durch einen
Punkt im Raum der Parameter, die diese Form festlegen. Jedem moglichen
Ubergang I — II ordnen wir nun eine Drahtverbindung zwischen den Zu-
standspunkten I und /I zu, der wir den durch GI. (8.3b) gegebenen Wider-
stand erteilen. Dann kann man die GI. (8.3) als die Kirchhoffschen Gleichun-
gen dieses Drahtgeflechtes auffassen und ¢ als das zugehorige Potential der
Knoten in diesem Netz. Diese Deutung ist méglich, weil ® nur von dem Zu-
stand abhéngt, nicht von der Art, wie ich einen Kristall dieses Typs aufbaue.

Es ist naturlich nicht nétig, dieses Drahtgeflecht vieldimensional zu gestalten.
Da die Anzahl der moglichen Formen endlich ist, kann man im Prinzip mit
einem Parameter auskommen, der die moglichen Gestalten abzahlt. Fur die
Darstellung ist aber die Benutzung von zwei oder drei Parametern wie in §§ 5
und 6 bequemer, so dass das Netz eben oder raumlich wird.
Dies Drahtgeflecht ist nun selbst in einfachen Fallen schon recht kompliziert.
Bei den in §§ 5 und 6 behandelten Netzen sind immer schon sehr viele Drahte
wegen ihres hohen Widerstandes vernachlassigt und ganze Drahtgebilde zu
einem Widerstand zusammengefasst worden. Fiir die tatsachliche Berech-
nung hilft dieses allgemeine Abbild daher wenig. Hier soll nur noch gezeigt
werden, wie die Verteilung der Widerstdnde rein qualitativ aussieht.
Der Widerstand eines Drahtes hangt nur von seinem Anfangspunkt ab und
hat die Form:

1 vYp—=31_ 1 ¢

R=—--¢ kT

a
Darin ist die Grofie vy —> ., ¢, im Exponenten die aufzuwendende Arbeit, um
das dem Anfangspunkt des Drahtes entsprechende Gebilde auf reversiblem
Wege aus dem Dampfe zu erzeugen. Von allen Drahtverbindungen, die von
Kristallen mit » Atomen zu solchen mit »+1 Atomen ftihren, haben also diejeni-
gen Drahte die kleinsten Widerstande, die von den Kristallen mit der kleinsten
Aufbauarbeit ausgehen. Ob dieses Minimum in allgemeineren Féallen immer
so scharf ist wie bei dem oben behandelten Modell, bedarf jeweils besonderer
Untersuchung. Beim Fortschreiten langs des Weges des kleinsten Widerstan-
des von kleineren zu Grofleren Kristallen muss die Aufbauarbeit einmal einen
grofiten Wert erreichen, denn wahrend sie bei ganz kleinen Gebilden sicher
mit » anwachst, muss sie bei ganz grof3en v proportional mit v negativ belie-
big grof3 werden, sofern der Dampf tiberhaupt tibersattigt ist gegentiber den
sehr grofien Kristallen. Den Kristall, bei dem der Widerstand sein (absolutes)
Maximum erreicht hinsichtlich des Fortschreitens mit » und ein Minimum im
Vergleich zu anderen Drahten mit gleichem v, nannten wir mit Volmer Keim.
Der Widerstand an dieser Stelle hat den Wert

1 Ag

RKeim = —-ekrr (84&)
a

(8.4)

worin Ax die Keimbildungsarbeit ist. Wie man sieht, ist der sattelférmige Cha-
rakter der Widerstandsverteilung in der Nahe des Keims vom Modell vollig
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unabhingig. Die speziellen Modellvorstellungen liefern nur Angaben dartiber,
wieviel Drahte vom gleichen Widerstand im Sattelpunkt nebeneinander liegen,
wie scharf der Sattel ausgepragt ist und wie stark sich etwaige Nebenmaxima
in dem sonst noch sehr zackigen Verlauf des Widerstandes bemerkbar ma-
chen. Die Grof3enordnung des Gesamtwiderstandes zwischen zwei Punkten
mit sehr kleinem und sehr grofiem v wird dagegen schon durch Rk, allein
bestimmt.

Berlin -Charlottenburg, Institut fir theoretische Physik.

(Eingegangen 2. November 1935)
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