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Zur Theorie der periodischen Reaktionen,

Von
A. Lotka.

(Eingegangen am 31. 1. 10.)

Es liegt in der Natur des Massenwirkungsgesetzes, dass jede ein-
fache (isotherme) chemische Reaktion asymptotisch auf ihr Gleichgewicht
zulduft. Anders verhilt es sich in Systemen, in welchen mehrere Reak-
tionen gleichzeitig vor sich gehen. Hier tritt die Moglichkeit anderer
Formen der Anndherung an das Gleichgewicht auf. Ein besonderes Bei-
spiel dieser Art bietet einiges Interesse und soll hier kurz betrachtet
werden.

Fassen wir die folgenden Reaktionen ins Auge, deren jede (prak-
tisch) nur in der Richtung des Pfeiles verlaufen soll:

(1) a — A)
(2) A — B,
3) B C.

Die mit den grossen Buchstaben 4, B, C bezeichneten Stoffe sollen
in grosser Verdinnung (als Losung oder gasférmig) gegeben sein, der
Stoff o aber als (gesittigter) Dampf oder Losung in Beriihrung mit
einem Uberschuss der betreffenden kondensierten Phase. Ferner soll
die Geschwindigkeit der Umwandlung von @ in A4 klein sein im Ver-
gleich mit der Geschwindigkeit, mit welcher sich das Gleichgewicht
zwischen der kondensierten Phase und dem Dampf oder der Ldsung
herstellt, so dass die Konzentration dieser letztern als praktisch konstant
angesehen werden darf, und Diffusionseffekte ausser acht gelassen
werden konnen.

Die Gleichungen, welche die Anderungsgeschwindigkeiten der Kon-
zentrationen von 4 und B angeben, lauten dann:

dCA

W = .H—']Cch, (1)
d
=2 = he—hes, )

wobei H, k, und k&, Konstanten sind und ¢4 ¢p die iibliche Bedeutung haben.
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Es soll nun aber die Substanz B auf ihre eigene Bildungsgeschwin-
digkeit autokatalytisch einwirken, und zwar soll dieser Einfluss dem
allereinfachsten Gesetz folgen, so dass wir also in Gleichung (3) ein-
setzen konnen:

k, = kes. 3)
Auf diese Weise erhalten wir aus (1) und (2):
de
—d-ZA = —IGCACB, (4)
de -
_d_; = keqcp — kyCs. (5)

Die vollstindige Losung dieser Gleichungen, welche uns ein Bild
des ganzen Reaktionsganges geben wiirde, bietet Schwierigkeiten. Uber
die letzten Stadien aber, welche hier von besonderem Interesse sind,
kénnen wir uns leicht aufklaren.

Zunichst fihren wir zur Vereinfachung von (4) und (5) eine neue
Zeitskala ein und verschmelzen zugleich die Konstanten, indem wir setzen:

T = kt, (6)
h = —%7 (7)

Die Gleichungen (5) und (6) werden dann:

de
—d—]—f = k—CACB, (9)
d
__dcf; = (ca— K)es. (10)

Eine weitere Umformung ergibt sich aus der Uberlegung, dass
nach (9) und (10) ein stationérer Zustand eintritt, wenn:

Cyp =— K, (11)
CACp — KCB == h, (12)

Iso: h
2 s=5=1L. (13)

Anstatt mit absoluten Konzentrationen cs¢p zu rechnen, wollen wir
demgemiss mit den Uberschiissen:

x = cs—K, (14)
y=cz— L (15)
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der jeweiligen iiber die schliesslichen Konzentrationen operieren. So
erhalten wir endlich durch Einfiihren von (14) und (15) in (9) und (10):

d
— o5 =ay+EKy+ Lz, (16)
d

Ist nun in den letzten Stadien der Reaktion der stationdre Zustand
nahezu erreicht, so kénnen wir zy als Produkt zweier kleiner Quanti-
titen erster Ordnung vernachlissigen. Dann ergeben sich aus (16)
und (17) durch Eliminieren des y respektive z:

2
zli;;—l—de—}—KLx:O (18)

. 2
und: 0‘;13/2 +L +KLJ =0 (19)

zwei Gleichungen, in welchen wir den wohlbekannten Typus der ,ge-
dimpften Schwingung® erkennen. Die Reaktion ist periodisch, sobald:

L? < 4KL. (20)
Die Losung von (19) und (18) fiir diesen Fall ist in ihrer einfachsten Form:

y = yoe P TcosqT, (21)
1d .
=37 = —xyee ?Tsin(p4-q7), (22)
= Me~?7sin(p+qT), (23)
wobei: L
p=5 (24)
_ 2
g— VAEL —I* (@5)
2
Lz =Vp+¢, (26)
- P
smey = —————, 27
Ve + ¢ 0
q
cosp = ———- (28)
Vp*+ ¢

Ferner ist y, der Wert von y zur Zeit 7'= 0, wie ja aus Gleichung (21)
ersichtlich; dabei ist der Nullpunkt der Zeit willkiirlich so gewihlt,
dass in dieser Gleichung keine Glieder mit sin ¢ 7' auftreten.
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Eine Reaktion, welche diesem Gesetze folgte, scheint zurzeit nicht
bekannt zu sein. Der hier behandelte Fall ergab sich auch urspriing-
lich aus Betrachtungen, welche ausserhalb des Gebietes der physikali-
schen Chemie liegenl). Es scheint aber auch von rein chemischem
Standpunkte von Interesse zu sein, zu bemerken, dass bei gewissen ge-
koppelten Reaktionen in der Gegenwart autokatalytischer Zersetzungs-
produkte die Bedingungen fiir das Auftreten von periodischen Wirkungen
gegeben sind, und zwar hat in dem hier betrachteten einfachen Falle
der Gang jeder von zwei gekoppelten Reaktionen die Form der ,ge-
ddmpften Schwingung”. Dabei haben die beiden Reaktionen eine ge-
meinsame Periode, jedoch mit einer gegenseitigen Phasenverschiebung,
welche von den charakteristischen Reaktionskoeffizienten, nicht aber
von den Anfangskonzentrationen abhingt.

) Das Wachsen der lebenden Materie ist offenbar wenigstens formell einer
autokatalytischen Reaktion analog. Dass dies auch quantitativ zu gelten scheint,
zeigt T. Brailsford Robertson in einer Arbeit: ,,On the Normal Rate of Growth
of an Individual, and its Biochemical Significance. (Arch. f. Entwicklungsmechanik
d. Organismen 1908, S 581.) Robertson berechnet die Wachstumskurve als Resul-
tierende aus zwei umkehrbaren, monomolekularen, autokatalytischen Reaktionen,
und erhélt auf diese Weise Werte, welche mit den beobachteten recht gut iiberein-
stimmen. Dies erscheint nun allerdings iiberraschend. denn die Ursachen welche
eine derartige Reaktion zum Stillstand bringen, sind die verminderte Konzentration
der Ausgangsstoffe einerseits und die zunehmende Menge der Reaktionsprodukte
anderseits, mit der daraus folgenden schnellern Riickbildung jener Stoffe. Es ist
nun nicht ersichtlich, welche Umstinde bei dem wachsenden Organismus den obigen
Ursachen entsprechend dem Korpergewicht eine obere Grenze setzen. Vgl. auch
Wolfgang Ostwald, Uber die zeitlichen Eigenschafien der Entwicklungsvorginge
(Vortr. u. Aufs. iiber Entwicklungsmech. Heft V, Leipzig, W. Engelmann 1908).
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