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Summary

Computation of momentum and mass transfer through the interface of a bubble with varying shape

By Horst Glaeser and Heinz Brauer, Berlin

Prior theoretical work did not take into account the varying shape of the gas

bubble and does not agree with experimental results. The differenoe between

theory and experiment is due to changes in the shape of the rising bubbles.

Due to the changes in shapc of the liquid-gas intcrface, irregular motions are

caused in the vicinity of the interface. This phenomenon is called "deformation

turbulence". For mathematical treatment of the transport processes the bubble

with the varying shape is replaced by a bubble with constant spherical shape. The

additional momentum and mass transfer in the liquid is considered by a component

of the turbulent shcar stress and by a turbulent radial mass flux. For evaluating

thcse quantities a physical model was developed. The turbulent terms are introduced

into the momentum and mass transfer differential equations. Thcy are solved

numerically. Parameters of the turbulent terms were adapted to experimental

results.
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1. Einleitung*)

Viele Stofftransportprozesse werden zwischen gasförmigen und flüssigen Phasen durchgeführt. Dabei wird das Gas

häufig in Form von Blasen in der Flüssigkeit verteilt. Durch

die disperse Verteilung erreicht man eine Vergrößerung der

Austauschfläche je Apparatevolumen und damit eine

Erhöhung des Stoffstromes zwischen beiden Medien. Als

Beispiele sind die Absorption, Rektifikation, Fermentation,

Abwasserreinigung und chemische Reaktionen zwischen

einer gasförmigen und flüssigen Phase zu nennen. Die

Anzahl der auftretenden Blasen in einem technischen

Apparat, z.B. in Glocken- und Siebbodenkolonnen sowie

in Blasenkolonnen, ist immer sehr groß. Der Blasenschwarin bewegt sich dabei in Bodenkolonnen quer zur

Flüssigkeitsströmung, in Blasenkolonnen entweder in

gleicher oder in entgegengesetzter Richtung wie die Flüssigkeit.

Die Berechnung von Boden- und Blasenkolonnen erfordert genaue Kenntnisse über die Bewegung der Blasenschwärme und über die Stoffströme, die durch die Blasenoberfläche hindurchtreten. Eine erfolgreiche Bearbeitung

dieser komplexen Probleme ist nur möglich, wenn man sich

auf Teilprobleme beschränkt, die als Grenzfälle des Gesamtproblems angesehen werden können.

Das Verhalten einer in einem Schwarm befindlichen

Blase wird von den benachbarten Blasen beeinflußt. Bei

sehr geringem Abstand zwischen den Blasen ist die gegenseitige Beeinflussung sehr groß. Mit zunehmendem Abstand

zwischen benachbarten Blasen nimmt diese Beeinflussung

ab. Worden die Vorgänge in der Nähe einer Blase durch die

Anwesenheit benachbarter Blasen nicht gestört, gelten die

Gesetze für Einzelblasen. Der Impuls- und Stofftransport

an einer Einzelblase stellt somit einen wichtigen Grenzfall

dar. Er ist Gegenstand der vorliegenden Arbeit. Mit den

Gesetzen für Einzelblasen hat man eine Basis, Berechnungsverfahren für Blasenschwärme zu entwickeln.

Bewegen sich Blasen stationär in einer Flüssigkeit, so ist

der Stofftransport im allgemeinen instationär. Die Blasen

lassen sich als geschlossene Systeme ansehen, die keinen



Massendurchfluß aufweisen. Nur für den Fall, daß Blasen

lediglich aus der diffundierenden Komponente bestehen und

eine Änderung des Durchmessers vernachlässigt wird, stellt

sich ein stationärer Stofftransport ein. Diese Bedingungen

sind bei einer Blase, deren Gas von der umgebenden Flüssigkeit absorbiert wird, mit guter Näherung erfüllt.

Die zu den erwähnten Teilproblemen gewonnenen Kenntnisse sind noch sehr unvollkommen. In den meisten technischen Anwendungsfällen verändern die Blasen fortlaufend

ihre Form. Es ist beispielsweise noch unbekannt, welche

Einflüsse die Formänderungen der Blase auf den Impulsund Stofftransport in der umgebenden Phase ausüben. Bis, lang ist es noch nicht gelungen, den Einfluß der Blasendeformationen auf den Impuls- und Stofftransport modellmäßig festzulegen und mathematisch zu beschreiben. Hierzu

soll die vorliegende Arbeit einen Beitrag liefern.

Diese Arbeit befaßt sieh mit der Berechnung des stationären Impuls- und Stofftransports an formveränderlichen

Einzelblasen. Mit Hilfe eines Modells für die formveränderliche Blase werden die Geschwindigkeitsfelder aus den

numerischen Lösungen der Bewegungsgleichungen ermittelt. Damit erhält man die Möglichkeit, den Widerstand der

Blase zu bestimmen. Außerdem werden die Geschwindigkeitsfelder zur Berechnung des Konzentrationsfeldes durch

numerische Integratio~ der Stofftransportgleichung für das

Blasenmodell verwendet. Aus den berechneten Konzentrationsfeldern erhält man die den Stoffübergang kennzeichnenden Sherwood-Zahlen.

Bei allen durchzuführenden Rechnungen geht man davon

aus, daß die auftretende Stoffstromdichte so klein ist,

daß das Geschwindigkeitsfeld nicht durch das Konzentrationsfeld beeinflußt wird. Die Bewegungsgleichungen lassen

sich somit gctrcnnnt vom Stoffaustausch behandeln. Weitere Voraussetzungen sind die Gültigkeit des Newtonschen

Schubspannungsansatzes, konstante Stoffwerte und daß

sich der molekulare Stofftransport mit Hilfe des Ficksehen

Ansatzes berechnen läßt.



2. Bekannte Ergebnisse

2.1 Bewegung, Umströmung und Widerstand von Einzelblasen

Für das Verständnis der zwischen Flüssigkeiten und Gasblasen auftretenden Impuls-, Stoff- und Wärmetransportprozesse sind detaillierte Kenntnisse der Bewegung von

Blasen in Flüssigkeiten von Interesse. Zusammenfassende

Darstellungen hierüber sind in den Büchern von H. Brauer

[1] und P. Grasamann [2] zu finden. Die Ergebnisse experimenteller Untersuchungen werden in zahlreichen Arbeiten

dargestellt, u. a. in [3 bis 12]. G. B. Wallis [13] faßt die

Meßergebnisse verschiedener Autoren zusammen und

stellt ein Korrelationsschema zur gemeinsamen Berechnung

der Aufstiegsgeschwindigkeiten von Blasen und Tropfen

auf.

Die Bewegung der Blasen hängt in besonderem Maße von

ihrer Form und von der Anreicherung oberflächenaktiver

Stoffe in der Phasengrenzfläche ab. Obcrflächenaktive

Stoffe werden auch als Tenside bezeichnet. Sie sind häufig

als Verunreinigungen in der Flüssigkeit oder im Gas vorhanden.

*) Überarbeitete Fassung des unter demselben Titel vom Fachbereich 10 - Verfahrenstechnik - der Technischen Universität

Berlin genehmigten Dissertation des erstgenannten Verfassers, 1976.
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2.1.1 Blasenformen



Blasen von sehr kleinem Volumen haben Kugelform.

Während sich die Blase durch die Flüssigkeit bewegt, weicht

ihre Gestalt von dieser Form nicht ab. Man nennt sie deshalb

formbeständig oder formstabil. Bei festen Kugeln ist die'

Phasengrenzfläche unbeweglich und formbeständig. Die

Grenzfläche einer Kugelblase ist dagegen beweglich, aber

ebenfalls formbeständig. In der Blase bildet sich eine Zirkulationsströmting aus. Die Blasengrenzfläche kann jedoch

teilweise oder vollständig „erstarren", wenn sich in ihr die

Moleküle grenzflächcnaktiver Stoffe in genügend großer

Anzahl anreichern. Wird die Phasengrenzfläche der Blase

dadurch vollkommen unbeweglich, so tritt innerhalb der

Blase keine Zirkulationsströmung mehr auf, und es gelten

die Gesetze einer starren Kugel.

Mit zunehmendem Volumen wird die Blase deformiert.

Die charakteristische Blasenform ist ein unregelmäßiges

abgeflachtes lfotationsellipsoid. Diese Form stellt einen

Übergang zwischen den Kugelblasen und den bei weiterer

Volumenvergrößerung auftretenden formlosen Blasen dar.

Formlose Blasen zeichnen sich dadurch aus, daß sie während der Aufstiegsbewegung fortlaufend ihre Form ändern.

Die Blasen sind nicht mehr formbeständig, sondern formveränderlich oder formdynamisch. Häufig gewählte Be-
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zeichnungen wie Pilzblasen, Schirmblasen oder Kugelkappenblasen können in den meisten unter technischen

Bedingungen vorkommenden Fällen nur eine unvollkommene Vorstellung von der Form dieser Blasen vermitteln.

Läßt man eine Blase allerdings in einer vollkommen

ruhigen, sehr viskosen Flüssigkeit aufsteigen, so nimmt sie

die Gestalt einer Kugelkappe an. Bei größeren ReynoldsZahlen, d. h. geringerem Einfluß der Viskosität, machen

sich aber auch hier Formschwankungen bemerkbar.

Theoretische Untersuchungen wurden bisher nur für

formbeständige Blasen durchgeführt. In diesen Arbeiten

wird eine ideal bewegliche Grenzfläche berücksichtigt.

J. Hadamard [14] und W. Rybczynski [15] haben unabhängig voneinander Rechnungen durchgeführt, die sich

aber nur auf den Bereich sehr kleiner Werte der ReynoldsZahl beschränken, da in den für die Umströmung der

Kugelblase maßgebenden Differentialgleichungen die Trägheitsglieder gegenüber den Rcibm1gsgliedern vernachlässigt wurden. Für den Bereich großer Reynolds-Zahlen

hat V. G. Levich [16] GrenzscMchtrechnungen durchgeführt. Dabei hat er angenommen, daß bei kugelförmigen

Blasen die Geschwindigkeitsverteilung in der Umgebung

der Phasengrenzfläche nur wenig von der viskositätsfreien

Lösung abweicht. Die Abweichungen wurden mit einer

Perturbationsreclmung bestimmt. Diese Methode haben

B. T. Chao [17] und D. W. J.1foore [18] verfeinert. In einer

weiteren Arbeit untersucht D. W. Jl:Ioore [19] auch den

Widerstandsbeiwert formstabilcr Ellipsoidblasen.

Die Berechnung der Strömung um eine Kugelblase und

des Widerstandes unter Berücksichtigung der beweglichen

Phasengrenzfläche erfordert die Lösung der vollständigen

Navicr-Stokesschen Bewegungsgleichungen, in denen die

Reibungs- und Trägheitsglieder enthalten sind. Diese

Differentialgleichungen lassen sich nur mit numerischen

Verfahren lösen. A. E. Hamielec, A. I. Johnson und W. T.

Houghton [20] teilen Ergebnisse numerischer Rechnungen

mit, die von der stationären Navier-Stokesschen Gleichung

ausgehen. Zur Verkürzung der Rechenzeiten haben

H. Schmidt-Traub, U. Haas und H. Brauer [21] ein Verfahren für die instationäre Form der Bewi-gungsgleichungen entwickelt. Zum Vergleich mit Meßwerten des stationären Blasenaufstiegs sind dabei die sich einstellenden

stationären Endwerte der numerischen Rechnungen maßgebend. Die theoretischen Ergebnisse stellen dcn Grenzfall

der idealen Beweglichkeit der Phasengrenzflüche dar, da

beim Experiment eine vollständige Abwesenheit obcrflächenaktiver Substanzen nicht möglich ist.

Theoretische Erklärungen für die "Wirkung yon Tensiden

auf die Bewegung von kugelförmigen Blasen und Tropfen

teilt V. G. Levich [16] mit. Hiernach werden oberflächcn~.ktive Moleküle zur Abströmseite der Oberfläche gespült.

Uber die Phasengrenzfläche bildet sich somit ein Konzentrationsgradient der Tenside aus. Da Tenside die Grenzflächenspannung herabsetzen, bildet sich damit auch ein

Gradient der Grenzflächenspannung aus. Letzterer verursacht eine Kraft, die der Flnidbewegung in der Phasengrenzfläche entgegenwirkt und sie im Extremfall zum

Erliegen bringt. In diesem Grenzfall verhält sich eine

Kugelblase wie eine starre Kugel, ihre Phasengrenzflüche

ist ebenfalls unbeweglich. In Übereinstimmung mit experimentellen Ergebnissen genügen bei sehr kleinen Blasendurchmessern bereits sehr geringe Konzentrationen verunreinigender Substanzen, eine Zirkulation der Blase

zu verhindern. R. 1W. Griffith [22] beschreibt eine teilweise

gebremste Bewegung der Grenzfläche und vergleicht seine

Theorie mit eigenen experimentellen Untersuchungsergebnissen. Eine zusarrunenfassende Beschreibung der vVirkung

oberflächcnaktiver Substanzen, die mit einigen Photographien illustriert wird, ist auch in dem Buch von J. T.

Davies [23] zu finden.

Der -C-bcrgang von Kugel- zu Ellipsoidblasen wurde von



T. D. Taylor und A. Acrivos [24] theoretisch untersucht.
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Die Rechnungen gelten nur für den Bereich sehr kleiner

Reynolds-Zahlcn, da der theoretischen Entwicklung die

Lösungen der Bewegungsgleichungen für die schleichende

Strömung zugrunde liegen.



In experimentellen Arbeiten wird bei großvolumigen

Blasen eine Umströmung unter Ausbildung eines Ablösegebietes beobachtet. Zur theoretischen Beschreibung dieser

Verhältnisse ist man bisher von der Umströmung einer

formstabilen Kugelka.ppenblase ausgegangen, auf deren

Abströmseite die Existenz eines Ablösegebietes angenommen wurde. J.-Y. Parlange [25] betrachtet eine solche

Blase, deren Ablösegebiet die Form eines geschlossenen

Toruswirbels hat. Die von ihm berechneten Widerstandsbeiwerte stimmen nur in einem engen Bereich der ReynoldsZahlen mit experimentellen Ergebnissen überein. Da in

dieser Theorie die viskose Dissipation maßgebend ist, sinkt

der 'Viderstandsbeiwert mit steigender Reynolds-Zahl. Die

Experimente ergeben bei größeren Reynolds-Zahlen dagegen einen konstanten Widerstandsbeiwert.

Für große Werte der Reynolds-Zahl nehmen D. W. T.

Rippin und J. F. Davidson [26] eine viskositätsfreie

Umströmung der Blase und eines unendlich langen Ablösegebietes an. Sie errechnen einen Widerstandsbeiwert, der

einen kleineren Wert als die gemessenen aufweist. Wie von

den Autoren selbst festgestellt wird, beruht dieser Unterschied auf den unrealistischen Annahmen über die Strömung im Ablösegebiet. R. Collins [27] geht ausführlicher

auf die Schwächen der Theorie ein, bei der ein unendlich

ausgedehntes Ablösegebiet, das in bezug auf die Blaso ruht,

viskositätsfrei umströmt wird.

Das Ziel der erwähnten Blasenmodelle besteht darin, eine

Beziehung zwischen der Aufstiegsgeschwindigkeit und dem

Blasenvolumen herzustellen. Dabei muß das Modell einen

endlich großcri, von null verschiedenen Widerstand haben.

Das wird bei viskositütsfreier Strömung nur erreicht, wenn

das Ablös0gebiet nicht geschlossen ist (fluiddynamisches

Paradoxon), sondern unendlich lang ist und sich mit zunehmender Länge unbeschränkt ausdehnt. Der mit Hilfe eines

solchen Modells erzeugte Widerstand steht im Gegensatz

zum physikalisch realen Verhalten. Die durch die Auftriebskraft der Blase verrichtete Arbeit würde eine ständige

Zunahme der kinetischen Energie der Flüssigkeit zur Folge

haben.

2.1.2 Bekannte Gesetze der Blasenbewegung

Bei stationärer Bewegung auf einer linearen vertikalen

Bahn steht eine Blase unter der Wirkung der Auftriebskraft

A, der Massenkraft G und der Widerstandskraft lV. Das

Kräftegleichgewicht lautet:



W =A - G . . .



. . . • . . . . . • . ( 1).



Mit der Widerstandllkraft



d2 l}W~

W=\;1t---.

4



(2)



2



und der um die Massenkraft verminderten Auftriebskraft



A -



G



=



!! g



6d3 ( 1 -



7t



(3)



!!: )



folgt aus GI. (1) die Beziehung für die Relativgeschwindigkeit w"' zwischen der Blase und der umgebenden Flüssigkeit:



w~



=: ll - gt ..........

l!l!P)



(4).



Es bedeuten !!P die Dichte des Blasengases, !! die Dichte der

umgebenden Flüssigkeit, g die Erdbeschleunigung, C den

Widerstandsbeiwert und d den Blasendurchmesser. Hat die

Blase keine Kugelform, so ist d der einer volumengleiehen
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Kugel äquivalente Durchmesser, der nach der Beziehung



102



d=~



......•....••..



'

2



(5)



~ ~



1



DK



"'f&lt;2

" . ,_



'



Ai



r..



!:O1&lt;-



2



. . . . . . . . . . . . . . . (6).



2



e woo/2



.....



/



[/



'



Reynolds-Zahl



j "=1530



-



'&lt;I/



"'



6



1ü



1

1 11



_c



K V vv



2



'2



1

1



-,.,,...,



/



1(r



Weitere für die Blasenbewegung wichtige Kennzahlen

werden folgendermaßen definiert :



Re,,=666



f--



O~Re~Res



kugelförmige Blasen

~



10../ 2



. . . . . . . . . . . . . . . (7),



---



"et'&gt;

b



6



Mit F = 7t d2/4 wird die größte Querschnittsfläche der

volumengleichen Kugel bezeichnet.



1



Rei!Re,

fonnlose

Stasen



,, ..,

"



ReA=~



6



1



Luftblasen in Wasser



Ta°



W/F



Re= w,,, d



,,..
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berechnet wird. Hierin bedeutet V das Volumen der Blase.

Der in GI. (2) auftretende Widerstandsbeiwert C ist wie

folgt definiert:



c=



"



6



' 6 1a° 2



Fh307'.!.1



' 6 102 2 ' 6 10 3 2

M(,,d

Reynolds-Zoh/ Re=-v-



' 6 101 2



' 6 1o'



V



Froude-Zahl

w2



Fr=~ . . . . . . . . . . . . . . . . (8),



Bild 1. Widerstandsbeiwert in Abhängigkeit von der

Reynolds-Zahl für Luftblasen (Kurvenzug a-b-c-d) und

für starre Kugeln (Kurve e) in Wasser.



gd



Weber-Zahl

We



=



w~de



..............



(9),



(1



Flüssigkeitskennzahl



e as



~

Re 4 Fr



(10).



KF=--=--g 1/4

wes



Es bedeuten v die kinematische Viskosität, 1/ die dynamische

Viskosität und a die Grenzflächenspannung.

Zur Berechnung der Relativgeschwindigkeit w00 nach

GI. (4) muß der Widerstandsbeiwert Cbekannt sein. Die im

folgenden angegebenen Widerstandsgesetze geben die

Abhängigkeit des Widerstandsbeiwerts von seinen maßgebenden Einflußgrößen wieder. Als Beispiel ist in Bild 1

der Widerstandsbeiwert über der Reynolds-Zahl und in

Bild 2 die Steiggeschwindigkeit über dem Durchmesser

einer Blase aufgetragen, die in ruhendem Wasser bei einer

Temperatur von 25 °0 und einem Druck von 1 bar aufsteigt. Für eine Blase mit beweglicher Phasengrenzfläche

gelten folgende Gesetze:

Bereich a: Formbeständige Kugelblasen, Trägheitskräfte

sind vernachlässigbar, keine Ausbildung eines Ablösegebietes [14; 15):



C= ~

Re



mit 0



~



Re



~



ReA



=



1,4 .



(11);



Bereich b: Formbeständige Kugelblasen, Trägheitskräfte

werden bedeutsam, U:mströmung ohne Ausbildung eines

Ablösegebietes [21):



C = ~~

Reo,1s



mitReA



~Re~ ReB



ReB = 3, 73 KFo,209 . . . . . . . .



C = 1•33 = 0,0 275 Re4

Rec



KF



= 3,1 KF0,2s .



mit ReB



~Re ~



( 13);



Rec„. (14),

(15).



In diesem Bereich hat die Weber-Zahl den konstanten Wert

We



= 3,64 .
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, c
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Ft&gt;307'.!.2



Bild 2. Steiggeschwindigkeit von Luftblasen (Kurvenzug

a-b-c-d) und von starren Kugeln (Kurve e) in Wasser.



Bereich d: Formlose Blasen, Umströmung mit Ablösung,

Bewegung der Blase mehr oder weniger ruckweise auf

weitgehend gerader vertikaler Bami [ 5; 8 bis 11] :



c = 2,61



mit 100



~



Rec



~Re



. . . . .



(17).



Für diesen Bereich ergibt sich eine konstante Froude-Zahl

[2; 10; 11)

Fr = 0,51



(12),



Bereich c: Formänderungen werden bedeutsam, Umströmung mit Ablösung, Bewegung der Blase auf einer Schraubenbahn [3]:

Fr



....

"'

~u

....



. . . . . . . . • . . . . . .



(18).



Sind die Werte der Flüssigkeitskennzahl KF kleiner als

104, so werden die Formschwankungen der Blase wegen der

großen Viskosität der Flüssigkeit vollständig gedämpft [12).

In diesem Fall sind im Bereich d formstabile Kugelkappenblasen zu beobachten. Gl. (17) bzw. (18) gilt nur für

Re ~ 100, da für kleinere Reynolds-Zahlen die Umströmung von der Viskosität der Flüssigkeit stark beeinflußt

wird [10). Unter diesen Umständen steigt der Widerstandsbeiwert mit abnehmender Reynolds-Zahl.

Wie bereits erwähnt, kann durch das Anreichern grenzflächena.ktiver Stoffe in der Phasengrenzfläche von Blasen

ihre Beweglichkeit behindert werden. Bei vollkommen

unbeweglicher Grenzfläche gilt das theoretisch und experimentell bestätigte, von F. Ihme, H. Schmidt-Traub und
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H. Brauer [28] aufgestellte Widerstandsgesetz für starre

Kugeln:

Bereich e: Formbeständige Kugelblasen mit unbeweglicher Phasengrenzfläche, ab Re ,.,, 20 Ausbildung eines

Ablösegebietes [28]:



C= ~

Re



+



5•48

Re0,573



+ 0,36



mit 0



~Re~



104



(19).



Unter technischen Bedingungen liegt der Widerstandsbeiwert von Kugelblasen stets zwischen dem für Kugeln

mit vollkommen beweglicher und dem für Kugeln mit

starrer Grenzfläche. Das gleiche gilt demnach für die Aufstiegsgeschwindigkeit. In Bild 1 und 2 sind diese Bereiche

durch Schraffur hervorgehoben. Von besonderer Bedeutung

ist, daß die experimentellen Untersuchungen im Bereich der

formlosen Blasen (Bereich d) keinen Einfluß oberflächenaktiver Stoffe zeigen. Die Ausdehnung des Bereichs c kann

durch Verunreinigungen teilweise oder vollständig eingeschränkt werden. Sehr geringe Konzentrationen verunreinigender Substanzen können bei kleinen Blasen einen großen

Gradienten der Grenzflächenspannung über die Blasenoberfläche zur Folge haben, der Wert der Grenzflächenspannung ändert sich dabei meistens nur sehr wenig. Wird

die Grenzflächenspannung durch grenzflächenaktive Substanzen stark herabgesetzt, ergeben sich nach GJ. (13) und

(15) merkliche Auswirkungen auf die Stabilität der Blasenform. Eine Abnahme der Grenzflächenspannung hat kleinere Werte der Flüssigkeitskennzahl KF und damit kleinere

Werte von RcB und Rec zur Folge, d. h. es treten bei

kleineren Reynolds-Zahlcn, als in Bild 1 eingezeichnet

wurden, formlose Blasen auf. :Für beliebig abnehmende

Werte der Flüssigkeitskennzahl KF vergrößert sich der

Bereich formloser Blasen. Diese Ausdehnung ist in Bild 1

und 2 durch die gestrichelt eingezeichnete V erlängcrung der

Kurve d kenntlich gemacht worden. Höhere Widerstandsbeiwerte als diejenigen starrer Kugeln sind mit Formänderungen der Blase zu erklären. Dabei ist vorausgesetzt worden, daß ein Einfluß der Gefäßwand auf die Aufstiegsgeschwindigkeit ausgeschlossen werden kann, d. h. der Durchmesser des Gefäßes, in dem die Blase aufsteigt, ist sehr viel

größer als der Blasendurchmesser. Bei formlosen Blasen

(Bereich d) wirken sich grenzflächenaktive Stoffe nicht auf

die Größe des Widerstandsbeiwertes aus.

Befindet sich eine einzelne Blase in einem Blasenschwarm, so muß der Einfluß anderer Blasen auf die Umströmung der Einzelblase in Betracht gezogen werden. Da

die Blasen in Schwärmen meistens formvcrändcrlich sind,

werden sie unter Ausbilden eines Ablösegebietes umströmt.

E. Kojima, T. Akehata und T. Shirai [29] simulierten diese

von einer anderen Blase ausgeübten Störungen durch einen

eingebauten Zylinder. Eine Einzelblase wurde durch herabströmende Flüssigkeit in einer konstanten Höhe gehalten

und die Relativgeschwindigkeit zwischen :Flüssigkeit und

Blase bestimmt. Zum Vergleich wurde auch die Relativgeschwindigkeit bei arnigebautem Zylinder, d. h. bei ungestört anströmender Flüssigkeit gemessen. Für den Bereich

der formlosen Blasen ergaben sich keine Unterschiede der

Meßwerte. Lediglich im Übergangsbereich c liegen die

Widerstandsbeiwerte für die gestörte Anströmung höher als

für ungestörte. Das deutet darauf hin, daß im Bereich c

durch turbulente Schwankungen der anströmenden Flüssigkeit stärkere Formänderungen der Blase einen Einfluß auf

ihren Wicforst.and haben.



2.2 Stoffübergang an Einzelblasen

Der Stoffübergang an Einzelblasen ist in zahlreichen

Arbeiten experimentell untersucht wordPn, u. a. [30 bis 42].

Da der Stofftransport an aufsteigenden Blasen maßgebend

von der Strömung in ihrer Umgebung beeinflußt wird,

teilen die hier genannten Autoren auch Meßergebnisse über

die Aufstiegsgeschwindigkeit bzw. den Widerstandsbeiwert

sowie die beobachteten Blasenformen mit. Sie stehen im
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Einklang mit den im vorigen Abschnitt mitgeteilten Ergebnissen. Eine Zusammenstellung von Untersuchungen der

an Blasen und Tropfen auftretenden Phänomene geben

L. L. Tavlari,des u. a. [43; 44].

2.2.1 Stofftransport an formstabilen Kugelblasen

Wie im Fall des Impulstransports wurden theoretische

Untersuchungen des Stofftransports bisher nur für formbeständige Blasen durchgeführt. Im Bereich kleiner Reynolds-Zahlen (Re --+ 0), d. h. schleichender Umströmung

einer formstabilen Kugelblase, wurden Rechnungen von

H. Schmwt-Traub [45] durchgeführt. Für die SherwoodZahl erhält man folgende Beziehung [ 46 bis 49]:

Sh = 2



+



0,651 (Re Sc)l, 12

1

(Re Sc)l,22



+



. . . . . .



(2 0).



Die zur Beschreibung des Stoffübergangs zusätzlich auftretenden Kennzahlen werden wie folgt definiert:

mittlere Shcrwood-Zahl

Sh= ßd/D.



(21),



Schmidt-Zahl

Sc= v/D.



(22).



Es bedeuten ß den über die Blasenoberfläche gemittelten

Stoffübergangskoeffizienten und D den Diffusionskoeffizienten.

Für (Re Se) --+ 0 nähert sich die Sherwood-Zahl dem

Wert Sh = 2. Für (Re Sc) --+ oo erhält man aus GI. (20)

das von V. G. Levich [16] mitgeteilte theoretische Grenzgesetz für Kugelblasen:

Sh



= 0,65 (Re Sc)l/2. . . . . . . . . . .



(23).



Da Re &lt; 1 bereits vorausgesetzt wurde, muß für

(Re Sc) --+ oo zusätzlich die Bedingung Sc --+ oo erfüllt sein.

GI. (23) wurde von V. G. Levich [16] unter der Voraussetzung hergeleitet, daß die Konzentrationsgrenzschicht

dünn ist im Vergleich zum Blasenradius. Das ist der Fall

für hohe Werte von (Re Sc). In Bild 3 und 4 ist die für die

schleichende Umströmung geltende Gleichung als Kurve a

eingezeichnet worden.

Die in Bild 3 und 4 mit b bezeichnete Kurve gilt für sehr

große Heynolds-Zahlen (Re--+ oo). Für diesen Fall der

Potentialströmung um eine Kugelblase wird das die Blase

umgebende Fluid als viskositätsfrei angesehen. Für die

Kurve b gilt die Näherungsgleichung [47]

Sh = 2



+

1



0,232 (Re Sc)1,12

0,205 (Re Sc)l,22



(24).



+



Mit (Re Sc) --+ oo geht hieraus das bereits von J. Boussinesq

[50] hergeleitete theoretische Grenzgesetz für Kugelblasen

hervor:

Sh



= 1,13 (Re Sc)1/2. . . . . . . . . . .



(25).



Aus Bild 3 und 4 ist zu ersehen, daß die Sherwood-Zahl

für große Werte von (Re Sc) proportional (Re Sc)l/2 ist. In

diesem Bereich ist das Verhältnis der Sherwood-Zahlen

konstant. Auf der Kurve b ist die Sherwood-Zahl etwa

1,74mal größer als auf der Kurve a. Die Kurven a und b

nähern sieh mit abnehmenden Werten der Kennzahl

(Re Sc) dem gemeinsamen Endwert Sh = 2.

GI. (25) kann man auch mit Hilfe der von R. Higbie [51]

vorgeschlagenen Pcnetrations-Hypothese erhalten. Dabei

wird vorausgesetzt, daß während einer zu bestimmenden

Kontaktzeit zwischen dem Gas und einem Flüssigkeitselement das Gas in das Element eindringt. Der Diffusionsprozcß ist instationär. Für den Stofftransportkoeffizienten

gilt die Beziehung [51; 46]



D

ß=2 ( - 7t /j. t



)i12



(26).
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Wird für die Kontaktzeit !::i. t eines Volumelements an der

Blasenoberfläche die Zeit angenommen, in der die Bla.se um

die Länge eines Bla.sendurchmessers aufsteigt,



...



!::i.t = d/w,,, . . . . • . . . . . . . . . •



... -



'6ro'2



Ml.d



Reynolds-Zahl Re=-„-



Fh!O'l.!.l



Bild 3. Funktion (Sh - 2)/(Re Sc)l/2 in Abhängigkeit von

der Reynolds-Zahl.

Kurven a und b: Unteres und oberes Grenzgesetz für Kugelblasen nach

GI. (23) und GI. (25); Kurve (ab) nach Ergebnissen der theoretischnumerischen Rechnungen für Kugelblasen von L. OeUrich, H. SchmidtTraub und H. Brauer [47]. An.11:aben zu den Meßwerten in Tafel 1
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Bild 4. Mittlere Sherwood-Zahl in Abhängigkeit von der

Kennzahl Re Sc für verschiedene Werte der Schmidt-Zahl.

Kurven a und b: Unteres und oberes Grenzgesetz für Kugelblasen nach

GI. (23) und GI. (25); Kurve c: Ausgleichskurve für den Übergangsbereich c für C0 2-Blasen in Wasser; Kurvend: Ausgleichskurven für

den Bereich d der formlosen Blasen. Angaben zu den Meßwerten in

Tafel 1. Die eingezeichneten Doppelkreise geben die Ergebnisse der

eigenen numerischen Modellrechnungen wieder



(27),



so ergibt sich GI. (25) nach Einsetzen von Gl. (27) in (26)

mit Gl. (21), (22) und (7).

Da sich die Oberfläche einer Kugelblase vom vorderen

Staupunkt ausgehend über dem vorderen Teil der Blase

ausdehnt und über dem hinteren Teil zusammenzieht,

wurde das Penetrationsmodell von W. J. Beek und H. Kramers [52] zu einem Oberflächen-Dehnungs-Modell weiterentwickelt. Die Oberflächendehnung wurde auch für die

Berechnung des Stofftransports an mit großer Amplitude

schwingenden Tropfen berücksichtigt. Arbeiten hierzu

stammen von P. M. Rose und R. 0. Kintner [53] sowie von

J. B. Angela, E. N. Lightfoot und D. W. Howard [54].

Für den Bereich großer Reynolds-Za.hlen entwickelten

A. 0. Lochiel und P. H. Oa1Aierbank [55] theoretische

Gleichungen zur Berechnung der Sherwood-Zahlen a.n

Kugelblasen. Sie verwendeten dafür eine von B. T. Ohao

[ 17] angegebene Beziehung für die Tangentialgeschwindigkeit mit einer korrigierten Randbedingung. Diese Gleichungen wurden für formstabile Ellipsoid- und Kugelkli.ppenblasen erweitert [55; 56] .

B. P. Le Olair und A. E. Hamielec [57] berechneten die

mittlere Sherwood-Zahl für Kugelblasen, indem sie eine

von M. H. I. Baird und A. E. Hamiel,ec [58] angegebene

analytische Lösung für die Sherwood-Za.hl und die numerisch berechneten Geschwindigkeitsprofile von A. E.

Hamielec, A. 1. Johnson und W. T. Houghton [20] verwendeten.

Einen umfassenderen Einblick in den Stoffübergang a.n

Kugelblasen erhält man durch die Lösung der vollständigen

Stofftransport-Differentialgleichung. Das ist nur mit numerischen Verfahren möglich. Die Ergebnisse derartiger Rechnungen teilen L. Oellrich, H. Schmidt-TrauJJ und H. Brauer

[47] mit. Sie verwendeten die von U. Haas, H. SchmidtTraub und H. Brauer [21] numerisch berechneten Geschwindigkeitsfelder. Man erhält außer den mittleren auch

Angaben über die örtlichen Werte der Sherwood-Zahlen.

Auf der Vorderseite der Blase sind die Sherwood-Zahlen

erheblich größer als auf der Rückseite. Die in Bild 3 eingetragene Kurve (ab) gibt den von L. Oellrich, H. SchmidtTrauJJ und H. Brauer [47] numerisch berechneten Verlauf

der mittleren Sherwood-Zahl wieder. In Bild 5 ist das Verhältnis der Sherwood-Zahlen Sh/ShRe--+O aufgetragen. Mit

ShRe-•O wixd die für den Fall der schleichenden Umströ-



Tafel 1. Angaben zu den Meßwerten in Bild 3, 4 und 6.

Stoffsystem

Blase/Flüssigkeit



Symbol



4



C02/Wasser



()



COa/Wasser

C02/Wasser

C021Wasser

C2Ht/Wasser

C2H1/Wasser



V

Cl



.A



„



•e



•



•

~



C4HsfWasser

C02/Wasser

C02/wäßrige Polyvinyl-Alkohollösung (3,9% PVA)

C02/wäßrige Polyvinyl-Alkohollösung (4,19 % PVA)

C02/Wasser
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0
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Schmidt-Zahl



Experimentatoren



4,67.

5,89.

5,89.

5,89.

8,74.



10•

102

102



tJon Bogdandy, RutBch und Stranaki [32]



102

10•



Baird. und DatJidaon [33]

Hammerton und Gamer [31]



6,25.

8,93.

6,18.

2,96.

3,25.

4,80.

2,80.

2,2 •

1,59.

2,80.

1,43.



10•

102

10•

104

104

102

1()3

104

105

105

108



Oalderbank, Johnaon und Loudon [39]

Guyer und P/itrter [30]



} Johnson, Beirik und Hamielec [38]

}



DatJenport, Richardaon und Bradahaw [37]

Guthrie und Bradahaw [41]



Redfiel.d und Houghton [36]
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Oberfläche. Da. eine Bestimmung der wirklichen Fläche

sehr schwierig und da.her mit großen Fehlern behaftet ist,

wird in der vorliegenden Arbeit, wie in den übrigen zitierten

Untersuchungen, der Stoffübergangskoeffizient auf die

Fläche einer volumengleichen Kugel bezogen. Die Meßwerte der genannten Autoren wurden entsprechend umgerechnet. Die gesammelten Meßergebnisse lassen sich durch

die folgende empirische Gleichung wiedergeben:
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Bild 5. Verhältnis der Sherwood-Zahlen Sh/ShRe-&gt;O in

Abhängigkeit von der Reynolds-Zahl für Kugelblasen nach

Ergebnissen der theoretisch-numerischen Rechnungen von

L. Oellrich, H. Schmidt-Traub und H. Brauer [47].

mung der Kugelblase geltende Sherwood-Zahl bezeichnet;

hierfür gilt GI. (20). Die Darstellung gilt für (Re Sc) ;s;; 102,

da. das Verhältnis der Sherwood-Zahlen auf der Kurve a

und b entsprechend GI. (20) und (24) mit kleineren Werten

für (Re Sc) abnimmt. In den angegebenen experimentellen

Untersuchungen ist (Re Sc) ~ 102. Aus Bild 3 und 5 ist

deutlich der Einfluß des mit steigender Reynolds-Zahl veränderten Geschwindigkeitsfeldes auf den Stofftransport zu

erkennen [47). Die Kurve (ab) verläuft zwischen den für

formstabile Kugelblasen geltenden Grenzkurven a und b.

Für sehr kleine Reynolds-Zahlen läuft sie in Kurve a und

für sehr große Reynolds-Zahlen in Kurve b ein.

2.2.2 Empirische Gleichung für den Stoffübergang

an formvcränderlichen Blasen

In Bild 3 und 4 sind einige der in experimentellen Untersuchungen ermittelten Meßwerte aufgetragen worden.

Dabei vmrden nur die an formveränderlichen Blasen

(Bereich c und d) durchgeführten Messungen berücksichtigt. In Tafel 1 werden Angaben über die von den verschiedenen Experimentatoren untersuchten Stoffsysteme

gemacht. P. H. Ca"lderbank, D. S. L. Johnson und J. Loudon

[39] beziehen ihre Meßwerte für den Stoffübergangskoeffizienten auf eine bei verformten Blasen vergrößerte
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Bild 6. Funktion (Sh - 2)/ScO, 7 in Abhängigkeit von der

Reynolds-Zahl.

Für die Ausgleichskurve gilt GI. (28). Die eingezeichneten Doppelkreise

geben die Ergebnisse der eigenen numerischen Modellrechnungen

wieder
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In Bild 6 ist die Funktion (Sh - 2)/Sc0,70 über der Rcynolds-Zahl aufgetragen. Die Meßwerte werden durch

GI. (28) gut wiedergegeben.

Ein Vergleich der experimentellen Ergebnisse mit den für

Kugelblasen ermittelten theoretischen Beziehungen zeigt

keine Übereinstimmung. Die Stoffübergangsgleichung

GI. (28) zeichnet sich durch überraschend hohe Werte der

Exponenten für Re und Sc aus. Die Ursachen dafür ließen

sich noch nicht eindeutig klären. Ein wesentlicher Grund

scheint darin zu liegen, daß die experimentellen Werte an

formveränderlichen Blasen gemessen wurden. Der Einfluß

der fortlaufenden Blasendeformationen ist bislang in der

Theorie nicht berücksichtigt worden. Die Ergebnisse in

Bild 5 gelten daher nur für formstabile Kugelblasen, so

daß die Reynolds-Zahl den Grenzwert ReB nach GI. (13)

nicht überschreiten darf. Dieser Grenzwert wurde in Bild 5

für verschiedene ·werte der Flüssigkeitskennzahl KF

gestrichelt eingezeichnet. Gemäß GI. ( 10) darf man erwarten, daß große Werte für KF bei uiedrigviskoscn Flüssigkeiten auftreten, für die die Schmidt-Zahl entsprechend

kleine Werte annimmt. Kleine Werte für KF sind dagegen

mit großen Werten für Sc verbunden. Oberhalb der Grenze

ReB setzt der Übergang in den Bereich der formveränderlichen Blasen ein.

2.2.3 Stoffübergang an formstabilen

und Kugelkappen blasen



Ellipsoid-



Theoretische Arbeiten über den Stoffübergang an formstabilen Ellipsoidblasen für sehr große Reynolds-Zahlen

stammen von A. 0. Lochiel und P. H. Calderbank (55]

sowie für sehr kleine Reynolds-Zahlen von F. Sy und

E. N. Lightfoot [59]. Die letztgenannten Autoren verwendeten die von T. D. Taylor und A. Acrivos [24] angegebenen

Geschwindigkeitsfelder. Boi schleichender Bewegung von

Blasen sagen sie eine Verminderung der Sherwood-Zahl bis

zu 20 % unter den nach GI. (20) bzw. (23) gegebenen Werten

voraus, wenn sich die Blase von der Kugel in ein Rotationsellipsoid verformt. Die Abnahme erklärt sich durch die

Veränderung des Geschwindigkeitsfeldes.

Für den Aufstieg von formstabilen Kugelkappenblasen

wird in theoretischen Arbeiten Potentia.lströmung um die

Blasenkappe angenommen. M. H. I. Baird und J. F.

Davidson [33] sowie A. C. Lochiel und P. H. Ca"lderbank [55]

berücksichtigen den Stoffübergang an der Vorderseite der

Blase. Wie bei GI. (25) für die Potentialströmung um eine

Kugel ergibt sich die Abhängigkeit Sh,....., (Re Sc)l/2.

P. H. Calderbank, D. S. L. Johnson und J. Loudon [39]

berechneten auch den Stoffübergang an der Rückseite der

Kappenblase. Dabei betrachten sie die Diffusion in ein

Flüssigkeitselement, das sich vom Zentrum der ebenen

Blasenunterseite zum äußeren Rand bewegt. ;Vf. E. Weber

[60] nimmt an, daß sich der Stofftransport an der Blasenrückseite mit Hilfe der Penetrationstheorie berechnen läßt.

Als Kontaktr.eit setzt er den reziproken Wert der Frequenz

der sich von der Blase ablösenden Wirbel ein. Für den

Stofftransport über die gesamte Blase erhält er ebenfalls

die Proportionalität Sh - (Re Sc)l/2, A. S. Brignell [61)

betrachtet den Stofftransport für den Fall, daß die Kappenblase und das sich hinter ihr ausbildende Ablösegebiet

zusammen die Form einer Kugel bilden. Dabei legt er das

von J.-Y. Parlange (25] entwickelte Geschwindigkeitsfeld

zugrunde. Die Übereinstimmung mit experimentellen

Ergebnissen ist unbefriedigend.
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2.2.4 Einfluß von Tensiden auf den Stoffübergang



Die Auswirkungen von in der Phasengrenzfläche vorhandenen Tensiden auf den Stoffübergang bei Kugelblasen werden für kleine Werte der Reynolds-Zahlen von E. Ruckenstein [62], für große Reynolds-Zahlen von A. 0. Lochiel [63],

1. Yaron und B. Gal-Or [64] sowie J. G. Vogtländer und

F. W. Meijboom [65; 66] theoretisch behandelt. M. E.

Weber [60] stellt die Wirkung von Tensiden an formstabilen

Kugelkappenblasen dar. Ergebnis der erwähnten Arbeiten

ist eine Verminderung des Stofftransports durch die Verringerung der Fluidgeschwindigkeit in der Phasengrenzfläche. Die Bewegung wird infolge eines Gradienten der

Grenzflächenspannung herabgesetzt.

Der wesentliche Einfluß der Tenside auf den Stoffaustausch durch Änderungen im fluiddynamischen Charakter

des Systems wird durch die experimentellen Untersuchungen von D. R. Raymond und S. A. Zieminski [40] bestätigt.

Ein zusätzlicher Oberflächenwiderstand durch eine sich

bildende Schicht grenzflächenaktiver Stoffe wird für

unwahrscheinlich gehalten [31; 33; 37; 40; 41]. Die Abnahme des Stofftransports infolge einer Verminderung der

Zirkulationsströmung kann bei formveränderlichen Blasen

durch einen weiteren Effekt verstärkt werden. D. R. Raymond und S. A. Zieminski [40] stellen fest, daß sich bei

Anwesenheit von Tensidmolekülen in der Phasengrenzfläche ihre Stabilität erhöhen läßt, d. h. die Formschwankungen der Blase werden gedämpft. Diese Stabilisierung

wird auf die Anziehungskraft der Polargruppen ihrer

Moleküle zurückgeführt. Der genannte Effekt wird stärker

mit größerer Länge der Kohlenwasserstoffkette des Tensidmoleküls. Im Einklang damit stehen Beobachtungen und

Messungen von D. R. Raymond und S. A. Zieminski [40],

M. H. 1. Baird und J. F. Davidson [33), W. G. Davenport,

F. D. ~ichardson und A. V. Bradshaw [37] sowie R. l. L.

Guthrie und A. V. Bradshaw [41]. Mit zunehmender Viskosität der Flüssigkeit ninunt die Wirkung der Tenside ab.

Mit zunehmender Konzentration der oberflächenaktiven

Substanzen in der Flüssigkeit ninunt ihre Auswirkung zunächst zu [40], erreicht ein Maximum und nimmt wieder ab

[37; 41). Von Bedeutung ist, daß im Bereich d der formlosen

Blasen die Tenside den Stofftransport beträchtlich verringern können, ohne daß der Widerstandsbeiwert erhöht bzw.

die Aufstiegsgeschwindigkeit verringert wird. Die Einschränkung der Beweglichkeit der Phasengrenzfläche hat

somit keine Auswirkung auf den Widerstandsbeiwert, da

der Anteil der viskosen Spannungen am Gesamtwiderstand

im Bereich d sehr klein ist.

2.2.5 Zeitabhängigkeit des Stoffübergangs



Einige Experimentatoren stellen einen während des Aufstiegs mit zunehmendem Alter der Blase abnehmenden

Massenstrom fest [33; 34; 36; 41; 42). Nach P.H. Oalderbank und A. 0. Lochiel [35] ist bei vollständig zirkulierenden

Körpern der Stofftransport nach Zurücklegen einer Strecke,

die dem eigenen äquivalenten Durchmesser entspricht,

stationär. Daher kann ein langsames Aufhauen des Konzentrationsprofils nicht die Ursache eines zeitabhängigen

Stoffübergangs sein. Am wahrscheinlichsten ist eine mit der

Zeit zunehmende Konzentration von Tensiden in der

Phasengrenzfläche der Grund für eine Veränderung der

Umströmung und damit der Verringerung des übertragenen

Stoffes [35). Eine allmähliche Sättigung des Nachlaufgebiets, mit der M. H. 1. Baird und J. F. Davidson [33] die

Zeitabhängigkeit des Stofftransports erklären, ist unwahrscheinlich, da die im Verhältnis zur Größe des Nachlaufgebiets geringe Menge des gelösten Stoffes zu klein ist, um

einen merklichen Effekt zu erzielen. Darauf deuten die

Arbeiten von F. lhme, H. Schmwt-Traub und H. Brauer

[28) sowie von A. S. Brignell [61) hin.

Untersuchungen von K. Koide, Y. Orito und Y. Hara [42]

an Blasen, die sich in der Flüssigkeit sehr schnell auflösen,

lassen nach Meinung der Autoren auch die Gültigkeit einer

von J. H. Leonard und G. Houghton [34] gegebenen ErkläVDl-Forsch.-Heft 581



rung zu. Danach verringert sich der Konzentrationsgradient

und somit der Stofftransport infolge der Schrumpfung einer

gekrümmten Oberfläche mit nachfolgender radialer Konvektion der Flüssigkeit zur Oberfläche. Da die Aufstiegsgeschwindigkeit im Verhältnis zur Abnahme des äquivalenten Blasendurchmessers mit der Zeit sehr groß ist,

erscheint diese Begründung als zweifelhaft. Wahrscheinlicher ist, daß durch die Anwesenheit von Tensiden in der

Phasengrenzfläche der Blase bei deren Schrumpfung der

Gradient der Grenzflächenspannung größer wird, da sich

der Gradient der Tensidkonzentration über der Oberfläche

vergrößert. Hierdurch wird die Fluidbewegung an der

Blasenoberfläche gebremst. Das von K. Kowe, Y. Orito und

Y. Hara [42] angegebene Kritotium, über die Größe des

Widerstandsbeiwerts auf die Abwesenheit von Tensiden zu

schließen, ist für den oberen Teil von Bereich c und den

Bereich d nicht zweckmäßig. Wie bereits erwähnt, haben

oberflächenaktive Substanzen in diesem Bereich keine

Auswirkungen auf den Widerstandsbeiwert.



2.3 Schlußfolgerungen

Der Stoffübergang an Einzelblasen hängt in entscheidendem Maße von der Umströmung der Blase ab. Das Strömungsfeld wiederum wird maßgeblich von der Form der

Blase und von der Anreicherung obcrflächenaktiver Stoffe

in der Phasengrenzfläche beeinflußt. Die Schrifttumsübersicht zeigt für formveränderliche Blasen noch erhebliche

Unstimmigkeiten zwischen Theorie und Experiment. In den

theoretischen Arbeiten werden bisher lediglich formstabile

Blasen behandelt. Aus den Beobachtungen der Blasengestalt geht jedoch hervor, daß sie ständigen Formschwankungen unterworfen ist, wenn die Reynolds-Zahl Re ~ ReB

und die Flüssigkeitskennzahl KF ~ 1Q4 ist. Das Ziel der

vorliegenden Arbeit ist es deshalb, die ständigen Formänderungen einer Einzelblase zu berücksichtigen.

Für den Stoffübergang konnte im Bereich d der formlosen Blasen mit Hilfe der gesammelten Meßwerte eine

empirische Gleichung aufgestellt werden. Betrachtet man

in Bild 4 zum Beispiel das System einer C02-Blase in

Wasser bei einer Temperatur von 25 °C und einem Druck

von 1 bar, so ergibt sich für die Grenzwerte der ReynoldsZahl nach GI. (13) für ReB = 666 und nach GI. (15) für

Rcc = 1530. Die Werte entsprechen denen für das System

Luft/Wasser, da die Grenzflächenspannung gleich groß ist.

Mit Sc = 457 erhält man für (Re Sc)B = 3,04 • 105 und

(Re Sc)c = 6,99 · 10s. Für formstabile Kugelblasen gilt

nach Bild 3 und 5 die theoretische 01. (24) oder wegen des

großen Produktes (Re Sc) auch GI. (25). Zwischen den

Grenzen (Re Sc)B und (Re Sc)c ist in Bild 4 eine Verbindungslinie c eingetragen worden. Obwohl die Meßwerte in

diesem Bereich sohr stark streuen, kann Kurve c als Ausgleichskurve für die Meßwerte des Übergangsbereichs c gelten. Für eine Blase mit beweglicher Phasengrenzfläche gilt

also hinsichtlich der Fluiddynamik und des Stoffübergangs

die Einteilung nach ihrer Form:

ab formbeständige Kugelblasen,

c Übergangsbereich, in dem

bedeutsam werden,

d formlose Blasen.



Formänderungen



Die Grenzen der drei Bereiche sind von den Stoffwerten der

Flüssigkeit abhängig. Leider werden zu experimentellen

Untersuchungen bis auf wenige Ausnahmen [32; 37; 41; 42]

keine Angaben über die Grenzflächenspannung gemacht.

Daher ist eine Berechnung der Grenzwerte der ReynoldsZahl nach GI. (13) und (15) nicht für alle hier dargestellten

Stoffsysteme möglich.

Da der Stofftransport in entscheidendem Maße von dem

Strömungsfeld um die Blase abhängt, müssen die Form•

änderungen in ihrer Auswirkung sowohl auf den Impuls- als

auch auf den Stofftransport betrachtet werden. Zu den in

der Einleitung aufgeführten Annahmen sei weiterhin die
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Abwesenheit von Tensiden vorausgesetzt. Damit wird der

eventuell auftretende Einfluß der Zeitabhängigkeit und der

V crmindcrung des Stofftransports infolge einer verringerten Beweglichkeit der Phasengrenzfläche durch die Anziehungskraft der Polargruppen der Tensidmoleküle und auf-



grund eines Gradienten der Grenzflächenspannung über der

Blasenoberfläche unberücksichtigt gelassen. Zur Klärung

der mit den Formschwankungen der Blase zusammenhängenden Fragen ist es zweckmäßig, diese Effekte bei der

theoretischen Behandlung auszuschließen.



3. Allgemeine Beschreibung des Problems

3.1 Bewegungen infolge

deformationen



der



fortlaufenden



Blasen-



Steigt eine Blase in einer Flüssigkeit auf und ist die

Reynolds-Zahl Re ~ ReB und die Flüssigkeitskennzahl

KF ~ 104, so ändert sie ständig ihre Form. Photographien

dieser formveränderlichon Blasen sind unter anderem bei

P. H. Calderbank und A. 0. Lochiel [35] zu finden. Bei

größeren Blasen zeigen sich im Verhältnis zum Blasenvolumen kleinere Verformungen, während sich bei Blason

mit kleinerem Volumen größere Verformungen ergeben, die

bis zu 20 % des Grundrißdurchmessers ausmachen [35].

Aufgrund der wechselnden exzentrischen Form der Blase

ergibt sich eine von einer geraden vertikalen Bahn abweichende Aufstiegsbewegung. Bei größeren Blasen haben die

über den Umfang verteilten, im Verhältnis zum Volumen

kleineren Verformungen keinen wesentlichen Einfluß mehr

auf die Richtung der Aufstiegsbewegung, so daß die Blasen

auf einer weitgehend geraden vertikalen Bahn aufsteigen.

Auch die in sehr viskosen Flüssigkeiten aufsteigenden

Kugelkappenblasen zeigen an ihrer Oberfläche häufig kleine

Wellen, die zu Formschwankungen der Phasengrenzfläche

führen.

Die fortlaufenden Formänderungen verursachen in der

Phasengrenzfläche selbst oder in ihrer unmittelbaren

U mgcbung folgende V orgängc:

In der Blase und in der umgebenden Phase werden in

örtlich begrenzten Bereichen beschleunigte und verzögerte Bewegungen hervorgerufen. Die Formänderungen und damit auch die Bewegungen in der Umgebung

sind von regelloser Natur. Formveründerliehe Blasen

rufen somit in ihrer unmittelbaren Umgebung turbulenzähnliche Transport\·orgänge hervor. Damit verbunden sind zu verschiedenen Zeiten und an verschiedenen

Orten der Phasengrenzfläche auftretende Staupunktströmungen. Die Folge ist eine erhebliche Störung des

Strömungsfeldes gegenüber dcmj0nigen um eine formstabile Blase. Das v0ränderto Geschwindigkeitsfeld

beeinflußt wiederum den Stoffübergang.

Durch die örtliche Dehnung und Schrmnpfung der

Oberfläche wird ständig neue Fläche erzeugt und alte

zum Verschwinden gebracht. Damit unterliegt der Konzentrationsgradient und somit auch die Stoffstromdichte

starken zeitlichen Schwankungen.

- Die Deformationen der Blase führen zu einer V ergrößerung der gesamten Oberfläche. Damit erhöht sich die für

den Stofftransport zur Verfügung stehende Austauschfläche.

Die geschilderten Vorgänge sind bisher noch wenig

erforscht, so daß eine größcnmäßige Bestimmung der

einzelnen Anteile in der Vl'irkung auf den Impuls- und

Stofftransport durch die Grenzflüche einer formveränderlichen Blase nicht möglich ist. Hen·orstcchendcs Merkmal

ist, daß durch die Formänderungen der Blase die örtliche

Geschwindigkeit und Konzentration zeitlichen Schwankungen unterworfen ist, d. h. es werden turbulcnzähnliche

Transportvorgänge hervorgerufen. Einen Vorgang, bei dem

die Strömungsgrößen zufällige Funktionen von Ort und

Zeit sind, nennt man in der \Vahrschcinlichkeitsthcorie

einen stochastischen Prozeß. Die infolge der Formänderungen einer Blase ausgelösten Vorgänge sind also stochastischer Natur.
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Die während des Blasenaufstiegs auf die Oberfläche der

Blase wirkenden Spannungen versuchen jene zu verformen,

während die Grenzflächenspannung dieser Verformung

entgegenwirkt. Sind die Blasen formbeständig, so bewegt

sich die Phasengrenzfläche nicht in Richtung der Flächennormalen. In dem in Abschnitt 2.1.2 dargestellten Bereich c

werden Formänderungen der Blasen bedeutsam, das heißt,

die Phasengrenzfläche selbst beginnt irregulären Schwankungsbewegungen zu unterliegen. \Vährend eines genügend

großen Zeitabschnitts t2 - t1 ist der Mittelwert der Schwankungsgeschwindigkcit w' = 0. Als Maß für die Schwankungsgeschwindigkeit benutzt man daher die \Vurzcl aus

dem Mittelwert der Geschwindigkeitsquadrate ~, der

stets größer als null ist und folgendermaßen definiert wird:



,,



w'2



=



1

t2 -



\ w'2 dt



t1



J



(29).



ti



Mit steigendem Durchmesser der Blase nimmt die zeitlich

gemittclte radiale Schwankungsgeschwindigkeit ~ der

Phasengrenzfläche zu. In Bild 7 ist dieser Sachverhalt qualitativ aufgetragen worden. Die Zunahme der Schwankungsgcsohwindigkeit ist mit einer Vergrößerung des Widerstandsbeiwerts (Bild l) und mit einer Abnahme de!' Steiggeschwindigkeit der Blase (Bild 2) verbunden. Aus den

GPsetzcn der Blasenbewegung geht für den Bereich d der

formlosen Blasen hervor, daß die Grenzflächenspannung

keine dämpfende Wirkung mehr auf die Formänderungen

der Blase hat. Die Blasenbewegung wird nur noch durch

Auftriebs- und Träghcitskräfte bestimmt. Man kann annehmen, daß in diesem Fall die Schwankungsgeschwindigkeiten

wie in turbulenten Strömungen proportional der zeitlich

gcmittelten Strömungsgeschwindigkeit sind.

Befinden sich in der Phasengrenzfläche der Blase Tenside,

so ist anzunehmen, daß ihre Auswirkung auf die Blasenbewegung durch die Formänderungen beeinflußt werden.

Voraussetzung ist dabei jedoch, daß die im Abschnitt 2.2.4



t



[i



Bild 7. Qualitativer Verlauf der radialen Schwankungsgeschwindigkeit der Blasenoberfläche in Abhängigkeit vom

Blasendurchmesser.
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erwähnte Anziehungskraft von Polargruppen der Tensidmoleküle so klein ist, daß die Formschwankungen der Blase

nicht verhindert werden. Infolge der zeitlich und örtlich

auftretenden Staupunktströmungen an der Phasengrenzfläche werden die Tensidmoleküle nicht nur vom vorderen

Staupunkt der Blase weggespült, sondern auch von den

übrigen, regellos auftretenden Staupunkten. Ferner wird

durch die örtlichen Dehnungen und Schrumpfungen der

Oberfläche ständig die dünne Schicht aus Tensidmolekülen

aufgerissen. Infolge eines auftretenden Gradienten der

Grenzflächenspannung wird nicht nur eine gegen die Strömung in Richtung zum vorderen Staupunkt wirkende

Kraft verursacht, sondern es treten zeitlich und örtlich in

verschiedene Richtungen wirkende Tangentialkräfte auf.

Somit dürfte eine „Erstarrung" der Phasengrenzfläche

durch Tenside bei formveränderlichen Blasen gegenüber

formstabilen weitgehend verhindert werden.



3.2 Deformationsturbulenz und Volumturbulenz

Wegen der fortlaufenden Formänderungen einer Gasblase, die sich in einer Flüssigkeit bewegt, führt die Phasengrenzfläche regellose Schwankungsbewegungen aus. Dadurch werden Schwankungsbewegungen in den angrenzenden Phasen ausgelöst, die mit zunehmendem Abstand von

der Phasengrenzfläche abklingen. Diese von den Formänderungen einer beweglichen Phasengrenzfläche hervorgerufenen turbulenzähnlichen Transportvorgänge hat erstmals H. Brauer [67] beschrieben und mit „Deformationsturbulenz" oder „Formänderungsturbulenz" bezeichnet.

Mit diesem Begriff sollen im weiteren Verlauf der Arbeit die

drei im Abschnitt 3.1 beschriebenen, durch die laufenden

Formschwankungen der Phasengrenzfläche verursachten

Vorgänge gekennzeichnet werden.

Zur Unterscheidung von der Deformationsturbulenz soll

die in einem einphasigen System auftretende Turbulenz als

„Volumturbulenz" bezeichnet werden. Sie kann auch in

den einzelnen Phasen eines mehrphasigen Systems auftreten. Ein hervorstechendes Merkmal einer volumturbulenten Strömung ist, daß in einem festgehaltenen Raumpunkt die Geschwindigkeit und der Druck nicht zeitlich

konstant sind, sondern sehr unregelmäßige Schwankungen

von hoher Frequenz aufweisen, Diese Schwankungen sind

auf fluiddynamische Instabilitäten zurückzuführen. Sie

werden im Unterschied zur Formänderungsturbulenz nicht

von den Formänderungen der Phasengrenzfläche ausgelöst.

Für die Volumturbulenz ist charakteristisch, daß die

Schwankungsgeschwindigkeiten mit Annäherung an die

formstabile Phasengrenze abnehmen. Die Fluidelemente,

die Schwankungen längs und quer zur Hauptströmung ausführen, sind makroskopische, mehr oder weniger kleine

:Fluidballen, die auch als Turbulenzballen bezeichnet werden. Sie entstehen laufend neu und zerfallen wieder. Die

Schwankungsbewegung kann man sich so vorstellen, daß

diese größeren Fluidvolumina während ihrer Lebensdauer

mit einer Eigenbewegung ausgestattet sind, die sich der

mittleren Bewegung überlagert. Die Geschwindigkeitsschwankungen sind oft nur sehr klein gegenüber der mittleren Geschwindigkeit, dennoch sind sie von ausschlaggebender Bedeutung für den Ablauf der ganzen Bewegung.

Infolge der Austauschbewegung von Fluidballen wird auch

der Transport von Stoff verstärkt.

Im Fall der Deformationsturbulenz werden durch die

Formschwankungen der Phasengrenzfläche Strömungsumlenkungen und damit Fluidballcn erzeugt, die ebenfalls

Bewegungen in und quer zur Hauptströmungsrichtung ausführen. Infolge der ständigen Formänderungen und der

damit in örtlich begrenzten Bereichen erzeugten beschleunigten und verzögerten Bewegung wird ständig Energie der

Hauptströmung benötigt. Charakteristisch für die beiden

erwähnten Turbulenzarten ist somit eine unregelmäßige,

dreidimensionale, instationäre Wirbelströmung.

Überschreitet das Verhältnis von Trägheitskraft zu

Reibungskraft einen bestimmten Wert, so wird eine StröVDl-Forsch.-Heft 581



mung volumturbulent. Da das genannte Kräfteverhältnis

durch die Reynolds-Zahl wiedergegeben wird, ist die

Grenze zwischen dem laminaren und dem volumturbulenten Bereich für verschiedene Strömungsformen durch eine

jeweils konstante kritische Reynolds-Zahl gekennzeichnet.

Für das Auftreten von Deformationsturbulenz ist die

Grenze der Reynolds-Zahl nach GI. (13) und (15) abhängig

von der Flüssigkeitskennzahl KF.



3.3 Modell zur Beschreibung der Transportvorgänge

durch die Grenzfläche einer formveränderlichen

Blase

Für die rechnerische Behandlung eines volumturbulenten

Transportprozesses wird dieser meistens aufgeteilt in eine

zeitlich mittlere Größe und eine Schwankungsgröße. Das

soll in der vorliegenden Arbeit auch für die Deformationsturbulenz getan werden. Die formal gleichartige Behandlung der Deformations- und Volumturbulenz ist die Grundlage der von H. Brauer [67] vorgeschlagenen Hypothese zur

Deformationsturbulenz. Danach wird bei der Berechnung

des Stofftransports für die Massenstromdichte ein zusätzlicher turbulenter Austauschkoeffizient eingeführt. Dieser

berücksichtigt den Stoffaustausch aufgrund der stochastischen Schwankungsbewegung, die durch die Deformationsturbulenz hervorgerufen wird. Er entspricht formal demjenigen für den volumturbulenten Stofftransport. Für den

Austauschkoeffizienten ist eine geeignete Funktion zu

entwickeln. Wie später ausführlicher erläutert wird, ist ein

derartiger Austauschansatz für die Berechnung des Impulstransportes bei deformationsturbulenter Strömung aber

nicht zweckmäßig.

Die stochastischen Schwankungsbewegungen lassen sich

heute noch nicht in detaillierter Form beschreiben. Aus

diesem Grund ist eine rein theoretische Berechnung der

turbulenten Strömungen und des turbulenten Stofftransports noch nicht möglich. Deshalb versucht man Modellvorstellungen zu entwickeln, in denen versuchsmäßig gewonnene Erfahrungsdaten verarbeitet werden.

Eine weitere Schwierigkeit, die durch die Deformationsturbulenz hervorgerufenen Vorgänge mathematisch zu

erfassen, ergibt sich durch die ständige Änderung des Ortes

der Phasengrenzfläche. Zur möglichst einfachen mathematischen Behandlung werden üblicherweise die Feldvariablen

an einem festgehaltenen Raumpunkt berechnet. Dabei wird

vorausgesetzt, daß das Medium als Kontinuum aufgefaßt

werden kann, das heißt, daß alle Variablen wie Geschwindigkeit, Druck und Dichte stetige Funktionen der Raumkoordinaten sind. Um für die mathematische Behandlung

der Transportprozesse eine definierte Geometrie zugrunde

legen zu können, wird die formveränderliche durch eine

volumgleiche forznstabile kugelförmige Blase ersetzt. Zeitlich gemittelt habe die Blase demnach die Form einer Kugel.

An der gedachten formstabilen Blase werden die Vorgänge

simuliert, die sich an einer formveränderlichen abspielen.

Die Randbedingungen für die zeitlich gemittelten Größen,

die an der schwankenden Phasengrenzfläche gelten, werden

für die Grenzfläche der gedachten formstabilen Blase verwendet. Der durch die Formschwankungen hervorgerufene

zusätzliche Impuls- und Stofftransport wird durch Einführen von turbulenten Spannungen bzw. turbulenten

Massenstromdichten erfaßt. Hierfür sind geeignete mathematische Ansätze zu entwickeln.

Die Möglichkeiten des Vergleichs der Rechenergebnisse

mit Meßwerten sind sehr beschränkt, da Versuchsergebnisse

über den Stoffübergang nur in Form von mittleren Sherwood-Zahlen oder mittleren Stoffübergangskoeffizienten

vorliegen. Hinsichtlich der Bewegung von Blasen wird der

experimentell ermittelte Widerstandsbeiwert oder die Aufstiegsgeschwindigkeit mitgeteilt. Örtliche Werte der Konzentration, der Sherwood-Za.hl oder der Geschwindigkeiten

um die Blase liegen nicht vor. Wegen der meßtechnischen

Schwierigkeiten, die mit der experimentellen Ermittlung

dieser Größen an fluktuierenden Blasen verbunden sind,
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wird sich an diesem Zustand in der nächsten Zeit vermutlich nichts ändern. Die errechneten örtlichen Werte können

daher nicht mit Meßergebnissen verglichen werden; es

bleibt lediglich der Vergleich des Widerstandsbeiwertes und

der mittleren Sherwood-Zahl.

Zur Berechnung des Stofftransports werden die unter

Berücksichtigung der Deformationsturbulenz errechneten

Geschwindigkeitsfelder verwendet. Die beschriebenen Querbewegungen der Flüssigkeit infolge der Formschwankungen

der Blase führen gegenüber einer formstabilen Blase zu

einer Verringerung der zeitlich gemittelten Geschwindigkeit



der Hauptströmung an der Phasengrenzfläche. Diese

Abnahme vermindert den konvektiven Stofftransport.

Andererseits wird durch den zusätzlichen Queraustausch

der Flüssigkeitselemente der Stofftransport verbessert. Die

durch Formänderungen der Blase hervorgerufenen Vorgänge können somit zur Erklärung des Unterschieds zwischen den Meßwerten der Sherwood-Zahl und den bisher

für formstabile Blasen gewonnenen theoretischen Ergebnissen dienen. Über die mathematische Formulierung der

physikalischen Modellvorstellung wird in den folgenden

Kapiteln berichtet.



4. Das Strömungsfeld in der Umgebung

einer formveränderlichen Blase

Zur mathematischen Behandlung der Transportprozesse

in der Umgebung einer formveränderlichcn Blase wird entsprechend der im Abschnitt 3.3 beschriebenen Modellvorstellung die formveränderliohe durch eine volumgleiche

formstabile kugelförmige Blase ersetzt. Weitere Voraussetzungen für die durchzuführenden Rechnungen sind konstante Stoffwerte, inkompressible Strömung, isothermes

System, newtonsches Verhalten der Flüssigkeit, vernachlässigbar kleine Viskosität des die Blase bildenden Gases,

über eine genügend lange Zeit ge~riittelt stationärer Aufstieg der Blase in einer unendlich ausgedehnten Flüssigkeit

und konstanter Durchmesser der Blase.



4.1 Berechnung des Strömungsfeldes

4.1.1 Bewegungsgleichungen

Navier-Stokessche Gleichung: Die Strömung eines

Fluids läßt sich durch die aus einer Impulsbilanz folgende

Bewegungsgleichung in Verbindung mit der aus einer

Massenbilanz folgenden Kontinuitätsgleichung beschreiben.

Um nicht von vornherein auf die Wahl eines bestimmten

Koordinatensystems festgelegt zu sein, wird bei der mathematischen Formulierung der folgenden Gleichungen zunächst von skalaren, vektoriellen und tensoriellen Größen

Gebrauch gemacht. Dadurch ergibt sich gleichzeitig eine

wesentlich kürzere Schreibweise der Gleichungen als in

Komponcntenform. Angaben über das formale Rechnen

mit diesen Größen sind unter anderem bei R. B. Bird,

W. E. Stewart und E. N. Lightfoot [68] sowie bei J. Happel

und H. Brenner [69] zu finden.

Die Bewegungsgleichung folgt aus der Impulsbilanz an

einem ortsfesten :Fluidelement. Dabei wird von dem zweiten

Newtonschen Grundgesetz ausgegangen, daß die zeitliche

Änderung des Impulses gleich der Summe der auf das

Fluidelement wirkenden Kräfte ist. Unter den einleitend

genannten Voraussetzungen lautet sie
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w . V w = -
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(30).



Es bedeuten w den Geschwindigkeitsvektor, p den örtlichen

Druck und T den Tensor der viskosen Spannungen. Die auf

der linken Seite dieser Gleichung stehenden Terme stellen

die durch lokale Speicherung und konvektiven Transport

verursachte zeitliche Änderung des auf die Masse des

Fluidelements bezogenen Impulses dar. Die auf der rechten

Seite von GI. (30) stehenden Terme sind die Summe der auf

das Fluidelement, wirkenclcn, auf clie Masse bezogenen

äußeren Kräftf&gt;. Die Bewegungsgleichung GI. (30) wird auch

als Navier-Stokessche Gleichung bezeichnet. Sie gilt nur in

Verbindung mit clem Gesetz zur Erhaltung der Masse. Es

wird durch die Kontinuitätsgleichung beschrieben:

V · w
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= o. . . . . . . . . . . . . . .



(31).



Bewegungsgleichung der turbulenten Strömung: Die Navier-Stokessche Bewegungsgleichung gilt für

laminare und turbulente Strömungen. Die turbulente Strömung ist eine instationäre Zufallsbewegung, d. h. ein

stochastischer Prozeß, den man im allgemeinen nur durch

statistische Mittelwerte, wie z. B. zeitliche Mittelwerte,

beschreiben kann. Für diese Mittelwerte gilt die NavierStokessche Gleichung in der vorher angegebenen Form

nicht mehr. Dio für die zeitlichen Mittelwerte der Geschwindigkeitskomponenten und des Drucks geltenden Bewegungsgleichungen können jedoch aus den Navier-Stokesschen Gleichungen hergeleitet werden [70 bis 72].

In Kapitel 3 &gt;vurde bereits darauf hingewiesen, daß es für

die rechnerische Behancllung einer turbulenten Strömung

zweckmäßig ist, diese in eine mittlere Bewegung und eine

Schwankungsbewegung aufzuteilen. Die momentane örtliche Geschwindigkeit w wird als Summe aus ihrem zeitlichen Mittelwert w und der Schwankungsgeschwindigkeit

w' dargestellt:

w =



w + w'



. . . . . . . . . . . . . .



(32).



Diese Aufspaltung wird auch auf andere Größen wie Druck,

Konzentration, Temperatur usw. angewendet. Die Mittelwertbildung ist entsprechend GI. (29) über ein so großes

Zeitintervall zu erstrecken, daß die Mittelwerte von der

Zeit unabhängig sind.

Führt man für die Geschwindigkeit die Zerlegung nach

GI. (32) ein, so ergibt sich aus der Kontinuitätsgleichung



w = o.



(33)



V· w' = 0.



(34).



V·

und



Die Kontinuitätsgleichung der inkompressiblen Strömung

wird also sowohl von den zeitlichen Mittelwerten als auch

von den Schwankungen der Geschwindigkeit erfüllt.

Führt man für die Geschwindigkeit und den Druck die

Zerlegung in zeitlichen Mittelwert und Schwankungsgröße

in GI. (30) ein und bildet die zeitlichen Mittelwerte, so

erhält man die Bewegungsgleichung für turbulente Strömungen, die auch als Reynoldssche Gleichung bezeichnet

wird:
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at
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(35).



GI. (35) unterscheidet sich formal von der Navier-Stokesschcn Gleichung nur durch das die Schwankungsgeschwindigkeiten enthaltende Zusatzglied auf der rechten Seite,

wenn anstelle von w, p und T die zeitlichen Mittelwerte

dieser Größen geschrieben worden. Das Zusatzglied kann

als Spannungstensor aufgefaßt werden. Es wird der Tensor

der scheinbaren Spannungen einer turbulenten Strömung

genannt.
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gerufenen Spannungstensors



Für die durchzuführenden Rechnungen ist; es zweckmäßig, Kugelkoordinaten einzuführen. Wie Bild 8 zeigt,

wird der Ursprung des gewählten Koordinatensystems in die

Mitte der als kugelförmig angenommenen Blase gelegt. Zur

eindeutigen Bestimmung eines Punktes dient der Radius r,

der Umfangswinkel e und der azimutale Winkel &lt;p senkrecht zur Bewegungsrichtung x. Mit Hilfe der Kontinuitätsgleichung GI. (34) läßt sich der in GI. (35) stehende zusätzliche Schwankungsterm für dieses sphärische Koordinatensystem wie folgt schreiben:
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(43).



Diese zusätzlichen Spannungen nennt ma.n die scheinbaren

Spannungen der turbulenten Strömung oder Reynoldssche

Spannungen. Sie werden hervorgerufen durch die turbulente Schwa.nkungsbewegung und sind gegeben durch die

zeitlichen Mittelwerte der Produkte der Geschwindigkeitsschwankungen. Die gesamten durch' Viskosität und Turbulenz verursachten Spannungen setzen sich aus dem zeitlichen Mittelwert des Tensors der viskosen Spannungen f

und dem Tensor der Reynoldsschen Spannungen •t zusammen. Für den gesamten Spannungstensor gilt da.mit
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(36).



Dabei bedeuten e,, ee und ecp die Einheitsvektoren sowie

w@ und w~ die Komponenten der Schwankungsgeschwindigkeit in r-, 0- und &lt;p-Richtung. Wie bereits

erwähnt, kann dieser Zusatzterm als Spannungstensor auf-
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Als Abkürzung verwendet ma.n in GI. (45) und (46)
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Wegen der im zeitlichen Mittel rotationssymmetrischen

Strömung ist die mittlere Geschwindigkeitskomponente in

&lt;p-Richtung

wcp
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Aus einem Vergleich von GI. (37) mit GI. (36) folgt für die

Komponenten des von der Schwa.nkungsbewegung hervorVDl-Forsch.-Heft 581
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gefaßt werden. Diese Spannungen liefern als resultierende

Oberflächenkraft je Volumeneinheit den Ausdruck



a



2 Wr

r2



r



We



r2



(!



--



(44).



_!._ a;p



.,,.,,t] . . . . . . . . . . . . .

+



a iiie

ar



- _!._ [-1-



1



-



1[1

a

- - - - (r 2 Trrt)

(!

r2 ar



)(



er [-



. . . . . . . . . . . . . .



Für das sphärische Koordinatensystem lautet die Reynoldssche Gleichung, GI. (35), in Komponentenschreibweise



Bild 8. Bezeichnung

der Ortskoordinaten.
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GI. (45) bis (47) bilden mit GI. (38) bis (43) den Ausgangspunkt zur theoretischen Behandlung der Strömung um

eine formveränderliche Blase, d. h. für die Berechnung der

zeitlichen Mittelwerte der Bewegung. Zur Lösung der

Gleichungen müssen die Schwankungsgrößen in Abhängigkeit von der mittleren Bewegung bekannt sein. Eine theoretische Berechnung ist wegen der Kompliziertheit der

Schwankungsbewegungen noch nicht möglich. Der Zusammenhang zwischen den Schwankungsgrößen und der mittleren Bewegung kann also nur empirisch oder mit Hilfe

zusätzlicher Hypothesen angegeben werden. Auf die einzuführenden Ansätze zum Berechnen der turbulenten Spannungen wird in Abschnitt 4.1.4 eingegangen. Zur Vereinfachung der weiteren Darstellung sei bereits an dieser Stelle

erwähnt, daß die turbulenten Schubspannungskomponenten •Bo&gt;t und •ro&gt;t nach Gl. (42) und (43) null sind, da keine

Korrelation zwischen den entsprechenden Schwankungsgeschwindigkeiten besteht. Für die weiteren Betrachtungen

entfällt damit GI. (47).

Die Kontinuitätsgleichung erhält im sphärischen Koordinatensystem die Form
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Hierin bedeutet R = d/2 den Blasenradius. Mit Gl. (52) und

(53) bis (59) sowie
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erhält die Definitionsgleichung für die Wirbelstärke die

Form
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Aus GI. (45) und (46) erhält man mit GI. (51) bis (59) die

Wirbeltransportgleichung
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Wirbeltransportgleichung: Die gekoppelten Differentialgleichungen GI. (45), (46) und (51) lassen sich nur

mit Hilfe numerischer Methoden lösen. In der Literatur wird

aber u. a. von K. Aziz und J. D. Hellums [73] darauf

hingewiesen, daß es bei der Verwendung von Differenzenverfahren ungünstig ist, die Geschwindigkeits- und Druckverteilung direkt aus den Navier-Stokesschen Gleichungen

und der Kontinuitätsgleichung zu berechnen. Für die

Stabilität der numerischen Rechnungen ist es zweckmäßig,

die Impulstransportgleichung durch die Wirbeltransportgleichung zu ersetzen. Die Wirbelstärke gibt die örtliche

Drehung der Strömung an. Sie ist gleich dem Betrag des

Wirbelvektors
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Wegen der vorausgesetzten Rotationssymmetrie hat der

Wirbelvektor nur eine Komponente in &lt;p-Richtung, d. h.

der Vektor steht senkrecht zur r, 0-Ebene. Die Geschwindigkeitskomponenten wr und we werden durch die Stromfunktion 'P ausgedrückt. Die Stromfunktion ergibt sich aus

der Integration der Kontinuitätsgleichung. Sie ist demzufolge ein Maß für den Volumenstrom um die kugelförmig

angenommene Blase. Für die Geschwindigkeitskomponenten gelten die Beziehungen [69]
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Mit der Definition für die dimensionslose Geschwindigkeit



w* = w/w"' . . . . . . .



(63)



ergibt sich aus GI. (38) bis (41) für die dimensionslosen

turbulenten Spannungen



(54).



•:rt



= 2w,'*2



(64),



•~et



= 2we'*2



(65),



Durch EWühren der Stromfunktion wird die Kontinuitätsbedingung GI. (51) erfüllt. Zur dimensionslosen Darstellung

der Gleichungen werden folgende Kennzahlen eingeführt:
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4.1.2 Randbedingungen
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Die Umströmung der Blase geschieht im zeitlichen Mittel

rotationssymmetrisch. Auf der vorderen und hinteren

Staupunktgeraden hat die Geschwindigkeit nur eine Komponente in radialer Richtung. Für die Stromfunktion und

die Wirbelstärke gilt hier



(57),



=



o, 7t:



'P* = o .

&lt;Ji* = O.



(68),

(69).



An der Blasenoberfläche ist die zeitlich gemittelte radiale

Komponente der Geschwindigkeit gleich null. Hieraus folgt
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mit GI. (53) und (68) für die Stromfunktion



r* =



1:



(81 ).



'l'* = 0.

a 'l'*

--=0

ae



(70),

(71).



Von diesen beiden Randbedingungen wird nur GI. (70)

durch die Wirbeltransportgleichung erfüllt. Für die Wirbelstärke an der Blasenoberfläche kann zunächst keine direkte

Bedingung angegeben werden. Da voraussetzungsgemäß

die Viskosität des die Blase bildenden Gases vernachlässigbar klein ist gegenüber derjenigen der umgebenden Flüssigkeit, ist die viskose Schubspannung an der Blasenoberfläche gleich null. Daraus folgt die Beziehung



r* =



1:



* = -



Tre



4 [ *

Re r



a (-;:-.-w~)

ar*



1 aw;]

+ r*

ae



= 0

(72).



Aus GI. (61) erhält man mit GI. (53), (54), (71) und (72) die

Randbedingung für die Wirbelstärke an der Blasenoberfläche



r* =



1:



&lt;I&gt;* _

-



2

sin e



a 'l'*

ar*



Wird GI. (79) integriert und GI. (81) eingesetzt, so erhält

man für den zeitlich gemittelten örtlichen Druck die

Gleichung

8



-• = Po

-•

Pw



0

8



a T~et + 3 Tret

* + ( Teet

* - T'l''l't

* ) cot e]

d""

- ~ [--~

o ar*

w



(82).



Zur Bestimmung des Drucks im vorderen Staudruck p'IJ

wird die Reynoldssche Gleichung GI. (45), die Kontinuitätsgleichung GI. (51) und die Gleichung für die Wirbelstärke,

GI. (61), verwendet. Entlang der Staupunktgeraden e = O

sind w~, awM8r* und aw; e gleich null. Nach Integration

in radialer Richtung erhält man den zeitlich gemittelten

Staudruck



;a



00



oo:



'l'* = _!_ sin2 e (r*2 - - 1-)

2

r*



(74),



&lt;!&gt;*



(75).



=



0. . . . . . . . .



4.1.3 Gleichungen für den Widerstandsbeiwert



Zur Kennzeichnung des Strömungswiderstandes dient

der durch GI. (6) definierte Widerstandsbeiwert. Er setzt

sich zusammen aus einem Widerstandsbeiwert des Drucks

und der viskosen sowie turbulenten Spannungen:



C = Co



+ Cv + Ct



. . . . • . . . . . • •



p* = P - Pro



(77)



ew~/2



folgt für den Druckwiderstandsbeiwert die Berechnungsgleichung

TC



Co = 2 f



p:, sin e cos e de.



ae



Re



e=o



dr*

-



r*



+ ~ (2 -8T:et

*

- - - Teet

ae



1



1



(83).



Der Druckwiderstandsbeiwert läßt sich durch Einsetzen

von GI. (82) in GI. (78) berechnen. Da der Staupunkt p~

eine vom Umfangswinkel unabhängige Größe ist, ist es

nicht notwendig, ihn bei der Berechnung des Widerstandsbeiwerts zu berücksichtigen. Daraus folgt für die Berechnungsgleichung des Druckwiderstandes

IFJ



TC



Co=



2



~ { ;e ~ [( ~~: )w + &lt;!&gt;:]de 0



(76).



Den Druckwiderstandsbeiwert erhält man aus der Integration des örtliche.n Drucks über die Oberfläche der Blase.

Mit der Definition für den dimensionslosen Druck



00



+ -8- ~ (-a -&lt;J&gt;*-)



-• -_ i

Po



In großer Entfernung von der Blase soll eine ungestörte

Parallelströmung herrschen. Es werden hier die Gleichungen

für die Potentialströmung um eine Kugel angesetzt:



r*-+



0,25



&lt;!&gt;:;



0



8



- 1[ aT:et + 3 T:et + (T~@t J ar*



T:rpt) COt



e] de

w



0



-



T~etw} sin e COS e de . . . . . . . . . . .



(78).

(85).



Die Gleichung zur Berechnung des zeitlich gemittelten

örtlichen Drucks p; an der Blasenoberfläche läßt sich aus

den Reynoldsschen Gleichungen GI. (45) und (46) herleiten.

Aus GI. (46) ergibt sich mit der Kontinuitätsgleichung

GI. (51) und der Gleichung für die Wirbelstärke, GI. (61),

die dimensionslose Beziehung



;e



[(~~:)w + &lt;1&gt;;]- 2 (w~ 8a~)w



8T:et + 3 Tret

* + --8T~et + ( Teet

* - T'l''l't

* ) cot .o]

- [--o

(79).

ar*

ae

w



Mit der Bedingung, daß an der Blasenoberfläche die viskose

Schubspannung null ist, folgt aus GI. (72) die Beziehung



(~:: L- wtw



= o. . . . . . . . . . .



Mit der Kontinuitätsgleichung GI. (51) und GI. (81) gilt an

der Blasenoberfläche



aae



~ [( &lt;J&gt;*) + &lt;J&gt;: COt



T:rw =



Re



w



e] . . . . .



(86).



Der Widerstandsbeiwert aufgrund der viskosen Normalspannung ergibt sich aus der Integration von GI. (86) über

die Oberfläche der Blase. Damit folgt für diesen Widerstandsanteil die Beziehung

TC



CV



=



2



J "l:rw Sin e COS e de



(87).



0



Der Widerstandsbeiwert der viskosen Spannungen läßt sich

damit durch folgende Gleichung berechnen:



(80).



Mit GI. (61), (53) und (54) ergibt sich daraus für die dimensionslose zeitlich gemittelte Tangentialgeschwindigkeit an

der Phasengrenzfläche
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(84).



Auf den Widerstandsbeiwert der viskosen Spannungen

hat lediglich die viskose Normalspannung einen Einfluß.

Für sie lautet die Gleichung



0



(~~)w =



*

Teetw



0



(73).



...



+~

de - o' 25 &lt;1&gt;·w2

R e ~ [( a&lt;I&gt;*)

ar * w + &lt;1&gt;*]

w



TC



l;v



=



_ 8_

Re



1[( a&lt;!&gt;*) sin e cos e +

J ae w



&lt;1&gt;; cos2 e] de



0



(88).
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Für die Berechnung des Widerstandsbeiwertes der turbulenten Spannungen werden die turbulente Schubspannung

T:et und die turbulente Normalspannung Tirt berücksichtigt. Für diesen Anteil des Widerstandsbeiwerts folgt die

Berechnungsgleichung



Ct = 2 f" (-



T;etw



sin 2 e



+ T~w sin e cos 6) de



. . . (89).



0



Die Gleichungen zur Berechnung der turbulenten Spannungen werden im nächsten Abschnitt mitgeteilt.

4.1.4 Mathematische Ansätze zur Berechnung der

turbulenten Spannungen

Komponenten des Tensors der turbulenten

Spannungen: Zur Lösung der Bewegungsgleichungen

einer turbulenten Strömung müssen die zeitlichen Mittelwerte der Schwankungsgeschwindigkeiten bekannt sein.

Wegen der Kompliziertheit der turbulenten Bewegung ist

eine rationelle Theorie, die eine rein rechnerische Ermittlung dieser Mittelwerte ermöglicht, noch nicht vorhanden.

Sowohl bei der Behandlung volumturbulenter als auch bei

dem hier vorliegenden Problem einer deformationsttirbulenten Strömung sind bei den aufzustellenden Ansätzen

zusätzliche Hypothesen und experimentelle Aussagen über

den Verlauf von Funktionen oder mindestens zur Festlegung von Zahlenwerten erforderlich. Der Leitgedanke dieses Vorgehens ist, mit Hilfe versuchsweise idealisierter

theoretischer Modelle einen tieferen Einblick in die komplizierten Vorgänge zu erhalten und die physikalischen

Grundlagen abzuleiten.

Bei der Berechnung turbulenter Strömungen besteht die

Aufgabe darin, die durch die Schwankungsbewegung hervorgerufenen Spannungen mit den zeitlichen Mittelwerten

der Geschwindigkeit oder der Stromfunktion zu verknüpfen. Erst dadurch erhalten die in die Bewegungsgleichung für die turbulente Strömung eingesetzten turbulenten Spannungen eine Form, in der sie die Lösung der

Bewegungsgleichung ermöglichen.

Es wurde bereits erwähnt, daß für die durchzuführenden

Rechnungen von den neun Komponenten des turbulenten

Spannungstensors nach GI. (38) bis (43) die Spannungen

Teqit = Tqiet und Trqit = TQ'.'rt nach GI. (42) und (43) gestrichen werden können, da zwischen der Schwankungsgröße



M



~ und

keine Korrelation besteht. Zur Vereinfachung der Rechnungen wird angenommen, daß die in der

Wirbeltransportgleichung GI. (62) stehenden Terme der

turbulenten Normalspannungen &lt;eet und Tqiqit gegenüber

denjenigen der turbulenten Schubspannung Tr&amp;t sowie den

viskosen Spannungen vernachlässigt werden können.



Gases, hat auch beispielsweise die turbulente Schubspannung Tretw auf der Flüssigkeitsseite sehr viel größere Werte

als auf der Gasseite. Im Unterschied dazu ist die viskose

Schubspannung an der Blasenoberfläche auf der Gas- und

auf der Flüssigkeitsseite gleich groß.

Um einen Zusammenhang zwischen den Schwankungsgrößen und der zeitlich gemittelten Bewegung sowie den

Randbedingungen herzustellen, wird bei der rechnerischen

Behandlung voluroturbulenter Strömungen häufig ein turbulenter Austauschkoeffizient des Impulses er eingeführt.

In Kugelkoordinaten würde für die turbulente Schubspannung der Ansatz

Tr&amp;t



=



-



(!



er [r - a (we)

--



er



r



+ -r1 -ew,]

- .. .

ae



lauten. Die Gleichung unterscheidet sich von der zeitlich

gemittelten viskosen Schubspannungskomponente, indem

anstelle der molekularen Austauschgröße, der dynamischen

Viskosität TJ, der Ausdruck (e er) auftritt. Für die Ermittlung des turbulenten Austauschkoeffizienten sind verschiedene Ansätze bekannt [74; 75]. Voraussetzungsgemäß

ist die viskose Schubspannung an der Blasenoberfläche

gleich null. An der Phasengrenzfläche muß also der in

GI. (90) stehende Ausdruck in eckigen Klammern verschwinden. Damit ist auch, unabhängig von der Größe des

Austauschkoeffizienten, die nach GI. (90) zu errechnende

turbulente Schubspannung an der Phasengrenzfläche

gleich null. Nach den bisher gemachten Ausführungen soll

sie an dieser Stelle jedoch ihren höchsten Wert haben, der

von null verschieden ist. Daher ist GI. (90) zur Berechnung

der infolge von Blasenformänderungen hervorgerufenen

Schubspannung nicht brauchbar. Für ihre Berechnung ist

die Aufstellung eines geeigneteren Ansatzes notwendig.

Ansatz für die turbulente Schubspannung: Die

turbulente Schubspannung soll den maßgebenden Anteil

am Widerstand der Blase ausmachen. Die 'Viderstandskraft

W ist nach Gl. (17) und (6) proportional dem Quadrat der

Aufstiegsgeschwindigkeit w 00 • Damit die turbulente Schubspannung dieselbe Abhängigkeit hat, müssen die Schwankungsgeschwindigkciten w; und w!, jeweils proportional der

Aufstiegsgeschwindigkeit sein. Ferner soll der Ansatz für

die turbulente Schubspannung nur den Einfluß der

Schwankungsbewegung erfassen, nicht aber die Wirkung

der Viskosität. Für die Abnahme der Schwankungsbewegung mit dem Abstand von der Phasengrenzfläche kann

daher dieselbe Funktion verwendet werden, die für das

Abklingen der Wellenbewegung mit zunehmendem Abstand

von der Oberfläche eines viskositätsfreien Fluids gilt. Die

Wellenbewegung an Oberflächen wird u. a. von V. G.

Levich [16] ausführlich behandelt. Für die turbulente

Schubspannung gilt demnach die Proportionalität



Ferner soll angenommen werden, daß die Werte der

radialen Schwankungsgeschwindigkeit ~ über dem

Umfang der Blase konstant sind. Nach dem beschriebenen

Modell der formveränderlichen Blase soU die Schwankungsgeschwindigkeit an der fiktiven kugelförmigen Phasengrenzfläche am größten sein und am häufigsten auftreten.

Die turbulente Normalspannung Trrt nach GI. (38) hat

deshalb an der Blasenoberfläche ihren größten Wert und

klingt mit zunehmendem Abstand von der Grenzfläche ab.

Da sie als konstant über den Umfangswinkel e angenommen wurde, entfallen ihre Terme in der Wirbeltransportgleichung GI. (62). Nach Gl. (89) hat die turbulente Normalspannung Trrt in diesem Fall auch keinen Einfluß auf den

Widerstandsbeiwert.

Zur Lösung der Bewegungsgleichungen ist nach den

bisher gemachten Ausführungen lediglich ein Ansatz zur

Berechnung der turbulenten Schubspannung Tret zu entwickeln. In der Phasengrenzfläche sind die zeitlichen Mittelwerte der Schwankungsgeschwindigkeiten, z.B. w; w(;i,

auf der Gas- und auf der Flüssigkeitsseite gleich groß. Da

die Dichte der Flüssigkeit sehr viel größer ist als die des
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(90)



(91).



s ist eine in Abhängigkeit vom Umfangswinkel



e



zu be-



stimmende Variable.

Von dem Strömungsmechanismus an einer formveränderlichen Blase kann man sich folgendes vereinfachte Bild

machen. Bildet die Blase gemäß Bild 9a an ihrer Oberfläche

einen Berg, dann ist die radiale Schwankungsgeschwindigkeit

positiv. Durch die Ausbildung des Berges wird die

mit positiver Tangentialgeschwindigkeit we anströmende

Flüssigkeit verzögert. Die tangentiale Schwankungsgeschwindigkeit w@ ist negativ. Der an der Phasengrenzfläche entstehende Geschwindigkeitsunterschied der Tangentialgeschwindigkeit beträgt



w;



ßw0w1 =



W@w -



We1



.



(92).



w;,



Durch das Verschwinden des Berges, d. h. negatives

wird die Tangentialgcschwindigkeit w0 erhöht, und w~ ist

positiv.

Bildet sich an der Blasenoberfläche eine Vertiefung gemäß

Bild 9b, so ist

wieder negativ. Gegenüber der Kugelform



w;
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treten mehrerer, im Verhältnis zum Blasendurchmesser

kleinen wellenförmigen Verformungen. Die schematische

Darstellung in Bild 10 zeigt, daß aufgrund der viskosen

Normalspannung senkrecht zur Phasengrenzfläche die

Geschwindigkeit auf der Abströmseite der Welle geringer

ist als auf der Anströmseite. Dabei ist die Krümmung der

Blasenoberfläche vernachlässigt worden. Außerdem wurde

die Form der Wellen idealisiert sinusförmig dargestellt.



+



Es werden nun die Vorgänge an einem Ort f9 der Phasengrenzfläche beim Passieren der Wellen betrachtet. Anhand

der schraffierten Flächen in Bild 10 ist zu erkennen, daß

während der Bildung eines Wellenberges (w; &gt; 0) gegenüber der zeitlich gemittelten Geschwindigkeit überwiegend

negative tangentiale Schwankungsgeschwindigkeiten auftreten. Beim Bilden eines Wellentales (w; &lt; 0) werden

überwiegend positive Schwankungsgeschwindigkeiten in

tangentialer Richtung hervorgerufen. Auch in diesem Fall

gilt die Beziehung nach GI. (95).

Die radiale Schwa.nkungsgeschwindigkeit soll über den

Umfang der Blase konstant sein. Es gilt die Proportionalität



+ -w,.~



1



w;,,...., w.., e-a(r*-1)



. . . . . . . . . . .



(96).



Der Faktor a ist über den Umfang der Blase konstant.

Zur Berechnung des zeitlichen Mittelwerts des absoluten

Betrags der Schwankungsgeschwindigkeit /

ist nach

GI. (94) die Bestimmung der Geschwindigkeitsdifferenz

1 (we2 we1) 1 erforderlich. Die durchgeführten Rechnungen zeigen, daß es günstig ist, zwischen den Verhältnissen

auf der Anström- und der Abströmseite der Blase zu unterscheiden. Die Geschwindigkeitsschwankung in tangentialer

Richtung soll proportional der zeitlich gemittclten Tangentialgeschwindigkcit sein. In großer Entfernung von der

Blasenoberfläche ist die Tangentialgesehwindigkeit über

den Umfangswinkel proportional sin E&gt;. Daher wird für das

Produkt c / w@ 1 die Beziehung



wew /



Bild 9. Zur Erläuterung der Schwankungsgeschwindigkeitcn

an der Blasenoberfläche bei der Bildung eines Berges und

einer Vertiefung.

ist an der Vertiefung eine ungehindertere Umströmung der

Blase möglich. Die Tangentialgeschwindigkeit wird dadurch

erhöht, und w'3 ist positiv. In diesem Fall beträgt der

Geschwindigkeitsunterschied an der Phasengrenzfläche

b.wew2 = We2 -



iiiew . . . . . . . . . .



Die Geschwindigkeitsunterschiede können als die turbulenten Geschwindigkeitsschwankungen an der Blasenoberfläche aufgefaßt werden. Für den zeitlichen Mittelwert des

absoluten Betrages dieser Geschwindigkeitsschwankung

erhält man die Beziehung

w@w



= 0,5 ( 1b.wew11 + 1b.wew2 i) = 0,5



1(we2 -



wei)



C 1 We I ,.._, W 00



(93).



sin f9 e-b(r*-1).



(97)



angenommen. Die Variable b ist abhängig vom Umfangswinkel



e.



t=konst



---il~ W8,F/üssigkoit



-we.welle



1

(94).



Ist der zeitliche Mittelwert der Tangentialgeschwindigkeit

we positiv, so folgt aus den vorstehenden Überlegungen, daß

bei positivem

ein negatives

entsteht, bei negativem



w;



we



w; ein positives w0. Der Mittelwert w; w9 ist somit von null

verschieden und ist negativ. Das entgegengesetzte Vorzeichen ist zwar nicht ganz ausgeschlossen, aber stark in der

Minderheit. Zwischen der Längs- und der Querschwankung

besteht demnach eine Korrelation. Ist der zeitliche Mittelwert iiie negativ, so kann bei positivem w; ein positives w@,

bei negativem

ein negatives

entstehen. Der Mittel-



w;



w;.



wert w; w@ ist dann positiv. Man setzt deshalb für den zeitlichen Mittelwert der Geschwindigkeitsschwankungen die

Gleichung



1



-



-w8,Gas



1

1

1Phasengrenzfläche

1

1

1

1

1



9=konst

1

1



w,'

8



1



--t-t~~~~~~~ef4~---\"-,'~

W9

t



1



1



1

1



w; w9



= -



c 1 w;



11



w@ 1



(95)



mit der Bedingung 0 &lt; c ~ 1. Der Faktor c ist im wesentlichen ein Korrelationskoeffizient zwischen der Längs· und

Querschwankung am gleichen Ort.

Verschwindet eine Erhöhung oder Vertiefung nicht

unmittelbar nach ihrer Entstehung, sondern wird sie von

der Flüssigkeitsströmung über die Blasenoberfläche hinweg

transportiert, so gelten die bisher gemachten Ausführungen

ebenfalls. Die Verhältnisse entsprechen denen beim AufVDI-Forsch.· Heft 581
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~



fh3073.10



Bildung
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eines
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Wellenberges Wellentales
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Bild 10. Zur Erläuterung der Schwankungsgeschwindigkciten an der Blasenoberfläche beim Auftreten von wellen•

förmigen Verformungen.
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Auf der Abströmseite muß wegen der dort auftretenden

Strömungsablösung ein Vorzeichenwechsel der turbulenten

Schubspannung möglich sein. Das aus dem Korrelationsfaktor c und der Schwankungsgeschwindigkeit 1

I gebildete Produkt soll hier proportional der zeitlich gemittelten

Tangentialgeschwindigkeit in der Phasengrenzfläche sein.

Damit gilt



wa



c/



w@ 1,....., üiew e-b(r• -1)



.



•



.



.



.



.



.



•



.



(98).



Das Maximum des Produkts c 1 w@ 1 und damit auch der

absolute Betrag der turbulenten Schubspannung sollte

nicht mit dem Maximum der zeitlich gemittelten Tangentialgeschwindigkeit in der Phasengrenzfläche zusammenfallen. Größere Schwankungen der Tangentialgeschwindigkeit treten erst auf, wenn die kinetische Energie der grenzflächennahen Strömung abnimmt. Bei verzögerter Strömung treten auch eher örtlich und zeitlich wechselnde

Strömungsablösungen infolge der Grenzflächendeformationen auf. Im Bereich der Anströmung in der Nähe des

vorderen Staupunktes bei e = 0° wird die Strömung

dagegen beschleunigt. In größerer Entfernung von der

Grenzfläche hat die Tangentialgeschwindigkeit bei einem

Umfangswinkel e = 90° ihren größten Wert. Die größten

Geschwindigkeitsdifferenzen können demnach zwischen

e = 90° und dem Maximum der mittleren Tangentialgeschwindigkeit in der Phasengrenze auftreten. Dort wird der

größte absolute Betrag der turbulenten Schubspannung

liegen müssen.

Aus Gl. (91) und (95) bis (98) folgt für die dimensionslose turbulente Schubspannung die Gleichung



•im = -



K [w~wmax u sin



e + (1



-



4.1.5 Numerische Lösung der Bewegungsgleichungen



Eine analytische Lösung der Bewegungsgleichungen

GI. (61) und (62) ist nicht möglich. Um das Differentialgleichungssystem lösen zu können, ist man daher auf numerische Verfahren angewiesen. Als geeignete Methoden haben

sich Differenzenverfahren bewährt. In den Differentialgleichungen werden hierbei die Differentialquotienten durch

Differenzenquotienten approximiert. Bei einer Unterteilung

der Ortskoordinaten r* und e in (N - 1) und (M - 1)

Schritte ergibt sich ein Netz von N mal M Gitterpunkten,

an denen die Differentialquotienten durch Differenzenquotienten angenähert werden. Auf diese Weise wird eine

Differentialgleichung durch ein System von N mal M algebraischen Gleichungen ersetzt. Die Differenzenformeln

folgen aus einer Taylorentwicklung. In allgemeiner Form

ergeben sich für die Ableitungen der Funktion nach den

Ortskoordinaten die Ausdrücke



ar



1

""' - - (f;+i - f;-1)

ox

2ßx

()2 f

1

- - ""' - - (fm ox 2

Ax2



2 f;



. . . . . . . . . (100),



+ f1-1)



. . . . . . . . (101),



u) w~] e-s(r*-1)



(99).



Darin ist K eine zu bestimmende Konstante. Mit dem Faktor u wird der Gültigkeitsbereich von Gl. (97) und GI. (98)

festgelegt. Die von e abhängige Variable s ist die Summe

der Größen a und b. Bei der Bestimmung der Variablen s

wird davon ausgegangen, daß die turbulente Schubspannung in der Nähe des vorderen Staupunkts der Blase mit

zunehmendem Abstand von der Phasengrenzfläche stärker

abfällt als in einem Bereich, in dem die grenzflächennahe

Strömung annähernd parallel zur Blasenoberfläche ist. Die

Variables wird also den größten Wert in der Nähe des vorderen Staupunkts haben, zum Äquator (0 = 90°) hin

abfallen und zum hinteren Staupunkt - im Bereich des

Rüekströmungsgebiets - wieder höhere Werte annehmen,

die jedoch kleiner als diejenigen am vorderen Staupunkt

sind. Die turbulente Schubspannung nach Gl. (99) muß so

bestimmt werden, daß der errechnete Widerstandsbeiwert

mit dem gemessenen übereinstimmt.

Mit Hilfe des aufgestellten Ansatzes können die gekoppelten Differentialgleichungen 01. (61) und (62) gelöst und die

Widerstandsbeiwerte nach GI. (84), (88) und (89) berechnet

werden. Dabei muß für die in GI. (99) stehende Tangentialgesehwindigkeit mit GI. (54) die Stromfunktion eingeführt

werden.

Zur Behandlung der turbulenten Spannungen mußte eine

Reihe von Annahmen getroffen werden, die aus physikalischen Vorstellungen gewonnen wurden. Eine weitere

Schwierigkeit gegenüber bisher vorwiegend durchgeführten

Berechnungen volumturbulenter Strömungen besteht in der

Abhängigkeit der turbulenten Schubspannung von zwei

Ortskoordinaten anstatt nur einer. Kaeh Gl. (99) oder (97)

sind auf der Vorderseite der Blase die Sch&gt;vankungsgeschwindigkeiten mit den zeitlichen Mittelwerten der örtlichen Geschwindigkeit an der Blasenoberfläche nicht vollständig verknüpft. Aufgrund physikalischer Erwägungen

ist eine starke Verknüpfung der Sehwankungsbewegung

mit der mittleren örtlichen Bewegung nicht erforderlich.

Das gilt für eine deformationsturbulente Strömung in

stärkerem Maße als bei volumturbulenten Vorgängen, da

die deformationsturbulenten Schwankungen nicht durch
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fluiddynamische Instabilitäten hervorgerufen werden, sondern durch Instabilitäten der Grenzfläche.



In diesen zentralen Differenzenformeln bezeichnen f und g

die unbekannten Funktionswerte, x die Ortskoordinate,

ßx die Schrittweite zwischen den diskreten Funktionswerten und i die Zählgröße innerhalb des Differenzennetzes.

Differenzenverfahren, die von den instationären Transportgleichungen ausgehen, erwiesen sich als wesentlich

stabiler als die Gleichungen für den stationären Zustand

[21; 45]. Dabei wird zusätzlich die zeitliche Änderung der

Funktionswerto berücksichtigt. Zu Beginn der Rechnung

muß eine Anfangsverteilung vorgegeben werden. Die

Änderung der Funktionswerte mit der Zeit wird so lange

verfolgt, bis der gesuchte stationäre Endwert erreicht ist.

Zur Einsparung von Rechenzeit wurde das Anfangsfeld so

gewählt, daß es dem Endzustand möglichst nahekommt.

Der zeitliche Verlauf derartiger Rechnungen entspricht

deswegen im allgemeinen nicht dem physikalisch realen

Anlaufprozeß. Für die Ableitung nach der Zeit wird der

vordere Differenzenquotient eingesetzt [76]:



af



1



ot*



At*



- - ""' - - (fn+l -



fn) .



. . . . . . . . (103).



Hierin bedeuten n die Zeitstufe und At* die Differenz zwischen zwei Zeitstufen.

Für die in Zeitrichtung parabolischen Differentialgleichungen wird das Crank-Nicolson-Verfahren [77] angewendet. Wird in den Differentialgleichungen das Zeitglied

von den ortsabhängigen Termen getrennt, so erhält man

mit dem Crank-Nicolson-Faktor 0,5 die Beziehung

fn+1 -



At*



fn



= 0,5 (3 fn+l)



+ 0,5 (3 fn)



(104).



Der Ausdruck 8 f enthält die auf den Differenzenquotienten

der Zeit folgenden Glieder der Differenzengleichung, die

allein von den Ortskoordinaten abhängen.

Für die radiale Koordinate wird die Transformation

r* = ez eingeführt. Die Definitionsgleichung für die radiale

Koordinate lautet damit



z



=



ln r*. . . . . . . . . . . . . . . . (105).
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Diese Gleichung ist eine in Zeitrichtung parabolische

Differentialgleichung. Aus ihr erhält man mit den Abkürzungen
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(112),



ar*ei

+ 4 __

azr _

(113)



. . . . . . .



und mit Hilfe von GI. (104) die Differenzengleichung

_ _1,----:-- e2z cp7,j1 0,5 Llt*



Fh3073.11



Bild ll. Differenzennetz für die numerische Berechnung der

instationären Transportvorgänge.

Durch die Koordinatentransformation ergeben sich an der

Blasenoberfläche kleine Differenzenschritte, die sich mit

zunehmendem Abstand von der Phasengrenzfläche vergrößern. Hierdurch können starke Änderungen der Funktionswerte an der Blasenoberfläche gut erfaßt werden.

Ferner werden numerische Rechnungen für eine Blase in

einem nahezu unendlich ausgedehnten Fluid möglich,

obwohl das Differenzenverfahren nur eine endliche Anzahl

von radialen Schritten zuläßt.

Die Aufteilung des Differenzennetzes und die gewählten

Bezeichnungen sind Bild 11 zu entnehmen. In z-Richtung

wird der Index i, in @-Richtung der Index j und für die

Zeitschritte der Index n benutzt. Für die Koordinaten

gelten damit die Gleichungen

k



z



=



!



k



Llzt



=



0,1, ..



„ N . . . . . .



(106),



(8z



1

-,--,--,-e2z

&lt;p·n · + (8z

0,5 Llt*

t,}



+



8e) cpn+l -



+ 8e)



q;n



R Sn
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1

e2z q;f1·

0,5 Llt*

•



+ (8z + 8e) q;n + 8T*n



L Lle1



k



=



0,1, .. „ M. . .



(114).



... (115).



Zur Bestimmung der Werte q;?,j 1 zur Zeit t*n+I ergibt sich

die Gleichung

1



0,5 Ll t*



e2z q;'!"!- 1 - (8z

i,}



+ 8e) q;n+l = R



Sn+ 8r*n+l (116).



Die Differentialausdrücke Bz und Be werden unter Verwendung von GI. (100) bis (102) bestimmt. Die hieraus folgenden Differenzengleichungen werden nach der zentralen

Unbekannten aufgelöst:



q;~j 1



=



R Sn+ f(&lt;pt+i,J; &lt;p1-1,J; &lt;pt.J+i; &lt;p1,1-1;



lc



=



+ 8r *n



Die rechte Seite von GI. (114) enthält nur bekannte Größen

der Zeitstufe t *n. Sie läßt sich wie folgt zusammenfassen:



i=O



e



a;+1



1Jff+1,j; IJl{-1,j; P[H1; lJ'i:j-1)n+l



. . (107),



+



8r*n+l



(117).



j=O

k



t* =



!



k = 0,1, ..



Llt!
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00 •



•



•



•



•



•



(108).



Die Differentialgleichung zur Berechnung der Stromfunktion, GI. (61), erhält mit GI. (105) und (109) die Form



n=O



Differenzengleichungen: Die gekoppelten Differentialgleichungen GI. (61) und (62) müssen mit den angegebenen Differenzenformeln in Differenzengleichungen umgeformt werden. Zunächst wird zur Vereinfachung die transformierte Wirbelstärke eingeführt:

&lt;p



= &lt;P* ez sin 0. . . . . . . . . . . . . (109).



Die Differentialgleichung zur Berechnung der Wirbelstärke,

GI. (62), erhält damit die Form



at +



a q;

e2z __



=



a P*



. 0Re- [ aIJI*

a (

q;

)

ezsm

2

az - -a g- e2z sin2 g



a (



ae Tz



ez _a ( 1az ez



q;

)]

e2z sin20 .



~) + sin e _a ( -1-



az



ag



sin g



Re

. 0 [ez -a- (-1- --'-"'ar*öt)

- - ez sm

4

az eZ az



+



~)

ae



4 -ar*et

-'-



az



q;e2z



a ( _____

1 a P* ) + sm

. 0 -a - (- 1-a P*

= ez __

-)



az



eZ



a@



Sin@ a@

. . . (118).



Aus dieser elliptischen Differentialgleichung erhält man

mit GI. (102) die Berechnungsgleichung für die Stromfunktion



P;,']+1 = f (lJft+1.i; IJl{-1,j; PtH1; lJ'i:j-1; &lt;p1,1)n+1



(119).



Die beiden Unbekannten werden in der Reihenfolge Wirbelstärke, Stromfunktion ermittelt. Während der Berechnung

einer Größe gilt die andere als vorgegeben. Um die Stabilität der Rechnungen zu verbessern, werden innerhalb eines

Zeitschritts die gesuchten Unbekannten wiederholt in der

genannten Reihenfolge iterativ berechnet. Die Iterationen

werden solange wiederholt, bis die maximale Änderung aller

Größen eine vorgegebene Genauigkeitsschranke nicht mehr

überschreitet.

Zur Verbesserung des Konvergenzverhaltens wird das

Verfahren der sukzessiven Überrelaxation (SOR-Methode)

angewendet. Für die Iterationsstufe k gilt hierbei folgende

Iterationsvorschrift:

cp"' +-- w q;"'
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az
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(1 -



w) q;Tc-1



(120).
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Der neue Funktionswert wird demnach aus einer Kombination des alten und des neu berechneten gebildet. Mit dem

Relaxationsfaktor w werden die beiden Anteile gewichtet.

Er nimmt im allgemeinen Werte im Bereich 0 ~ w ~ 2 an.

Die Konvergenz der Rechnungen hängt stark von der

richtigen Wahl dieses Faktors ab. Seine analytische

Bestimmung ist nicht möglich. Aus den Rechnungen ergab

sich für das hier vorliegende Gleichungssystem ein optimaler Relaxationsfaktor für die Wirbelstärke von W1p = 0, 7

und für die Stromfunktion von rorp = 1,6.

Zur Verringerung der Iterationsza.hl und damit zur Verringerung der Rechenzeit werden die Unbekannten eines

neuen Zeitschritts durch Extrapolation aus den vorher

berechneten Zeitschritten vorausgeschätzt. ]'ür die Extrapolation wird eine Parabeinäherung zweiter Ordnung verwendet, wobei zur Berechnung der Zeitstufe n + 1 die

drei letzten Zeitschritte herangezogen werden:

ipn+l = f(&lt;pn, ipn-1, ipn-Z) • • • • • • . • • (121).



In der Nähe der als kugelförmig angenommenen Blase sind

die Ändertmgen der örtlichen Geschwindigkeitskomponenten am größten. In diesem Bereich sind daher kleine

Schrittweiten des Differenzennetzes notwendig. Mit zunehmender Entfernung von der Blasenoberfläche werden die

Änderungen geringer. Dort ist eine größere Schrittweite

zweckmäßig. Die für die radiale Koordinate eingeführte

Transformation nach GI. (105) ist für die hier bestehenden

Anforderungen nicht ausreichend. Aus diesem Grunde

wurde eine variable Schrittweitensteuerung eingeführt, mit

der man von sehr kleinen Schrittweiten an der Grenzfläche

durch Verdoppelung der Schrittweite zu größeren Teilungen

des Differenzennetzes übergeht. An der Blasenoberfläche

wurde eine Schrittweite von !iz = 0,025 und im Bereich des

äußeren Randes Llz = 0,1 gewählt. Die radiale Feldausdehnung betrug rma.x = 22,2 R.

Die angegebenen Differenzenformeln wurden unter der

Annahme einer konstanten Schrittweite hergeleitet. Für die

numerische Rechnung ist es erforderlich, an den Knotenpunkten, au denen eine Schrittweitenänderung vorgenommen wird, die entsprechenden Funktionswerte bei verdoppelter Schrittweite zu verwenden.

Die Schrittweite in Umfangsrichtung wurde über den

Umfang der Blase nicht variiert. Sie betrug !18 = 6°.

Näherungsgleichungen für die Randbedingun·

gen: Die Randbedingung für die Wirbelstärke an der

Blasenoberfläche ist nach GI. (73) eine Funktion der

Stromfunktion. Nach Einführen der Koordinatentrans·

formation, GI. (105), und der transformierten Wirbelstärke

nach GI. (109) lautet die Randbedingung



a'F*



. . . . (122).



IPw = 2 - - .



oz



Setzt man für die Stromfunktion ein Polynom dritten

Grades, so ergibt sich für diese Randbedingung die Diffe.

renzengleiohung (21]

2
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&lt;p1 i



'



15 Llz



+ 27 flz2



(13 5 'F3* · - 4 'F4* ·)

'

·'
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. . .



(123).



Dio Berechnung des Druckwiderstandsbeiworts setzt gemäß

GI. (84) die Kenntnis des Gradienten der Wirbelstärke und

der turbulenten Schubspannung senkrecht zur Blasenoberfläche voraus. Mit GI. (105) und GI. (109) ergibt sich für

den Druckwiderstandsbeiwort die Gleichung
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Die Gradienten an der Oberfläche können mit Hilfe eines

Potenzansatzes

&lt;p =



o&lt;p =



+ b z + c zZ + d z3



-



11 IPl,i



+ 18 &lt;p2,; -



oz



• • • • • • • •



(125)



9 &lt;ps,i



+ 2 IP4,i



••. (l26).



6 Llz



Eine analoge Gleichung erhält man für den Gradienten der

turbulenten Schubspannung, wenn &lt;p durch T:et ersetzt

wird. Sind die Gradienten als Funktionswerte gegeben, läßt

sich die Widerstandsgleichung numerisch integrieren. Zur

numerischen Integration wurde die Simpsonsche Regel

verwendet.



4.2 Diskussion der Ergebnisse

Aus den mitgeteilten Gleichungen geht hervor, daß beim

Berechnen des Strömungsfeldes um eine formveränderliche

Blase die Reynolds-Zahl Re als Einflußgröße zu berücksichtigen ist. Im Bereich großer Reynolds-Zahlen ist der

Widerstandsbeiwert formveränderlioher Blasen wesentlich

höher als der formbeständiger Kugelblasen. Diese Erhöhung

ist mit den Auswirkungen der ständigen Formänderungen

zu erklären. Mit dem in Abschnitt 3.3 beschriebenen Modell

einer formveränderlichon Blase und den Erörterungen in

Abschnitt 4.1.3 und 4.1.4 soll demnach der maßgebende

Anteil am Blasenwiderstand durch die turbulente Schubspannung Tiet hervorgerufen werden. Da der Widerstandsbeiwert im Bereich d der formlosen Blasen, Bild 1, unabhängig von der Reynolds-Zahl ist, muß das demzufolge

auch für die turbulente Schubspannung gelten. Die zeitlich

gemittelte örtliche Geschwindigkeitsverteilung hängt dann

ebenfalls nicht von der Reynolds-Zahl ab. Die durchgeführten Rechnungen zeigen, daß diese Feststellungen für

Werte der Reynolds-Zahl Re ~ 200 gültig sind. Für kleinere Werte wirken sich die viskosen Spannungen in stärkerem Maße auf das Strömungsfeld aus. Dieser Fall wurde

in der vorliegenden Arbeit nicht mehr berücksichtigt.

Die in den folgenden Abschnitten dargestellten Ergebnisse gelten für formlose Blasen im Bereich 200 ;:;:; Re. Eine

Blase ist formlos, wenn Rec ;;;;; Re ist. Für den unteren

Grenzwert der Reynolds-Zahl Rec einer formlosen Blase

gilt GI. (15). Die obere Grenze ist durch den Zerfall der

Blasen während des Aufsteigens in einer ruhenden Flüssigkeit gegeben. Da ein bestimmtes, vom Stoffsystem abhängiges Blasenvolumen nicht überschritten werden kann, sind

auch die Werte der Reynolds-Zahl beschränkt. Der bisher

bekannte höchste \Vert der Reynolds-Zahl wurde für in

Wasser aufsteigende Luftblasen gemessen; er beträgt

Re ~ 55 000 (10]. Eine systematische Untersuchung zur

Festlegung des maximalen Blasenvolumens existiert jedoch

noch nicht.

4.2.1 Turbulente Schubspannung

Aus den im Abschnitt 4.1.4 beschriebenen Vorstellungen

von dem Strömungsmeohanismus an einer formveränderlichen Blase wurde ein Ansatz zur Berechnung der turbulenten Schubspannung entwickelt. Für die in GI. (99) auftretende Konstante K wurde der Wert



K = 1,05



(127)



festgelegt. Der Faktor u soll zur Vereinfachung innerhalb

der verschiedenen Bereiche des Umfangswinkels fJ durch

Geraden dargestellt werden:

0°



~



e;;;;;



48°



~



e



~



140°:



u



=



1,0 -



140°



~



e



~



180°:



u



=



0,25 . .



0



0 ;~€1t )w + 3-r;'etwJ dfJ}sin e cos e df) . . .
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numerisch berechnet werden. Der Gradient der Wirbelstärke ergibt sich damit zu



48°:



u = 1,0.



(124).



. (128),

1,0 - 0,25 (S - 480)

140° - 48°

(129),

(130).

VDl-Forsch.-Heft 581



1,0



" 1'..



0,8



In Bild 13 ist s als Funktion des Umfangswinkels aufgetragen. Die Bedeutung der Größen u und s wurde in

Abschnitt 4.1.4 erläutert.



~1'.



~



~



0,2

0,0



o•



120°



90°



60°



30°



180°



150°



Umfangswinkel fJ



fh3073.12



Bild 12. Faktor u zur Berechnung der turbulenten Schubspannung entsprechend Gl. (99) in Abhängigkeit vom

Umfangswinkel nach Gl. (128) bis (130).
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Bild 13 ..Faktor s zur Berechnung der turbulenten Schubspannung entsprechend GI. (99) in Abhängigkeit vom

Umfangswinkel nach Gl. (131) bis (135).
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Um die Größe der zeitlich gemittelten radialen und tangentialen Schwankungsgeschwindigkeit abschätzen zu können,

soll mit GI. (95) der Korrelationskoeffizient c zwischen der

Längs- und der Querschwankung eingeführt werden. Damit

folgt aus GI. (136) die Beziehung



.cj



...



In Bild 15 ist die turbulente Schubspannung in Abhängigkeit von der radialen Koordinate für die Umfangswinkel

0 = 36° und 0 = 72° aufgetragen. Infolge der Schwankungsbewegung der Phasengrenzfläche ist die turbulente

Schubspannung an der gedachten kugelförmigen Grenzfläche am größten und klingt mit zunehmendem Abstand

ab. In Gl. (99) wird dieser Abfall in Abhängigkeit vom

Umfangswinkel über den Faktor 8 berücksichtigt. Für den

Umfangswinkel 0 = 36° ist der Abfall steiler als für den

Winkel 0 = 72°. Der unterschiedlich große Schubspannungsgradient hat einen erheblichen Einfluß auf das

errechnete Geschwindigkeitsprofil.

Das Minimum der bezogenen turbulenten Schubspannung in der Phasengrenzfläche beträgt r:atw = -1,05

(Bild 14). Mit GI. (67) folgt daraus der Wert für das zeitlich

gemittelte Produkt der Sohwankungsgeschwindigkeiten

der Blasenoberfläche
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Der mit Gl. (99) und Gl. (127) bis (135) errechnete Verlauf der dimensionslosen turbulenten Schubspannung

T:etw in der Phasengrenzfläche ist in Bild 14 in Abhängigkeit vom Umfangswinkel dargestellt. Das Minimum der

turbulenten Schubspannung liegt bei 0 = 72° und kennzeichnet den Ort der größten Geschwindigkeitsschwankung

in tangentialer Richtung bei über den Umfang der Blase

konstant angenommener radialer Schwankungsgeschwindigkeit. Aus den Rechenergebnissen geht hervor, daß die

turbulente Schubspannung im Bereich der zeitlich gemittelten Rückströmung zwischen 0 = 138° und 0 = 180°

das Vorzeichen nicht wechselt. Ist der zeitliche Mittelwert

Wew negativ, so entsteht, wie im ablösungsfreien Bereich,

bei positivem w~ ein negatives w8, bei negativem w; ein

positives w@. Bei der Entwicklung des Ansatzes für die turbulente Schubspannung T:'et in Abschnitt 4.1.4 wurde

berücksichtigt, daß mit Umkehrung des Vorzeichens von

w~w auch ein Vorzeichenwechsel von r:et möglich ist. Die

turbulente Schubspannung ist jedoch im Rückströmungsgebiet verhältnismäßig klein; es besteht demnach nur eine

geringe Korrelation zwischen den Schwankungsgeschwindigkeiten in radialer und tangentialer Richtung.
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Bild 14. Bezogene turbulente Schubspannung in der Phasengrenzfläche in Abhängigkeit vom Umfangswinkel.
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In Bild 12 ist der Verlauf von u über dem Umfangswinkel

dargestellt. Für die Variable s gelten die Gleichungen
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Bild 15. Bezogene

turbulente Schubspannung in Abhängigkeit von der

radialen Koordinate.
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Mit c



=



1 ergeben sich da.raus die Gleichungen



j w:.W, j



=



0,724 w„ .



( 138),



j w9w j = 0, 724 w„ .



( 139).



Der Korrelationskoeffizient nimmt meistens Werte c &lt; 1

an. Damit ergeben sich höhere W crte der Schwankungsgeschwindigkeiten. Zum Vergleich beträgt in einer volumturbulenten Kanalströmung das größte Verhältnis aus der

Schwankungsgeschwindigkeit zur zeitlich gemittelten Maximalgeschwindigkeit nur 0,13 [70]. Aufgrund der durchgeführten Modellrechnungen ist festzustellen, daß mit den

fortlaufenden Änderungen der Blasengestalt wesentlich

höhere Schwankungsgeschwindigkeiten hervorgerufen werden.

Bei dieser Abschätzung ist zu berücksichtigen, daß mit

der turbulenten Schubspannung T;et sämtliche Vorgänge

erfaßt werden sollen, die durch die ständigen Formänderungen der Blase hervorgerufen werden. Außer den Schwankungsgeschwindigkeiten können bei Umströmung der

momentan auftretenden Erhebungen oder Vertiefungen der

Blasenoberfläche Druckverluste und Differenzen der

viskosen Normalspannung senkrecht zur Grenzfläche entstehen. Sie würden sich an der als kugelförmig angesehenen

Oberfläche als zusätzliche Tangentialkraft auswirken. Derartige Druckverluste treten z.B. bei Strömungen um starre

Rauhigkcitselemente auf, bei denen die Schwankungsgeschwindigkeiten der Phasengrenze null sind. Bei der

Umströmung formveränderlicher Blasen, d. h. bei beweglicher Phasengrenzfläche, sind die instationären Bewegungen infolge von regellos auftretenden „Rauhigkeitselementen" der Blasenoberfläche von maßgebender Bedeutung.

Die turbulente Schubspannung erfaßt demnach hauptsächlich die auftretenden Schwankungsgeschwindigkeiten infolge momentaner örtlicher Strömungsumlenkungen an der

Grenzfläche.



4.2.2 Stromlinienfeld und

teilung



Geschwindigkeitsver-



Die Stromfunktion ergibt sich aus der Integration der

Kontinuitätsgleichung. Sie ist daher ein Maß für den Volumenstrom zwischen zwei Stromlinien. Bild 16 zeigt die

errechneten Linien konstanter zeitlich gemittelter Werte

der Stromfunktion. Sie vermitteln einen Eindruck von den

zeitlich gemittelten örtlichen Strömungsverhältnissen um

eine formverändorliehe Blase. Dabei wird die Relativbewegung zwischen Blase und Flüssigkeit so dargestellt, als

werde die Blase von oben angeströmt. Die cingez0ichneten

Pfeile deuten die örtliche Strömungsrichtung an. Die Tangente an eine Stromlinie zeigt die Richtung der zeitlich

gemittelten örtlichen Relativgeschwindigkeit an; sein

Betrag ändert sich längs einer Stromlinie. Wegen des konstanten Volumenstroms zwischen zwei benachbarten

Stromlinien bedeutet die Konvergenz beider Stromlinien

eine Beschleunigung des Fluids relativ zur Blase. Divergierende Stromlinien zeigen eine Verzögerung der Fluidgeschwindigkeit an. Längs der vorderen und hinteren Staupunktgeraden sowie an der Blasenoberfläche hat die Stromfunktion den Wert null. Ferner umschließen die Ablösestromlinien mit 'P* = 0 symmetrisch das zeitlich gemittelte

Gebiet der Rückströmung. Das Rüekströmungsgcbict hat

die Form eines Ringwirbels. Im Vergleich zur Umströmung

starrer Kugeln [28] und Zylinder [78] bildet sich hinter der

formveränderlichcn Blase ein ausgedehntes Ablösegebiet

aus. Strömungsablösungen wurden bei experimentellen

Untersuchungen ebenfalls beobachtet, worauf im Zusammenhang mit den bekannten Ergebnissen bereits hingewiesen wurde. Zuverlässige Meßwerte über deren Ausdehnung

liegen jedoch nicht vor.

In Bild 16 sind zum Vergleich die Stromlinienfelder um

eine formverändcrlichc Blase und um eine formbeständige

Kugelblase gemeinsam dargestellt. Die Reynolds-Zahl

beträgt Re = 200. Das Stromlinienfeld um die formbe-
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Bild 16. Linien konstanter Werte der Stromfunktion bei der

Reynolds-Zahl Re = 200.

formveränder!iche Blase, - - - - - - - formbeständige Kugelblase



ständige Kugelblase wurde der Arbeit von U. Haas,

H. Schmidt-Traub und H. Brauer [21] entnommen. Auf der

Abströmseite der formvcrändcrlichen Blase bildet sich ein

Ablösegebiet, obwohl die Grenzfläche beweglich ist. Wie aus

Bild 16 ersichtlich ist und wie in Abschnitt 2.1.2 bereits

erwähnt wurde, erfolgt die Umströmung formbeständiger

Kugelblasen mit ideal beweglicher Phasengrenzfläche ohne

Ausbildung eines Ablösegebiets. Für Werte der ReynoldsZahl Re ~ 20 ist bei starren Kugeln jedoch Strömungsablösung festzustellen. Die Entstehung eines Rückströmungsgebiets hinter einer formveränderlichen Blase mit beweglicher Grenzfläche findet folgende Erklärung. Infolge von

Formschwankungen der Blase wird die zeitlich gemittelte

Strömung in der Nähe der Phasengrenzfläche durch ständige Umlenkungen verzögert. Damit vermindert sich die

kinetische Energie der Strömung nahe der Blasenoberfläche. Auf der Blasenrückseite besteht in Strömungsrichtung ein Druckanstieg. Hcicht die kinetische Energie der

verzögerten Fluidclemente und die Schleppwirkung der

Außenströmung nicht mehr aus, den Druckanstieg zu überwinden, wird das Fluid zur Umkehr gezwungen. Am Ablösepunkt hat die 'l'angcntialgeschwindigkeit den Wert null.

Auch an momentan auftretenden örtlichen Verformungen

der Blasenoberfläche können sich zeitlich begrenzte Rückströmungen bilden.

Im Unterschied zu einer beweglichen, formvcränderlichen

Phasengrenzfläche hat die Strömung in der Nähe einer

starren, formstabilen Oberfläche aufgrund der Haftbedingung und der viskosen Schubspannung eine geringe Geschwindigkeit. Bei Strömung gegen steigenden Druck kann

es hier ebenfalls zur Ablösung der Strömung kommen

[70; 72].
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Wird die Grenzschichtströmung an einer starren Kugel

volumturbulent, so sinkt ihr Widerstandsbeiwert [1; 70; 72].

Zwischen der schnellen Außenströmung und der langsamen

Bewegung in der Grenzschicht wird der Impulstransport

verstärkt und die Geschwindigkeit in der Grenzschicht

erhöht. Die Fluidelemente sind in größerem Maße in der

Lage, gegen den auf der Kugelrückseite vorhandenen

Druckanstieg anzulaufen. Der Ablösepunkt verlagert sich

weiter nach hinten, wodurch die Ausdehnung des Wirbelgebietes auf der Abströmseite v&amp;kleinert wird.
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In Bild 19 ist der bezogene zeitliche Mittelwert der

Tangentialgeschwindigkeit in der Grenzfläche einer formveränderlichen Blase in Abhängigkeit vom Umfangswinkel

aufgetragen. Zum Vergleich ist auch die Tangentialgeschwindigkeit in der Grenzfläche einer formbeständigen

1,0 .----.,.---,---:::io:--.,--, Bild 17. Bezogene



0,751----+---~-+--+-l
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0,5



Radialgeschwindigkeit

in Abhängigkeit von

der radialen Koordinate

für verschiedene Umfangswinkel.



8:30°
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Durch die fortlaufende Deformation der Phasengrenzfläche einer Blase wird dagegen die schnelle Außenströmung

von der Oberfläche verdrängt. Der turbulente Impulsaustausch klingt hier nicht, wie in volumturbulenten Strömungen, zur Oberfläche hin ab. Statt dessen sind die Schwankungsbewegungen an der Phasengrenzfläche einer formveränderlichen Blase am größten und klingen mit zunehmendem Abstand von der Grenzfläche ab. Die sich damit ergebenden Geschwindigkeitsverteilungen lassen sich aus dem

vorliegenden Stromlinienfeld berechnen.



In Bild 17 und 18 sind die bezogene zeitlich gemittelte

Radial- und Tangentialgeschwindigkeit in der Umgebung

einer formveränderlichen Blase über der radialen Koordinate dargestellt. Parameter ist in beiden Bildern der

Umfangswinkel 0. In Bild 17 ist die radiale Koordinate

logarithmisch geteilt. Vom vorderen Staupunkt 0 = 0°

ausgehend, ist zu erkennen, daß mit zunehmendem Umfangswinkel die energiereiche Strömung von der Grenzfläche weggedrängt wird. Die Worte der Radialgeschwindigkeit in Bild 17 sind definitionsgemäß negativ, wenn die

Flüssigkeit in Richtung zur Blase strömt; die Werte sind

positiv, wenn sich die Flüssigkeit von der Blase entfernt.

Bild 18 zeigt, daß der Verlauf der zeitlich gemittelten Tangentialgeschwindigkeit in der Nähe der Blasenoberfläche

einen Wendepunkt hat. Wendepunktprofile werden u. a.

auch bei Strömungen in rauhen Rohren als Auswirkung der

Ratihigkeitselemente festgestellt [46]. Im Ablösegebiet ist

die Tangentialgeschwindigkeit in der Phasengrenzfläche

sehr klein. Sie nimmt erst in größerem Abstand von der

Oberfläche größere negative Werte an.
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Bild 18. Bezogene Tangentialgeschwindigkeit in Abhängigkeit von der radialen Koordinate für verschiedene Umfangswinkel.
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Bild 19. Bezogene Tangentialgeschwindigkeit in der Blasenoberfläche in Abhängigkeit vom Umfangswinkel.

- - - formveränderliche Blase, - • - - - - - formbeständige Kugelblase



Kugelblase für Potentialströmung, d. h. Re -+ oo, w1d für

schleichende Umströmung, d. h. Re-+ 0, eingetragen.

Für den Fall der Potentialströmung gehorcht die Tangentialgeschwindigkeit in der Umgebung einer Kugel der

Gleichung



w~ =



i~



1.5



1,0



sin



1- )

e (1 + -2 r*3



. . . . . . . . . (140).



Bei schleichender Umströmung einer Kugelblase gilt die

Beziehung



w~ =



-1,0



L.__



1
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sin



e



(1 - -21r*-)



. . . . (141).



Die Werte der Tangentialgeschwindigkeit in der Blasengrenzfläche gehen aus GI. (140) und (141) hervor, wenn für

die radiale Koordinate der Wert r* = 1 eingesetzt wird.

Aus Bild 19 ist zu erkennen, daß für die formvcrändcrliche

Blase die Werte der Tangentialgeschwindigkeit in der

Grenzfläche auf der Anströmseite der Blase zunächst über

denen der schleichenden Strömung, aber unter denjenigen

der Potentialströmung liegen. Nach Erreichen des Maximums bei e = 54° fallen die werte ab und liegen für

6J &gt; 70° unterhalb der für die schleichende Umströmung

gültigen Kurve. Ab 0 = 110° hat die mittlere Tangentialgeschwindigkeit annähernd den Wert null. Das gilt auch



25



1,5



9=90°



"I~"'" 1,25 ...;:Re=200

'

i~„

' ........ ........,,,...

·ii

~



~



1,0



/



/!/

//



0.75



i



~c: 05

•



t



~ 0,25

~



.Q



-- ___

,.._



VR~OO, formveränderliche Blase



.s:



~



flächennähe ist für formveränderliche Blasen bei gleicher

Reynolds-Zahl wesentlich kleiner als für formbeständige

Kugelblasen. Wie bereits erwähnt, beruht das auf den

ständig auftretenden Verformungen, die örtlich und zeitlich

eine Umlenkung der Strömung quer zur Hauptströmungsrichtung bewirken. Mit Hilfe der Modellvorstellung von

einer formverändorlichen Blase wurden diese Vorgänge

mathematisch durch die turbulente Schubspannung erfaßt.

Die damit verursachte starke Beeinflussung des Strömungsfeldes um eine formveränderliche Blase hat wiederum einen

deutlichen Einfluß auf den Stoffübergang. Auf der Grundlage der hier dargestellten Ergebnisse wird in Kapitel 6 der

Stofftransport durch die Grenzfläche einer formveränderlichen Blase behandelt.
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4.2.3 Widerstands bei werte



Der gesamto Widerstandsbeiwert C setzt sich nach

GI. (76) aus den Widerstandsbeiwerten CD des Drucks sowie

Cv bzw. Ct der viskoson und turbulenten Spannungen

zusammen. Mit den Berechnungsgleichungen GI. (84), (88)

und (89) für die einzelnen Anteile ergeben sich die Werte
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Bild 20. Bezogene Tangentialgoschwindigkeit bei 0 = 90°

in Abhängigkeit von der radialen Koordinate.

- - - - formveränderliche Blase, • - - - - - - formbeständige Kugelblase, - • - • - • - starre Kugel



für das Rückströmungsgebiet; der Ablösepunkt der Strömung liegt bei 0 = 138°. In diesem Zusammenhang sei

erwähnt, daß z.B. P. M. Rose und R. 0. Kintner [53]

experimentell bei mit großer Amplitude sch"vingenden

Tropfen eine wesentlich schwächere innere Zirkulation

beobachteten als bei nicht oszillierenden Tropfen. Als Ergebnis der durchgeführten Modellrechnungen ergibt sieh, daß

wegen der Formänderungen der Blase nur noch im vorderen

Teil der Blase im zeitlichen Mittel eine Zirkulationsbewegung vorhanden ist. Im hinteren Teil kommt die Zirkulation

zum Erliegen.

Betrachtet man die Tangcntialgeschwindigkeit für den

Umfangswinkel e = 90° über der radialen Koordinate, so

erhält man Bild 20. Neben dem Verlauf der zeitlich gemittelten Tangentialgeschwindigkeit der formveränderlichen

Blase sind die Profile für die Grenzfälle formbeständiger

Kugelblasen aufgetragen_ Der zusätzlich eingezeichnete

Verlauf der Tangentialgeschwindigkeit einer formstabilen

Kugelblase für Re= 200 wurde aus dem von U. Haas,

H. Schmidt-Traub und H_ Brauer [21] errechneten Feld der

Stromfunktion umgerechnet. Sie stimmt bis auf einen

kleinen Bereich in der Nähe der Blasenoberfläche mit der

Geschwindigkeit der Potentialströmung überein. Außerdem

ist das Profil für die schleichende Umströmung einer starren

Kugel eingetragen, für das folgende Gleichung gilt [69]:



w~ =



_!_sin e(4 - - 1- 4



r*B



2-)

......

r*



(142).



Die zeitlich gemittelte Tangentialgeschwindigkeit in Ober-



c



(143),

(144),

(145),



= 2,6. -



CD= 0,4 . .

Cv = 0,0007

Ct = 2,2 . .



(146).



Der für den gesamten Widerstandsbeiwert berechnete

Betrag stimmt mit dem experimentell ermittelten Wert

überein. Gemäß den Erläuterungen in Abschnitt 4.1.4

mußte die turbulente Schubspannung so bestimmt werden,

daß der errechnete 'Widerstandsbeiwert mit dem gemessenen übereinstimmt.

Ein Vergleich der Widerstandsanteile ergibt, daß die

turbulente Schubspannung den größten Anteil am gesamten Widerstand der formveränderlichen Blase hat. Die

Formänderungen führen zu Strömungsumlenkungen und

Verwirbelungen in der Flüssigkeit. Der sehr hohe Widerstand formveränderlicher Blasen findet da.mit seine Erklärung.

Der sich aus der Integration des Drucks über der Blasenoberfläche ergebendo Widerstand hat nur einen geringen

Anteil am Gesamtwiderstand. Der durch die viskose Normalspannung auf die Blasenoberfläche hervorgerufene

\Viderstand ist gogenüber den übrigen Anteilen vernachlässigbar klein. U. Haas, H. Schmidt-Traub und H. Brauer

[21] errechneten bei formbeständigen Kugelblasen, z.B.

für die Reynolds-Zahl Re = 200, die Widerstandsbeiwerte

Cn = 0,09, Cv = 0,13 und t, = 0,22. Aus einem Vergleich

mit den \Verton formveränderlicher Blasen für Re ~ 200

ergibt sich gegenüber formbeständigen Kugelblasen ein

Anstieg des Druckwiderstandsbeiworts und infolge der

Veränderung des Geschwindigkeitsfeldes eine starke Abnahme des Widerstandsbeiwerts der viskosen Normalspannung.



5. Theoretische Bestimmung der oberen Grenze

für f ormstahile Kugelblasen

Die in dieser Arbeit durchgeführten Berechnungen

betreffen formlose Blasen. Zwischen den in Bild 1 und 2

dargestellten Bereichen a und b der formbeständigen

Kugelblasen und dem Bereich d der formlosen Blasen befindet sich ein Übergangsbereich c, in dem die Formänderungen der Blase bedeutsam werden. Die untere Grenze für

formveränderliche Blasen, d. h. die Grenze zwischen den

Bereichen b und c, soll in diesem Kapitel theoretisch

bestimmt werden.
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Für kleine Reynolds-Zahlen haben T. D. Taylor und

A. Acrivos [24] mit Hilfe einer Perturbationsrechnung die

Deformation einer Blase von der Kugelform in ein abgeflachtes Rotationsellipsoid bestimmt. W- Siemes [79]

berechnete die Abplattung unter der Annahme, daß die

Blase in einer viskositätsfreien Flüssigkeit aufsteigt. Ferner

wurde angenommen, daß die aus der Kugelform bei

wachsender Blasengröße entstehenden Gebilde in erster

Näherung formstabile Rotationsellipsoide darstellen. R. A.
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Hartunian und W. R. Sears [12] haben eine Stabilitätsrechnung für Blasen in einer viskositätsfreien Flüssigkeit durchgeführt. In der folgenden Darstellung soll aus einer Betrachtung der auf die Oberfläche einer kugelförmigen Blase

einwirkenden Spannungen der obere Grenzwert der Reynolds-Zahl ReB für formbeständige Kugelblasen theoretisch

festgelegt werden.



5.1 Bedingung für die stabile Kugelform einer Blase

Auf ein Oberflächenelement dA einer Kugelblase wirken

gemäß Bild 21 senkrecht zur Phasengrenzfläche von innen

nach außen der Gasdruck pa, der in der ganzen Blase als

konstant angenommen werden kann, von außen nach innen

der Druck an der Flüssigkeitsoberfläche po, der fluidstatische Druck Pt, der Kapillardruck Pu sowie der durch die

Blasenbewegung hervorgerufene Druck Pw und die viskose

radiale Normalspannung Trrw· Die Gleichgewichtsbedingung am Oberflächenelement lautet somit

PG =PO



+ Pt + Pu + Pw + Trrw



. • • . . (147).



Für die Deformation einer Kugelblase sind die über die

Oberfläche veränderlichen Drücke und Spannungen maßgebend. Da der Gasdruck pa in der Blase konstant ist, sind

demnach die von außen nach innen wirkenden, über die

Blasenoberfläche konstanten Größen im Vergleich zu den

über die Oberfläche veränderlichen von Interesse.



Po



Ffüssigkeitsoberffäche
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Für Kugelblasen ist der Kapilla.rdruck über die Oberfläche

konstant. Eine ideale Kugelgeste.lt ist nach der Gleichgewichtsbedingung Gl. (147) nur möglich, wenn die von außen

nach innen wirkende Spannung Pw über den Blasenumfang

konstant ist. Ist das nicht der Fall, so muß sich der Kapilla.rdruck über den Umfang ändern. Ein über dem Umfang

der Blase veränderlicher Kapillardruck ergibt sich durch

Verformung der Blase. Ist der Unterschied von Pw klein

gegenüber pu, genügen zur Herstellung des Gleichgewichts

vernachlässigbar kleine Abweichungen von der Kugelgestalt. Experimentelle und theoretisch-numerische Untersuchungen zeigen, daß das fluiddynamische Verhalten mit

dem formstabiler kugelförmiger Blasen übereinstimmt.

In dimensionsloser Darstellung erhält man unter Verwendung der Definitionsgleichung Gl. (77) für den Kapilla.rdruck die Beziehung



p; =



8



Sa



ew~d



We



. . . . . . . . . . (152).



Für den längs des Umfangswinkels 0 angreifenden dimensionslosen fluidstatischen Druck gilt die Gleichung
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Zur Bestimmung der Froude-Zahl Fr und der Weber-Zahl

We mit Gl. (8) und (9) müssen außer den Stoffwerten die

Relativgeschwindigkeit w 00 zwischen Blase und Flüssigkeit

sowie der Blasendurchmesser d bekannt sein. Aus der in

Abschnitt 2.1.2 dargestellten Kräftebilanz der Blasenbewegung erhält man für die Relativgeschwindigkeit Gl. (4):



w2 =



"°



±.

(1 3



~) .!!.!:.._.

e C



Da die Werte der Reynolds-Zahl vorgegeben werden, gilt

für den Blasendurchmesser die Beziehung

d



=



Re



y/w,,, . . . . . . . . . . . . . .



(154).



Nach Einsetzen von Gl. (154) in Gl. (4) erhält man für die

Steiggeschwindigkeit die Gleichung



w 00

Fh30?3.21



Bild 21. Zur Erläuterung des Kräftegleichgewichts an der

Blasenoberfläche.

Der Druck an der Flüssigkeitsoberfläche po und der

fluidstatische Druck am vorderen Staupunkt der Blase

spielen für die Blasendeformation keine Rolle. Sie werden

deshalb in den folgenden Betrachtungen vernachlässigt.

Der vom vorderen Staupunkt der Blase aus gerechnete

fluidstatische Druck wird durch die Gleichung

(148)



beschrieben. Der fluidstatische Druck Pt• der Druck Pw und

die viskose Normalspannung Trrw werden zu der Normalspannung Pw zusammengefaßt:



+



Trrw .



• • • . .



. • . • (149).



Für den Kapillardruck gilt die Beziehung

Pu= a(



~1 + ~2 )



..•••••.•.•



(150).



Ri und R2 sind die Hauptkrümmungsradien des betrachteten Oberflächenelements. Hat die Blase die Gestalt einer

Kugel, so vereinfacht sich GI. (150) zu

Pu= 4 a/d .
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. . . . . (155).



Der Widerstandsbeiwert formbeständiger Kugelblasen wird

durch Gl. (11) und (12) berechnet. Mit Gl. (155) und (154)

sowie den Stoffwerten können die Froude-Zahl und die

Weber-Zahl nach Gl. (8) und (9) bestimmt werden.

Für den Bereich formbeständiger Kugelblasen wird folgende Bedingung postuliert: Die größte über den Umfangswinkel 0 auftretende Differenz der Normalspannung

( 6 P!) max muß kleiner sein als der über den Umfangswinkel

konstante Kapillardruck p;. Für formstabile kugelförmige

Blasen gilt also die Bedingung



(6P!)max &lt; 8/We . . . . . . . . . . . (156).



d

Pt= eg 2 (1 - cos 0)



Pw =Pt+ Pw



= [:



. . . . . . (151).



P;



Die Bestimmung der Spannung

an der Blasenoberfläche

wird im folgenden Abschnitt dargestellt.



5.2 Berechnung der über den Blasenumfang veränderlichen Spannung

Zur Bestimmung des Drucks P! und der viskosen Normalspannung r:,.w werden die Ergebnisse der theoretischnumerischen Berechnung des Strömungsfeldes um eine

formbeständige Kugelblase von U. Haas, H. Schmi,dt-Traub

und H. Brauer [21] verwendet. Die genannten Autoren

lösten die Bewegungsgleichungen Gl. (61) und (62) mit den

Randbedingungen Gl. (68) bis (70) sowie (73) bis (75), die

GI. (82) zur Berechnung des örtlichen Drucks sowie die

Gl. (86) zur Bestimmung der viskosen Normalspannung

ohne Berücksichtigung der turbulenten Spannungen.
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Bild 22. Spannung P! in Abhängigkeit vom Umfangswinkel

für Kugelblasen.



Bild 23. Produkt

Re in Abhängigkeit vom Umfangswinkel für Kugelblasen



Pll.l'ameter ist die Reynolds.Zahl



Parameter ist die Reynolds·Zahl



p:



Summiert man zu den Werten für

und i-;rw den fluidstatischen Druck pf nach GI. (153) sowie Gl. (8), (155) und

(154), so erhält man entsprechend Gl. (149) die Spannung

P,t. In Bild 22 ist die Summe P:, in Abhängigkeit vom

Umfangswinkel aufgetragen. J&lt;'ür kleine Reynolds-Zahlen

ist in Bild 23 das Produkt

Re über dem Umfangswinkel

dargestellt. Parameter ist in beiden Bildern die RcynoldsZahl. Die Werte der Spannung

sind unabhängig vom

Stoffsystem. Aus den Spannungsvcrliiufen in Bild 22 und 23

ist zu erkennen, daß sich die Blase am Ort des Minimums

von

geringfügig nach außen deformieren wird, an den

Orten größerer ·werte von Pir, im Bereich des vorderen und

hinteren Staupunkts, wird sie sich dagegen nach innen verformen. Damit ergibt sich die Gestalt eines Rotationsellipsoids. Wird die Bedingung nach Gl. (156) erfüllt, sollen

die Abweichungen von der Kugelgestalt vernachlässigt

werden können.

Ein Grenzfall des Aufstiegs formbeständiger Kugelblasen

ist durch die schleichende Bewegung gekennzeichnet, d. h.

für die Werte der Rcynolds-Zahl gilt Re-+ 0. Die Trägheitskräfte können dabei gegenüber den viskosen Kräften

vernachlässigt werden. Bei schleichender Umströmung einer

Kugelblase erhält man aus den von J. Hadamard [14] und

W. Rybczynski [15) mitgeteilten Gleichungen sowie mit

Gl. (52) die Beziehung für die dimensionslose Wirbelstärke:



e



P:



e



P:



P:,



&lt;!&gt;* = - 1- sin

r*2



e . . . . . . . . . . ..



(157).



Für den örtlichen Druck an der Phasengrenze ergibt sich

aus Gl. (82) unter Vernachlässigung der Trägheits- und

Schwankungstermc die Gleichung



p:, =

28



4

Re



--COS (9.



. . . . . . . (158).



Mit Gl. (86) und (157) lautet die Gleichung für die viskose

Normalspannung an der Blasenoberfläche



i-:'rw



8

Re



= - - cos



e



. . . . (159).



Aus Gl. (4) folgt mit Gl. (11) und mit l!P/(! """ 0 die Beziehung

Fr = Re/12 . . . . . . . . . . . . . . (160).

Mit Gl. (153) ergibt sich damit die Gleichung für den fluidstatischen Druck

Pf* = - 12 (1 -



Re



cos e- ) . . . . . . . . . . (161).



Na.eh Addition von Gl. (158), (159) und (161) erhält man

für die Normalspannung

die Beziehung



P:



P-! =



12/Re . . . . . . . . . . . . . . (162).



P:



Die Spannung

ist bei schleichender Umströmung der

Blase unabhängig vom Umfangswinkel

In Bild 23 ist das

Produkt P;; Re nach Gl. (162) eingezeichnet. Wenn die

Trägheitskräfte vernachlässigt werden können, ist die

Normalspannung

über die gesamte Oberfläche der Blase

konstant und eine Abweichung von der Kugelgestalt ist

nicht möglich. Zu demselben Ergebnis kamen auf anderem

Wege auch T. D. Taylor und A. Acrivos [24). ]für die

größte über den Umfangswinkel

auftretende Differenz

der Normalspannung

ergibt sich für den Grenzfall der

schleichenden Bewegung die Gleichung



e.



P:



e



P:,



Re~o:



(dP:)max



=



0 . . . . . . . . (163).



Der zweite zu betrachtende Grenzfall der Bewegung

kugelförmiger Blasen ist durch große Trägheitskräfte gegenVDl-Forsch.-Heft 581



über den viskosen Kräften gekennzeichnet. Für die Werte

der Reynolds-Zahl gilt dann Re -r oo, Werden in der

Bewegungsgleichung GI. (62) die Terme der viskosen und

turbulenten Spannungen gestrichen, so ergibt sich die

Bewegungsgleichung für die Potentialströmung um eine

Kugel. Gehen die Werte der Reynolds-Zahl Re -r oo, so

gehen auch die Werte der Froude-Zahl Fr -r oo. Für

Re -r oo gilt mit GI. (86) die Beziehung



r;w -r 0



. . . . . ( 164),



..... .



und mit GI. (153) ergibt sich

p{-r 0



. . . . . . . . . . (165).



Unter Vernachlässigung der viskosen und turbulenten

Spannungen folgt aus GI. (82), (83) und (81) die Bernoullische Gleichung für stationäre, viskositätsfreie Strömungen ohne Berücksichtigung des fluidstatischen Drucks

in dimensionsloser Schreibweise



p; =



1 -



w:!, . . . . . . . . . . . . .



sin



1- )

e (1 + -2 r*

3



. . . . . . . . . (140).



Für den örtlichen Druck an der Blasenoberfläche ergibt

sich aus GI. (166) und (140) mit r* = 1 die Beziehung



p:, =



1 -



2,25 sin2



e . . . . . . . . . .



(167).



Unter Beachtung von GI. (149), (164) und (165) stellt

GI. (167) auch den Verlauf der Normalspannung

für

Re -r oo dar. Dieser Verlauf ist ebenfalls in Bild 22 in

Abhängigkeit vom Umfangswinkel aufgetragen. Für die

über den Umfang der Blase auftretende größte Differenz

der Normalspannung P!, gilt bei Potentialströmung um

eine Kugelblase die Gleichung



P;



Re -r oo:



(ßP!)max



=



2,25 . . . . . . (168).



5.3 Oberer Grenzwert formbeständiger Kugelblasen

Die größte über den Umfangswinkel e auftretende Differenz der Normalspannung ( ß P!,)max ist in Bild 24 über der

Reynolds-Zahl aufgetragen. Die Differenz ( ß P:) max ist

unabhängig vom Stoffsystem. Zusätzlich werden die mit
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Bild 24. Differenz ( ß P:) max und bezogener Kapillardruck

in Abhängigkeit von der Reynolds-Zahl.

Kurve c nach der empirischen GI. (169); O theoretisch bestimmte

Bereichsgrenze für kugelförmige BIBBen, D Bereichsgrenze für kugelförmige BlBBen nach der empirischen GI. (13)
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Dichte

kg/m3



dynBID.isohe

Viskosität 1/

Ns/m2



1,2045

1,8417

997,08

880,0

871,0



1,s·15 · 10-s

1,455 • 10-s

8,937 • 10-4

1,926 • 10-2

7,980. 10-2



Stoff



Luft

Kohlendioxid

W888er

Öll

Öl2

Stoffsystem

Wasser/Luft

W ssser /Kohlendioxid

Öl 1/Luft

Öl 2/Luft



Grenzflächenspannung a

N/m

7,196. 10-2

7,196. 10-2

2,98 . 10-2

3,12. 10-2



(166).



Für die Tangentialgeschwindigkeit der Potentialströmung

um eine Kugel gilt die Gleichung



w~ =



Tafel 2. Stoffwerte bei einer Temperatur von 25 °C

und einem Druck von 1 bar nach [80; 81; 1; 32].



GI. (152), (9), (155) und (154) berechneten Werte des

dimensionslosen Kapillardrucks p~ für vier Stoffsysteme

eingezeichnet. Für die Rechnungen wurden folgende Stoffsysteme verwendet: Luftblase in Wasser, Kohlendioxidblase in Wasser und Luftblase in zwei verschiedenen Ölen.

In Tafel 2 sind die verwendeten Stoffwerte angegeben. Die

Kapillardrücke für die Systeme Luft/Wasser und Kohlendioxid/Wasser sind gleich groß.

Nach GI. (156) ist im Schnittpunkt der Kurve für den

Kapillardruck p~ mit der Kurve für die größte Differenz

der Normalspannung ( ß P;.) max die Bedingung für formbeständige Kugelblasen nicht mehr erfüllt. Die durch den

Schnittpunkt festgelegte Reynolds-Zahl Ren bildet die

theoretisch ermittelte Bereichsgrenze für kugelförmige

Blasen.

Aufgrund experimenteller Ergebnisse hat die Weber-Zahl

an der oberen Grenze für Kugelblasen den Wert WeB = 3,64,

siehe GI. (16). Wird dieser Wert in GI. (152) eingesetzt, so

ergibt sich für den Kapillardruck der Wert

P~B =



8/3,64 = 2,2



. . . . . . . . . . . (169).



Dieser Betrag stimmt mit der berechneten größten Differenz der Normalspannung (ßP;_)max über den Umfangswinkel e für Werte Re&gt; 10 gut überein. Der für sehr

große Werte der Reynolds-Zahl errechnete theoretische

Grenzwert beträgt nach GI. (168) (ßP:)max = 2,25. Für

Werte der Roynolds-Zahl Re &lt; 10 nehmen die theoretisch

ermittelten Werte für ( ß P!) max ab; für den Grenzfall

Re -r 0 gilt nach GI. (163) (ßP:)max = 0. Ist der Betrag

der Reynolds-Zahl sehr klein, behält eine Blase die Kugelform. Dieser Sachverhalt wird durch die empirische GI. (16)

nicht berücksichtigt.



In Bild 24 ist der mit GI. (169) gegebene empirische Wert

des dimensionslosen Kapillardrucks P~B als Kurve e eingezeichnet. Die Schnittpunkte dieser Linie mit den Kurven

der Kapillardrücke für formbeständige Kugelblasen kennzeichnen die obere Grenze für Kugelblasen Ren, die durch

die empirische GI. (13) festgelegt wird. Die Übereinstimmung "der theoretisch berechneten Bereichsgrenze, die

durch den Schnittpunkt der theoretisch ermittelten Kurve

für ( ßP!)max mit dem Kapillardruck p~ gegeben ist,

stimmt mit den durch GI. (13) gegebenen empirischen

Werten für Re &gt; 10 ebenfalls gut überein.

Wird die obere Grenze der formbeständigen kugelförmigen Blase überschritten, treten starke Deformationen der

Oberfläche auf. Mit den Formänderungen der Blase sind

Veränderungen der Umströmung verbunden, die sich

wiederum auf die Blasengestalt auswirken. Infolge der

ständigen Gestaltänderungen werden an der Blasenober-
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fläche und in den umgebenden Phasen zusätzliche Beschleunigungskräfte hervorgerufen. Die Gleichgewichtsbedingung nach GI. (147) ist dann nicht mehr gültig. Mit steigenden Werten der Reynolds-Zahl nehmen die Schwankungsgeschwindigkeiten zu.

Ist die Viskosität der :Flüssigkeit sehr groß, werden die

Formschwankungen der Blase vollständig gedämpft. In

diesem Fall muß die Gleichgewichtsbedingung nach GI. ( 147)

weiterhin erfüllt werden. Aufgrund experimenteller Untersuchungen von R. A. HartunUin und W. R. Sears [12] treten starke Formschwankungen der Blase nicht mehr auf,

wenn die Werte der Flüssigkeitskennzahl KF ~ 104 sind.

In stark viskosen Flüssigkeiten nehmen die Blasen bei

steigendem Blasendurchmesser zunächst die Gestalt eines

Rotationsellipsoides an. Bei weiter zunehmendem Volumen

ähnelt die Blasenform einer Kugelkalotte.



Bei der Berechnung der auf die Blasenoberfläche einwirkenden Normalspannung P! wurde eine ideale Beweglichkeit der Phasengrenzfläche vorausgesetzt. Die Umströmung der Kugelblase erfolgt dabei ohne Ausbildung eines

Ablösegebiets. Sind in der Blasengrenzfläche Tensidmoleküle vorhanden, so kann, wie in Abschnitt 2.1.1 bereits

beschrieben wurde, die Oberfläche völlig unbeweglich werden. Die Kugelblase wird in diesem Fall wie eine starre

Kugel umströmt. Für Werte der Reynolds-Zahl Re;;:: 20

erfolgt die Umströmung starrer Kugeln unter Ausbildung

eines Ablösegebiets. Auf die Oberfläche einer Blase mit

unbeweglicher Grenzfläche wirken durch die abschwimmenden Wirbel zusätzliche Normalspannungen ein. Die Grenze

formbeständiger Blasen kann damit zu kleineren Werten

der Reynolds-Zahl verschoben werden als den für Blasen

mit ideal beweglicher Oberfläche gültigen Grenzwerten.



6. Der Stoffübergang in der Umgehung

einer formveränderlichen Blase

Der zeitlich gemittelte, stationäre Stoffaustausch zwischen einer formverändorlichen Blase und der umgebenden

Flüssigkeit wird entsprechend dem in Abschnitt 3.3 beschriebenen Modell für eine formstabile kugelförmige Blase

berechnet. Dabei müssen die durch Formänderungen der

Blase hervorgerufenen Austauschvorgänge berücksichtigt

werden. Es wird davon ausgegangen, daß die Stoffgrößen

und das Volumen der Blase konstant bleiben. Die Stoffstromdichte m,A der diffundierenden Komponente A soll so

klein sein, daß die Dichte des Gemisches ebenfalls als konstant angesehen werden kann. In der Flüssigkeit sollen

keine weiteren Stoffquellen vorhanden sein. Der molekulare

Transport geschieht lediglich durch Ficksehe Diffusion.

Wegen der Annahme sohr kleiner Stoffstromdichten wird

die Strömung durch den Stofftransport nicht beeinflußt.

Zur Berechnung des Stofftransports können daher die

bereits für das Modell der formvcränderlichen Blase

berechneten Geschwindigkeitsfelder verwendet werden.



6.1 Berechnung des Konzentrationsfeldes

6.1.1 Stofftransportgleichung



Die Blase soll lediglich aus der diffundierenden Komponente bestehen. Der StofftransportwidCTrstand befindet sich

somit allein in der Umgebung der Blase. Die Konzentration

in der Blase ist konstant. Ein Konzentrationsprofil tritt nur

in der die Blase umgebenden Flüssigkeit auf. Die Beschreibung des Konzentrationsfeldes ist somit allein auf diese

Phase beschränkt. Die Stofftransportgleichung für die

umgebende Flüssigkeit lautet in V cktorschreibweise

aeA = -



at



\1 . w



l!A -



\1 . flA· . . . . . (170).



Es bezeichnet eA die Partialdichte und mA den Vektor der

Massenstromdichte der diffundierenden Komponente A.

Der Term auf der linken Seite von GI. (170) ist die durch

Speicherung verursachte zeitliche Änderung der Partialdichte. Die Terme auf der rechten Seite bedeuten die zeitliche Änderung der Partialdichte l!A durch Konvektion und

durch molekularen Transport.

Für das Problem des Stofftransports zwischen einer formveränderlichon Blase und der umgebenden Flüssigkeit

interessieren die zeitlichen Mittelwerte der Partialdichte.

Für die zeitlichen Mittelwerte gilt Gl. (170) nicht mehr.

Analog zu der in Abschnitt 4.1.1 beschriebenen Herleitung

der Bewegungsgleichung für turbulente Strömungen kann

auch die Stofftransportgleichung für die zeitlichen Mittel-
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werte der Geschwindigkeit und der Partialdichte aus GI.

(170) entwickelt werden. Dazu wird die momentane örtliche Geschwindigkeit w entsprechend GI. (32) und die

momentane örtliche Partialdichte eA aJs Summe aus ihrem

zeitlichen Mittelwert §A und der Schwankungsgröße eA.

dargestellt:

(!A =



{/A



+ l!A .. · , · . . . . . . . .



(171).



Führt man GI. (32) und (171) in GI. (170) ein und bildet

den zeitlichen Mittelwert, so ergibt sich die Stofftransportgleichung für turbulente Strömungen

a{jA



at



=



_



\1 . Ui



{iA -



\1 ·mA - \1 · w'



!!A (172).



GI. ( 172) für die zeitlichen Mittelwerte der Feldvariablen

unterscheidet sich von GI. (170) durch das die Schwankungsgrößen enthaltende Zusatzglied auf der rechten Seite.

Anstelle der Größen w und eA werden dabei ihre zeitlichen

Mittelwerte geschrieben. Das Zusatzglied kann als zusätzliche turbulente Massenstromdichte aufgefaßt werden. Für

das Zusatzglied in GI. ( 172) gilt somit die Gleichung



\1 · w'



eA.



=



\1 ·



mAt . . . . • . . . . .



(173).



Zur Berechnung des Stofftransports zwischen der Blase und

der umgebenden Flüssigkeit wird das gleiche sphärische

Koordinatensystem wie zur Berechnung des Impulstransports verwendet. Es wurde in Abschnitt 4.1.1 erläutert und

in Bild 8 dargestellt„

Im sphärischen Koordinatensystem gelten für die Komponenten der von der Schwankungsbewegung hervorgerufenen Massenstromdichte die Gleichungen

(174),

(175),

(176).



Die gesamte Massenstromdichte rTIAg setzt sich aus dem

zeitlichen Mittelwert der molekularen Massenstromdichte

und der turbulenten Massenstromdichte zusammen



rTIAg =mA+ rTIAt, . . . . . . . • . . . (177).

l&lt;'ür die molekulare Massenstromdichte wird der Ficksehe

Ansatz eingeführt. Die Stofftransportgleichung lautet damit

im sphärischen Koordinatensystem

VDl-Forsch.-Heft 581



8§A

at



+üir



+



sin



T



1



8(!A



ar



+we_.!_

r



=D[-1-~(r2



8(!A



ae



a (-,

-, . e)]

W9 l&gt;A sm



e . ae



ar



r2



8(!A)+

1

ar

r2sin&lt;BJ



~ Sc +

Re Sc

( a 'Jf* ~ _ a 'Jf* ~)

at*

2 r*2 sin e

8r* ae

ae or*

= _1 [-a (r*2 ~) + _ 1_ _

a ·(sin

r*2 or*

8r*

sin e ae



+



Re Sc

2



[-1- __a_

r*2



ar*



ae



ae



e ~)]



r-Richtung. Da der Konzentrationsgradient in radialer

Richtung sehr groß ist, bewirkt eine Bewegung senkrecht

zur Blasengrenzfläche eine größere momentane örtliche

Konzentrationsdifferenz als in Richtung parallel zur Oberfläche. Von den drei Komponenten der turbulenten Massenstromdichte nach GI. (174) bis (176) muß demnach nur noch

die turbulente Massenstromdichte in radialer Richtung

7hArt berücksichtigt werden.



ae



(r* 2 w'* ;')

r



~ - 8-(wEt;'sine)] . . . . . . (179).

r*sm&lt;BJ ae



Außer den bereits bekannten dimensionsfreien Größen

nach GI. (7) und (55) bis (57) werden in dieser Gleichung

folgende Kennzahlen verwendet:



radiale Koordinofe



Sc= v/D . . . . . . . . . . . . . . . . (180),

Konzentration



g = §A (!Aw -



(!Aoo •

(!Aoo



•



•



•



•



•



•



•



•



•



•



•



•



(181).



Außer der veränderlichen zeitlich gemittelten Partialdichte

i!A kennzeichnet (!Aw die konstante Partialdichte an der

Blasenoberfläche und (!Aoo die konstante Partialdichte in

unendlicher Entfernung von der Blase.

6.1.2 Randbedingungen

Das Konzentrationsfeld ist im zeitlichen Mittel zu den

Staupunktgeraden rotationssymmetrisch; daraus folgt die

Randbedingung

a;;ae=o . . . . . . . . . . . . (182).



Die Partialdiohten an der Blasenoberfläche sowie in großer

Entfernung von der Blase sind unveränderlich. Aufgrund

der Definitionsgleichung GI. (181) ergeben sich hieraus die

Randbedingungen



Bild 25. Zur Erläuterung des turbulenten Stofftransports.

Der Austauschmechanismus des Stoffes an einer formveränderlichen Blase ist in Bild 25 schematisch dargestellt.

Die zeitlich gemittelte Partialdichte §Ader diffundierenden

Komponente A nimmt mit zunehmendem Abstand von der

Phasengrenzfläche ab. Die Formschwankungen der Blase

verursachen eine Querbewegung senkrecht zur Hauptströmungsrichtung. Ein aus Richtung der Phasengrenzfläche in

der Schicht r ankommendes Fluidelement (w~ &gt; 0) stammt

aus einem Gebiet mit größerer mittlerer Partialdichte. Da

es bei der Querbewegung sein ursprüngliches (!A im wesentlichen beibehält, verursacht das Fluidelement in der

Schicht r ein positives f!A· Umgekehrt haben die sich in

Richtung zur Grenzfläche bewegenden Elemente (w; &lt; 0)

in der Schicht r ein negatives f!A zur Folge. Ein positives

ist meistens mit einem positiven f!A gekoppelt und ein



w;



w;



g = 1.



(183),



g=



( 184).



0.



6.1.3 Mathematische Ansätze zur Berechnung der

turbulenten Massenstromdichte

Austauschansatz: Um die Stofftransportgleichung

GI. ( 179) einer turbulenten Strömung lösen zu können,

müssen die zeitlichen Mittelwerte des Produktes aus der

Schwankungsgesohwindigkeit und der Schwankungskonzentration bekannt sein. Die bei der Berechnung der Mittelwerte der Schwankungsgeschwindiglieiten auftretenden

Probleme wurden bereits in Abschnitt 4.1.4 erörtert. Die

dort gemachten grundsätzlichen Aussagen gelten ebenfalls

für das Problem des Stofftransports in turbulenten Strömungen. Dabei besteht die Aufgabe darin, die von der

Schwankungsbewegung hervorgerufene Massenstromdichte

mit den zeitlichen Mittelwerten der Geschwindigkeit und

der Konzentration zu verknüpfen.

Zur Vereinfachung der Rechnungen soll angenommen

werden, daß die von den Schwankungsgeschwindigkeiten in

@-Richtung hervorgerufene turbulente Massenstromdichte

sehr klein ist gegenüber den Schwankungsbewegungen in
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negatives

mit einem negativen f!A· Der Mittelwert

e.A

ist somit positiv. Mit Einführen eines Korrelationskoeffizienten c und der Bedingung 0 &lt; c ~ 1 gilt die Gleichung

•



r* = 1:

r* = oo:



T'-



f3073.25



Schmidt-Zahl



&lt;BJ=O,it:



ar



r2



. . . . . (178).



H



Hierin bedeutet D den Diffusionskoeffizienten. Ersetzt man

die Geschwindigkeitskomponenten entsprechend GI. (53)

und (54) durch die Stromfunktion 'Jf, so lautet die Gleichung für den Stofftransport in dimensionsloser Darstellung



_



-~(sin0 8(!A)]-[-1-~(r2w;eA_)



mArt



=



-



1



wr



I



f!A =



c



1-11-1

f!A

f



f



w,



. . . . . . . (185).



Unter Anwendung des Taylorschen Satzes, wobei Terme

von höherer als erster Ordnung vernachlässigt werden, gilt

die Beziehung

c



f!A - l 18§A

a;:- 1 .

1--,\-



. . . . . . . . . . .



(186).



Der Korrelationskoeffizient ist dabei in der als „Mischungsweg" bezeichneten Länge enthalten. Dieser Ansatz entspricht der Prandtlschen Mischungsweg-Hypothese für

volumturbulente Strömungen.

In Analogie zu dem Ansatz für die molekulare Massenstromdichte wird für die turbulente Massenstromdichte

anstelle des Diffusionskoeffizienten D ein turbulenter Austauschkoeffizient des Stoffes em eingeführt. Für die turbulente Massenstromdichte gilt der Ansatz

riiArt



= -



aeA



Sm - -



ar



•



•



•



•



•



•



•



•



•



•



•



(187).



Zur Berechnung dieser Gleichung muß die turbulente Austauschgröße sm bestimmt werden. Für sie folgt aus GI. (185)



31



bis (187) die Beziehung

=



Bm



1w~lz .



..............



(188).



Wird der Austauschansatz nach GI. (187) in GI. (179) eingesetzt, so ergibt sich die Stofftransportgleichung in der Form



~Sc+



at*



=



r!2 {



Re Sc

2 r*2 sin



Cl~*



e



[r* 2 ( 1 +



(~* ~- 81/'* ~)



ar* ae



; ) :r~



+ _ 1 _~(eine~)}

sine ae

ae



]



ae



or*



. . . . . . . (189).



Allgemeine Erläuterung zum Vorlauf des turbulenten Austauschkoeffizienten: Der turbulente Austauschkoeffizient des Stoffes Bm ist nach Gl. (188) das

Produkt aus der radialen Schwankungsgeschwindigkeit

und einer Mischungsweglänge l. Die radiale Schwankungsgesohwindigkoit wurde entsprechend den Erläuterungen in Abschnitt 4.1.4 über den Umfang der Blase als.

konstant angenommen. Das gleiche soll für die Länge l

gelten. Damit ist auch Bm unabhängig vom Umfangswinkel e.

Durch die ständigen Formänderungen der Blase sind die

radialen Sehwankungsgosohwindigkeiton der Phasengrenzfläche sehr groß und klingen in den umgebenden Phasen mit

zunehmendem Abstand von der Oberfläche ab. Über die

formvoränderlicho Grenzfläche hinweg kann ein Austausch

von Fluidelementen nicht auftreten. Durch die Phasengrenzfläche ist nur molekularer Transport von Stoff möglich. In der Grenzfläche muß demnach der turbulente Austauschkoeffizient des Stoffes den Wert null haben. Damit

ist auch die turbulente Massenstromdichte in der Phasen-



1w;1



radiale Koordinate ,.. --fh30?U6



Bild 26. Qualitative Abhängigkeit der radialen Schwankungsgeschwindigkeit von der radialen Koordinate.

a gesamte Schwankungsgeschwindigkeit, b Anteil der Schwankungs.

geschwindigkeit aufgrund der Vermischung von Flüssigkeitselementen



grenze null. Die turbulente Schubspannung hat dagegen

in der Grenzfläche ihren größten, von null verschiedenen

Wert. Zwischen der Behandlung des deformationsturbulenten Impuls- und Stofftransports an einer formveränderlichen Blase besteht somit keine Analogie.

Nach dem in Abschnitt 3.3 beschriebenen Modell wird

eine formvcränderliche Blase durch eine volumgleiche

formstabile kugelförmige Blase ersetzt. An der fiktiven

formstabilen Blase werden die Vorgänge simuliert, die sieh

an einer formvoränderlichen abspielen. Die ständigen Verformungen der Blase rufen laufende Strömungsumlenkungen an der Grenzfläche und damit Querbewegungen zur

zeitlich gemittolton Bewegung hervor. Mit dem beschriebenen Modell werden diese Vorgänge durch eine zusätzliche

Impulsstromdichte, die turbulente Schubspannung Tr@t.

erfaßt. Die kinetische Energie der Deformationsturbulenz

ist an der Phasengrenze am größten, da die Schwankungsbewegungen der Oberfläche am größten sind. Mit der tur-
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bulenten Schubspannung werden im wesentlichen zwei Vorgänge erfaßt:

1. Der gesamte Impulstransport aufgrund der Schwankungsbewegung der Phasengrenzfläche selbst und der

damit verbundenen Beschleunigungen und Verzögerungen in der Flüssigkeit.

2. Der Anteil an der gesamten Schwankungsbewegung

infolge Vermischung der V olumelemente in der die Blase

umgebenden Flüssigkeit. Die Mischwirkung ist durch

unregelmäßige Verwirbelungen der Flüssigkeitselemente

gekennzeichnet.

Die unter Punkt 1 genannte Schwankungsbewegung bewirkt nur zum Teil einen Austausch von Fluidelementen.

Aufgrund dio~mr Austauschbewegung gelangen Volumelemente hoher Partialdichte (!A in Gebiete mit niedrigem

(!A und umgekehrt. Sie führt zu einer Erhöhung des Stoff.

transports, der durch die turbulente Massenstromdichte

mArt erfaßt wird.

In Bild 26 ist die zeitlich gemittelte radiale Schwankungsgeschwindigkeit ~für die beiden Vorgänge schematisch

in Abhängigkeit von der radialen Koordinate dargestellt.

Kurve a kennzeichnet die gesamte radiale Schwankungsgeschwindigkeit der Phasengrenzfläche und der umgebenden Flüssigkeit entsprechend Punkt 1. Sie hat ihren höchsten Wert an der Grenzfläche und klingt mit zunehmendem

Abstand ab. Kurve b gibt schematisch nur die Schwankungsgeschwindigkeit aufgrund der relativen Querbewegung benachbarter Flüssigkeitselemente entsprechend

Punkt 2 wieder. Da über die Phasengrenzfläche keine

Volumelemente transportiert worden können, muß dort

die radiale Schwankungsgeschwindigkoit relativ zur Grenzfläche null sein. Ein Austausch von Volumolementen, wie er

in Bild 25 schematisch dargestellt ist, kann daher in der

Grenzfläche nicht auftreten. Obwohl die Phasengrenzfläche

selbst einer Schwankungsbewegung unterliegt (Kurve a),

nimmt die Vermischung der Flüssigkeitselemente erst mit

zunehmendem Abstand von der Grenzfläche zu (Kurve b).

Kurve b steigt vom Wert null mit zunehmender Entfernung

von der Oberfläche zunächst an, erreicht ein Maximum und

fällt dann, wie Kurve a, wieder ab.

Zur Berechnung des turbulenten Impulstransports mit

dem Modell einer formveränderliohen Blase mußte die

radiale Schwankungsgeschwindigkeit nach Kurve a verwendet werden. Für die Berechnung der turbulenten Massenstromdichte mArt aufgrund ständiger Gesta.ltänderungen

der Blase muß die Schwankungsgeschwindigkeit nach

Kurve b berücksichtigt werden. Da der turbulente Austauschkoeffizient Bm über GI. (188) mit dem zeitlichen

Mittelwort der radialen Schwankungsgeschwindigkeit verbunden ist, stimmt der Verlauf des Austauschkoeffizienten

mit Kurve b in Bild 26 qualitativ überein.

6.1.4 Definition der Sherwood-Zahlen

Die durch die Phasengrenzfläche hindurchtretende örtliche Stoffstromdichte ;h,A wird durch das Ficksehe Gesetz

beschrieben:

mA= -



n ( aeA)

ar



w



...........



(190).



Da die turbulente Massenstromdichte an der Oberfläche der

Blase gleich null ist, wird nur die molekulare Stoffstromdichte berücksichtigt. Sie läßt sich auch unter Verwendung

eines örtlichen Stoffübergangskoeffizienten {Je berechnen:

mA



=



{Je((!Aw -



(:'A00 )



•



•



•



•



•



•



••••



(191),



Nach Gleichsetzen mit GI. (190) und Einführen der

dimensionslosen Schreibweise ergibt sich die Berechnungsgleichung für die örtliche Sherwood-Zahl

She =



ß@d = D



2(~)

or* w



....... (192).
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Die örtliche Sherwood-Zahl ist somit dem dimensionslosen

Konzentrationsgradienten in radialer Richtung an der

Oberfläche direkt proportional. Durch Integration über die

Blasenoberfläche erhält man die mittlere Sherwood-Zahl

TC



ßd = _.!.._ ( She sin e dB . . . . . . (193).

D

2)



Sh=



0



Für



mA



1h1. . . . .



. . . . . . . . . .



(194).



, . . . . . . . . . (195).
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8e

8e

. . . (196).



Diese Gleichung ist entlang den Staupunktgcraden, d. h.

für e = 0, ri: nicht definiert. Eine Grenzwertbestimmung

nach der Regel von Bernoulli-L'Hospital liefert hierfür die

Beziehung



~ e2z Sc

8t*



-



~~ .!:_~ ~

2 e• cos



= _ 1_ ~ [e•(1

e• 8z



e



a e2



az



82 ;

+ ~)~]

+ 2 ae2

D

8z



. . . (197).



Zur numerischen Berechnung der Konzentrationsverteilung

wird wie zur Berechnung des Impulstransports das CrankNicolson-Verfahren angewendet. Das Differenzennetz

wurde bereits in Bild 11 dargestellt und in Abschnitt 4.1.5

erläutert.

Die Differentialgleichung Gl. (196) wird durch eine

Differenzengleichung approximiert. Sie lautet in allgemeiner Schreibweise



„

- -1- e 2z Sc;.n+l

· - {oz

0,5 t:.t*

t,J
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= _1_ ~ [e• (l + ~) ~i + Re Sc a "l'* a~

e• 8 z

D

8z

2 e• sin e ae a;. . (199),



8e; = _1_ _a_ (sin

sin



e



ae



e ~) ae



Re Sc

2 e• sin e



a"l'* a,;

----az



ae



. . . (200).

Mit den Differenzenformeln GI. (100) bis (103) erhält man

das Gleichungssystem zur Bestimmung der unbekannten
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+



(8z



+



8e) ~n ... (202).



Für die beiden Staupunktgeraden ergeben sich aus

Gl. (197) die Abkürzungen



a [e• (1 + -sm) -a; ]

D



8z



Sc

82 "l'* 8 ;

+ -Re

- - - - - - --.



e
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8z



. . . . . . . . (203),



a2;



8e; = 2 - -. . . . . . . . . . . . . . (204).

ae 2



Für die vordere Staupunktgerade erhält man mit

1



n



R Sn = - - - - e2• Sc ;i 1

0,5 t:.t*

•



+ (8z + 8e) ;n



(205)



das Gleichungssystem zur Bestimmung der Konzentration



Zur Berechnung der Konzentration auf der hinteren Staupunktgeraden werden in Gl. (205) und (206) die Funktionswerte an den Gitterpunkten j = M und j = M - 1

anstelle der Punkte j = 1 und j = 2 verwendet.

Zur Verbesserung des Konvergenzverhaltens wird wie für

die Berechnung des Impulstransports das Vorfahren der

sukzessiven Überrelaxation nach GI. (120) angewendet. Der

optimale Rclaxationsfaktor ergab sich zu w1; = 0,8.

Wegen des sehr steilen Konzentrationsabfalls in der

Nähe der Blasenoberfläche mußten für die Berechnung des

Konzentrationsfeldes variable Schrittweiten eingeführt

werden. An der Blasenoberfläche wurde eine Schrittweite

von ßz = 6,104 · 10-6 und im Bereich des äußeren Randes

ßz = 0,1 gewählt. Im Vergleich mit den in Abschnitt 4.1.5

angegebenen Werten ist die Unterteilung des Gitternetzes in

der Nähe der Phasengrenzfläche wesentlich feiner als bei der

Berechnung des Impulstransports. Zur Berechnung der

Konzentration müssen daher die Worte der Stromfunktion

an den neuen Gitterpunkten interpoliert werden. Für die

Interpolation wird ein Polynom dritten Grades verwendet.

Zur Berechnung der Stoffstromdichten und der Sherwood-Zahlon ist auch die numerische Berechnung des

Konzentrationsgra:dienten an der Blasenoberfläche erforderlich. Die Differenzengleichung entspricht GI. (126). Für

die örtliche Sherwood-Zahl ergibt sich damit aus GI. (192)

die Beziehung



= 11

e



+ (8z + 8e) ;n .
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Hierin bedeuten die Abkürzungen



8• ;



R sn bedeutet analog zu Gl. (115) den Differenzenausdruck

zur Zeit tn:



2 e• cos



6.1.5 Numerische Lösung der Stofftransportgleichung

Das Konzentratioasfeld in der Umgebung einer formveränderlichen Blase wird durch Gl. (189) beschrieben. Ihre

Lösung erfolgt auf numerischem Wege. In der Nähe der

Blasenoberfläche treten sehr große Konzentrationsgradienten auf. Durch Einführen der Koordinatentransformation nach Gl. (105) ist es möglich, die Ergebnisse der numerischen Lösung zu verbessern. Die Stofftransportgleichung

GI. (189) lautet damit



~ e2• Sc
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gilt die Definition



m,t =



;'f} 1 =



1



Die Sherwood-Zahl kann als dimensionslose Massenstromdichte ?hl aufgefaßt werden:

Sh =



Konzentration



~1.1 -



18 ~2.i + 9 ~a.1 3 ßz



2 ~4.i



(207).



Die mittlere Sherwood-Zahl wird nach GI. (193) mit der

Simpsonsehen Regel integriert.



6.2 Diskussion der Ergebnisse

Zur Berechnung des zeitlich gemittelten, stationären

Stofftransports in der Umgebung einer formvoränderlichen

Blase wurde das in Abschnitt 4.2.2 diskutierte Geschwindigkeitsfeld verwendet. Die Ergebnisse geiten demnach für den

Bereich der formlosen Blasen, d. h. für Worte der Reynolds-Zahl Re ~ Rec nach Gl. (15), und für Re ~ 200. Um

einen Vergleich der errechneten mit den gemessenen Werten

der Sherwood-Zahl zu ermöglichen, wurde die ReynoldsZahl im Bereich 200 ~ Re ~ 17 000 und die Schmidt-Zahl

im Bereich 480 ~ Sc ~ 22 000 variiert.
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6.2.1 Näherungslösung für den turbulenten Austauschkoeffizienten



Unter der Annahme, daß das Kennzahlprodukt Re Sc

sehr groß ist, treten Konzentrationsänderungen der diffundierenden Komponente nur in unmittelbarer Nähe der

Phasengrenzfläche auf. Aus diesem Grund kann die Krümmung der Blasenoberfläche vernachlässigt werden. Das

Strömungsfeld soll keinen merklichen Einfluß auf den

Stofftransport haben, so daß die Konzentration unabhängig vom Umfangswinkel ist. Die Massenstromdichte mA

soll in unmittelbarer Nähe der Phasengrenzfläche unabhängig von der Ortskoordinate senkrecht zur Grenzfläche

sein. Für den Stoffübergang durch die formveränderliohe

Grenzfläche eines ebenen Rioselfilms zeigt G. Carrubba [82),

daß diese Annahme bei ausgebildetem Konzentrationsprofil gültig üit. Ein ausgebildetes Konzentrationsfeld liegt

vor, wenn die Konzentrationsprofile ähnlich sind, d. h. die

relativen Konzentrationsänderungen d;/; längs eines

Weges dx bei jedem Abstand zur Grenzfläche gleich sind.

Für die Massenstromdichte gilt damit in unmittelbarer

Nähe der Phasengrenzfläche die Gleichung

mAg



=



ße(f}Aw -



f}Aoo)



= -



(D



+ cm)



O{!A



or



(208).



In dimensionsloser Darstellung ergibt sich daraus die

Beziehung

She



=



-



2 (l



+ -cm)

-a;- . . . .

D or*



. . . . (209).



Diese Gleichung wird wie folgt integriert:

00



2



1 dy*

J 1 + cm/D

y•=O



She =



. . . . . . . . . . (210).



Die Koordinate y * bezeichnet hierbei den Abstand von der

Blasenoberfläche:



y* = r* -



1 . . . . . . . . . . . . . . (211).



Für den Austauschkoeffizienten des Stoffes gilt die funktionale Abhängigkeit

cm = f (w 00 , r, d, v) . . . . . . . . . .



. (213).

Nach Einsetzen von GI. (213) in GI. (210) erhält, man die

Beziehung

00



She



1 dy*

= J 1 + a2 y*n



~ = 0,3 Rel,27 Sc y*l,43



(220).



D



Diese Gleichung wird in Gl. (189) eingesetzt, um das Konzentrationsfeld in unmittelbarer Näho der Phasengrenzfläche einer formverändcrlichen Blase zu berechnen. Das

über die gesamte Umgebung der Blase gültige Profil des

Austauschkoeffizienten wird im nächsten Abschnitt erläutert.

6.2.2 Verlauf des turbulenten Austauschkoeffizienten

Im vorangegangenen Abschnitt wurde eine Näherungslösung für den turbulenten Austauschkoeffizienten des

Stoffes t:m in unmittelbarer Nähe der Phasengrenzfläche

erläutert. Mit Hilfe vereinfachender Annahmen läßt sich

aus einer analytischen Lösung für die mittlere SherwoodZahl durch Vergleich mit der empirischen GI. (28) die

Abhängigkeit des Austauschkoeffizienten vom Grenzflächenabstand und von der Reynolds-Zahl bestimmen.

Gl. (220) wird zur Berechnung des zeitlich gemittelten

Konzentrationsfeldes in die Differentialgleichung Gl. (189)

eingesetzt. Mit dem errechneten Konzentrationsfeld läßt

sich nach Gl. (192) und (193) die mittlere Sherwood-Zahl

bestimmen. Die berechneten Werte der Sherwood-Zahl

zeigen keine gute Übereinstimmung mit den gemessenen

Werten. Die Ursache dafür liegt in den stark vereinfachenden Annahmen, die der Ermittlung von Gl. (220) zugrunde

liegen. Insbesondere darf der Einfluß der Strömung um die

Blase nicht vernachlässigt werden.

Von der Näherungslösung nach GI. (220) ausgehend,

wurde die Gleichung für den turbulenten Austauschkoeffizienten cm so bestimmt, daß mit den errechneten

\Verten die experimentell ermittelten \Verte der mittleren

Sherwood-Zahl wiedergegeben werden. Gleichzeitig mußten

die in Abschnitt 6.1.3 dargelegten Erläuterungen zum Verlauf des Austauschkoeffizienten berücksichtigt werden.

Damit wird die Gleichung für den bezogenen turbulenten

Austauschkoeffizienten des Stoffes wie folgt festgelegt:



• . (212),



die durch den folgenden Potenzansatz angenähert werden

soll:



2



Damit lautet die Beziehung für den bezogenen turbulenten

Austauschkoeffizienten



~

D



= 3,34 ·



10-5 Rel,45 Sc(r* - 1) - 1r*6



... (221).



Der mit dieser Gleichung für den W crt der Reynolds-Zahl

Ro = 200 und der Schmidt-Zahl Sc = 22 000 berechnete

Austauschkoeffizient ist in Bild 27 in Abhängigkeit von der

radialen Koordinate aufgetragen. An der Grenzfläche hat

er den Wert null und steigt mit zunehmendem Abstand von

der Oberfläche zunächst an. Nach Erreichen eines Maxi-



· · · · · · · · · · (214 ).



0



(\



Nach der Integration lautet diese Gkichung

sin (:)



. . . . .



\



. . . (215).



Re= 200

Sc=22000



\



r-.



\



Für die mittlere Sherwood.Zahl ergibt sich nach der

Integration über die Blasenoberfläche mit GI. (193)

Sh = 2 !!:__ sin

7t



(~) afln Remfn Scl/n

n



. . . . . (216).



Aus dem Vergleich von GI. (216) mit GI. (28) erhält man bei

großen Werten des Produktes Re Sc für die in GI. (216)

stehenden unbekannten Konstanten die Werte



n = 1,43

m = 1,27

a1 = 0,30
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(217),

(218),

(219).
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radiale Koordinate r•=r/R



Bild 27. Bezogener turbulenter Austauschkoeffizient des

Stoffes in Abhängigkeit von der radialen Koordinate für

die Reynolds-Zahl Re = 200 und die Schmidt-Zahl

Sc= 22 000.
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mums fällt der Austauschkoeffizient wieder ab, da in

größerer Entfernung von der Blase keine Schwa.nkungsgeschwindigkeiten mehr auftreten. Dieser Verlauf ist in

Abschnitt 6.1.3 bereits erläutert und in Bild 26 als Kurve b

schematisch dargestellt worden.

Aus Gl. (221) ergibt sich in unmittelbarer Nähe der

Phasengrenzfläche die Proportionalität

y*-+ 0:



~ ,_,y*l,O . . . . .

D



. (222).



Im Vergleich zu der Näherungslösung Gl. (220) ist der

Exponent des Abstandes von der Oberfläche in Gl. (222)

etwas kleiner. Nach Gl. (188) ist em das Produkt aus der

zeitlich gemittelten radialen Schwankungsgeschwindigkeit

und der als Mischungsweg bezeichneten Länge l. Wie für die

radiale Schwankungsgeschwindigkeit, muß zunächst auch

für l an der Phasengrenze der Wert null angenommen werden, da Schwankungen der Partia.ldichte e.A in der Blasenoberfläche ausgeschlossen sind. Wie bereits erwähnt wurde,

soll die Blase lediglich aus der diffundierenden Komponente

A bestehen. Da in der Blase kein Stofftransportwiderstand

vorhanden ist, bleibt die Konzentration in der sich deformierenden Phasengrenzfläche zeitlich und örtlich konstant.

Aus GI. (222) und (188) folgt, daß das Produkt /

l ,...._,



w; /



w; /



yl,O ist. Sowohl für /

als auch für l müßten die Exponenten von y Werte kleiner als eins und größer als null annehmen. In der Phasengrenzfläche wären damit die Ableitungen von /

und l in radialer Richtung unendlich groß.

Ein derartiger Verlauf erscheint als nicht sinnvoll. Wahrscheinlicher ist, daß durch örtliche Dehnungen und

Schrumpfungen der Blasenoberfläche infolge von Formänderungen der Konzentrationsgradient an der Grenzfläche

starken zeitlichen Schwankungen unterworfen ist. Diese

Konzentrationsschwankungen treten zusätzlich zu der turbulenten Austauschbewegung von Fluidelementen auf.

Während der Oberflächendehnung treten momentane örtliche, sehr steile Konzentrationsgradienten auf, die zu einer

Erhöhung des Stoffstroms führen. Mit dem beschriebenen

Modell der formveränderlichen Blase werden beide Schwankungsvorgänge durch die turbulente Austauschgröße für

den Stoff em erfaßt. Da die formveränderliche Blase durch

eine formstabile Kugelgestalt ersetzt wird, ergibt sich,daß

die Länge l an der kugelförmigen Phasengrenzfläche nicht

den Wert null annehmen darf. Die durch örtliche Dehnilngen und Schrumpfungen der Oberfläche verursachten Konzentrationsschwankungen in unmittelbarer Nähe der Oberfläche können an der fiktiven formstabilen Grenzfläche nur

durch Schwankungskonzentrationen in der Phasengrenze

ausgedrückt werden. Nach GI. (186) ist damit am Ort

r* = 1 die Länge l =F O. Ist l in unmittelbarer Nähe der

Oberfläche konstant über der Ortskoordinate y und ist

y, so folgt daraus für den Austauschkoeffizienten

Em die in GI. (222) dargestellte Abhängigkeit. Eine Konzentrationsschwankung in der fiktiven Phasengrenzfläche wird

angenommen, um das Ergebnis nach GI. (221) bzw. (222)

mit dem Modell der formstabilen Kugelblase deuten zu

können. In der wirklichen, schwankenden Phasengrenze

sind Konzentrationsschwankungen nicht möglich.

In unmittelbarer Nähe der Oberfläche eines welligen

Rieselfilms stellt G. Carrubba [82] die Proportionalität

Em ,..._, y 2 fest, wobei y hier ebenfalls den Abstand von der

Phasengrenzfläche bezeichnet. Dieses Ergebnis deckt sich

mit Ähnlichkeitsbetrachtungen von V. G. Levich [16] für

die volumturbulente Strömung nahe der Oberfläche eines

Flüssigkeitsfilms. In diesem Fall ist die Sherwood-Zahl

Sh ,..._, Scl/2. In unmittelbarer Nähe starrer Grenzflächen

sehen S. Sideman und W. V. Pinczewski [75] nach einem

Vergleich von Ergebnissen verschiedener Arbeiten die

Abhängigkeit em ,..._, ya als gesichert an. An der festen "\Vand

erhält G. Carrubba [82] wegen der Proportionalität

Sh ,..._, Scl/3 ebenfalls diese Abhängigkeit.
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Nach GI. (212) ist der turbulente Austauschkoeffizient em

unabhängig von dem molekularen Diffusionskoeffizienten

D. Würde em an der Blasenoberfläche nicht den Wert null

annehmen und em ~ D sein, wäre nach GI. (189) die Konzentrationsverteilung unabhängig von D. Die mit GI. (192)

und (193) berechneten Sherwood-Zahlen wären damit direkt

proportional der Schmidt-Zahl. Die Ergebnisse experimenteller Untersuchungen zeigen jedoch, daß die mittlere

Sherwood-Zahl Sh,...._, Sc0,7 ist. In der Nähe der Phasengrenzfläche muß demnach eine Schicht vorhanden sein, in

der D und Em von gleicher Größenordnung sind (82].

Die empirische GI. (28) zeichnet sich durch einen hohen

Wert des Exponenten der Schmidt-Zahl aus. Da.raus folgt

für den Stoffübergangskoeffizienten die Proportionalität



fJ ,...._, no.a . . . . . . . . . . . . . . . . (223).

Für den Exponenten des Diffusionskoeffizienten D gilt bei

flüssigkeitsseitigem Stoffübergang an der Oberfläche eines

welligen Rieselfilms der Wert 0,5 [82]. Der geringere Einfluß von D auf den Stoffübergangskoeffizienten einer formveränderlichen Blase kann mit den starken Gestaltänderungcn erklärt werden, denen die Blase unterliegt. Insbesondere scheinen die örtlichen Dehnungen und Schrumpfungen der Oberfläche größere Stoffströme aufgrund stärkerer

Konzentrationsschwankungen in unmittelbarer Nähe der

Grenzfläche hervorzurufen als in welligen Rieselfilmen.

Durch die direkte Abhängigkeit des turbulenten Austauschkoeffizienten von der Ortskoordinate y nach GI. (222) und

(221) sind in unmittelbarer Nähe der Phasengrenze größere

Werte des turbulenten Austauschkoeffizienten em und

damit der turbulenten Massenstromdichte möglich als bei

quadratischer oder kubischer Abhängigkeit.

Der Verlauf des turbulenten Austauschkoeffizienten em

für den Stoff nach GI. (221) und in Bild 27 ist nur in der

Nähe der Blasenoberfläche experimentell bestätigt. Wie in

den Abschnitten 6.2.3 und 6.2.4 noch erläutert wird, ist für

die untersuchten hohen Reynolds- und Schmidt-Zahlen ein

Konzentrationsgradient nur in unmittelbarer Nähe der

Phasengrenzfläche vorhanden. Nach GI. (187) ist lediglich

in einem Bereich mit o{JA/or =F 0 die turbulente Massenstromdichte rhAt =F 0, wenn auch em =F 0 ist. Ist der Gradient der zeitlich gemittelten Konzentration gleich null, so

hat die Größe des Austauschkoeffizienten keinen Einfluß

mehr auf den Stofftransport.

Der dimensionslose Austauschkoeffizient des Stoffes ist

nach GI. (221) proportional Rel,45 Sc. Damit ergibt sich ein

Einfluß der kinematischen Viskosität v auf den Austauschkoeffizienten. Nach GI. (188) folgt daraus, daß die radiale

Schwankungsgeschwindigkeit /

von der Viskosität abhängt. Bemerkenswert ist, daß die in Abschnitt 4.1.4

berücksichtigten Schwankungsgeschwindigkeiten zur Berechnung des turbulenten Impulstransports von der Viskosität unabhängig sind. In Abschnitt 6.1.3 wurden die

Unterschiede bei der Berechnung des deformationsturbulenten Impuls- und Stofftransports in der Umgebung einer

formveränderlichen Blase bereits erläutert. Die in Bild 26

als Kurve a schematisch dargestellte gesamte Schwankungsgeschwindigkeit ist unabhängig von der Viskosität der

Flüssigkeit. Die als Kurve b eingezeichnete Schwankungsgeschwindigkeit der Austauschbewegung von Fluidelementen wird dagegen von der Viskosität beeinflußt.
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6.2.3 Massenstromdichten

Mit GI. (189) und dem Ansatz für den dimensionslosen

turbulenten Austauschkoeffizienten des Stoffes nach

GI. (221) wird das zeitlich gemittelte Konzentrationsfeld

berechnet. Ist dieses bekannt, läßt sich mit Gl. (187) und

(221) die turbulente Massenstromdichte rhArt in radialer

Richtung bestinunen. In dimensionsloser Darstellung lautet

ihre Berechnungsgleichung



.*



mArt =



-



0~

2 -Em

- - - - • . . . . . . . . . (224).
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Bild 28. Verlauf der dimensionslosen radialen Massenstromdichte entlang der vorderen Staupunktgeraden für die

Reynolds-Zahl Re = 200 und die Schmidt-Zahl Sc =

22 000.

Eingetragen sind die gesamte Massenstromdichte

turbulente Massenstromdichte~



;,,Arg



Art· Zum



mArg



und die



Vergleich ist die errechnete



Massenstromdichte

(em/D = 0) ohne Berücksichtigung des turbulenten Stofftransports eingezeichnet



Die Konzentrationsverteilung wird im nächsten Abschnitt

erläutert. In Bild 28 ist für die vordere Staupunktgcrade

m!rt für die Rcynolds-Zahl Re = 200 und die Schmidt-Zahl

Sc = 22 000 in Abhängigkeit von der radialen Koordinate

aufgetragen. Wie bereits im vorigen Abschnitt erläutert

wurde, hat die turbulente Massenstromdichte an der Blasenoberfläche den Wert null. Mit zunehmendem Abstand von

der Grenzfläche steigt sie zunächst an und fällt wieder ab.

Die Berechnungsgleichung für die gesamte dimensionslose radiale Massenstromdichte, die sich aus dem molekularen und dem turbulenten Anteil zusammensetzt, lautet



m*Arg = -



2



(i + _!__!!:___)~

D or*



. . . . . . . (225) .



Ihr Verlauf ist ebenfalls in Bild 28 eingetragen. Die Differenz zwischen der gesamten und der turbulenten Massenstromdichte stellt den molekularen Anteil dar. Er ist an der

Phasengrenzfläche am größten. In größerer Entfernung von

der Oberfläche besteht die gesamte Massenstromdichte nur

noch aus dem turbulenten Anteil.

Wird zum Vergleich das Konzentrationsfeld unter Verwendung des in Abschnitt 4.2.2 diskutierten Geschwindigkeitsfeldes um eine formveränderlichc Blase, jedoch ohne

Berücksichtigung des turbulenten Stofftransports berechnet, läßt sich der Einfluß der turbulenten Massenstromdichte auf den Stofftransport erkennen. Dazu wird die

Differentialgleichung GI. (189) mit der Bedingung t:m/D = 0
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Bild 29. Zeitlich gemittelte Konzentration in Abhängigkeit

von der radialen Koordinate für die Rcynolds-Zahl

Re = 200 und die Schmidt-Zahl Sc = 22 000 bei verschiedenen Umfangswinkeln.
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gelöst. Physikalisch ist ein turbulenter Impulstransport

infolge der Blasenformänderungen ohne turbulente Massenstromdichte nicht möglich. Die Unterschiede der Konzentrationsverteilung mit und ohne Berücksichtigung des turbulenten Stofftransports werden im nächsten Abschnitt

dargestellt.

In Bild 28 ist die gesamte radiale Massenstromdichte

mlrg für t:m/D = 0 bei der Reynolds-Zahl Re = 200 und der

Schmidt-Zahl Sc = 22 000 gestrichelt eingezeichnet. Die

gesamte Massenstromdichte ist in diesem Fall gleich der

molekularen Massenstromdichte. Ein Vergleich der Kurven

zeigt, daß die Austauschbewegung der Flüssigkeitselemente

eine größere gesamte Massenstromdichte bewirkt. Der

Abfall der gesamten Massenstromdichte mit zunehmendem

Oberflächenabstand ist bei Berücksichtigung des turbulenten Stofftransports flacher. Die Werte von m.Arg gehen in

größerer Entfernung von der Oberfläche gegen null.

6.2.4 Konzentrationsverteilung

In Bild 29 ist die zeitlich gemittelte Konzentration in

Abhängigkeit von der radialen Koordinate für die Reynolds-Zahl Re = 200 und die Schmidt-Zahl Sc = 22 000

aufgetragen. Parameter ist der Umfangswinkel 0. Der

steilste Konzentrationsabfall ist für die vordere Staupunktgcrade 0 = 0° festzustellen. Im Anströmbereich schwimmen die Flüssigkeitselemente auf die Blasenoberfläche zu.

Damit gelangt ständig von der diffundierenden Komponente A freie Flüssigkeit in die Nähe der Phasengrenzfläche.

Auch im Rückströmgebiet, in der Nähe der hinteren Staupunktgeraden G = 180°, strömt die Flüssigkeit in Richtung

zur Oberfläche. Der Konzentrationsabfall ist für 0 = 180°

nicht so steil wie für die vordere Staupunktgerade. Während

die Fluidelemente die Blase in der Nähe der Grenzfläche

umströmen, reichern sie sich mit der diffundierenden Komponente A an. Entfernen sich die angereicherten Fluidelemento von der Blasenoberfläche, transportieren sie den

diffundierenden Stoff in die umgebende Flüssigkeit. Der

Konzentrationsabfall ist für diesen Bereich am flachsten,

wie das Konzentrationsprofil für den Umfangswinkel

G = 126° zeigt. Aus Bild 16 und 17 ist zu erkennen, daß

sich die Flüssigkeit in diesem Bereich von der Oberfläche

entfernt.

Die in Bild 29 gestrichelt eingezeichnete Kurve kennzeichnet den Konzentrationsverlauf in einem ruhenden

System. Unter Vernachlässigung des konvektiven und

turbulenten Stofftransports läßt sich die Stofftransportgleichung GI. (189) analytisch lösen. Die Gleichung für dio

Konzentration in der ruhenden Umgebung einer Kugel

lautet

~ = 1/r* . . . . . . . . . . . . . . . . (226).

In Bild 30 und 31 sind die radialen Konzentrationsprofile

entlang der vorderen Staupunktgcraden für verschiedene

Werte der Reynolds-Zahl und der Schmidt-Zahl gezeigt. In

Bild 30 sind die Konzentrationsprofile für die Schmidt-Zahl

Sc = 22 000 in Abhängigkeit von der radialen Koordinate

dargestellt. Parameter ist die Reynolds-Zahl. Mit zunehmenden Werten der Reynolds-Zahl wird der Kurvenverlauf

steiler. Die gestrichelte Kurve kennzeichnet das Konzentrationsprofil für Re = 200 bei Verwendung des Geschwindigkeitsfeldes um eine formvcränderliche Blase, jedoch

unter Vernachlässigung des turbulenten Stofftransports in

GI. (189). Im Vergleich mit der Kurve unter Berücksichtigung des turbulenten Austauschkoeffizienten t:m/D nach

GI. (221) ist der Konzentrationsabfall in der Nähe der

Blasenoberfläche flacher, in größerer Entfernung jedoch

steiler. Durch die turbulente radiale Massenstromdichte

m.A.rt wird in erhöhtem Maße die diffundierende Komponente A von der unmittelbaren Nähe der Blasenoberfläche

in die umgebende Flüssigkeit transportiert. Damit ergibt

sich in der Phasengrenzfläche ein steilerer Konzentrationsgradient, der zu einer Erhöhung des diffusiven radialen

Stofftransports von der Blase in die Flüssigkeit führt.
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Bild 30. Konzentrationsprofile entlang der vorderen Staupunktgeraden für die Schmidt-Zahl Sc = 22 000 bei verschiedenen Werten der Reynolds-Zahl.

Zum Vergleich ist der errechnete Konzentrationsverle.uf für Re = 200

ohne Berücksichtigung des turbulenten Stofftransports eingezeichnet



1,0 .----,..--...,..---..----.,.---.----.-------.

Re=900

9=0°



punkts bei e = 0° verstärkt die radiale Diffusion. Das

gleiche gilt für den Bereich der Rückströmung in der Nähe

des hinteren StaupIDikts. In dem Bereich, wo sich die

Fluidelemente von der Blasenoberfläche entfernen, wirkt

sich die Konvektion nachteilig auf die radiale Diffusion aus.

Dort hat die örtliche Sherwood-Zahl ihr Minimum. Es liegt

bei e = 123°. Zum Vergleich ist die örtliche Sherwood-Zahl

unter Verwendung des berechneten Geschwindigkeitsfeldes

um eine formveränderliche Blase ohne Berücksichtigung

der turbulenten Massenstromdichte als Kurve b aufgetragen.

Wird das Verhältnis der beiden Kurven über dem Umfangswinkel

aufgetragen, so erhält man einen Einblick,

an welchem Ort des Blasenumfangs infolge der Schwankungsbewegungen der Stofftransport am stärksten erhöht

wird. Man erkennt aus Bild 33, daß die stärkste Erhöhung

im Bereich des Minimums der örtlichen Sherwood-Zahlen

auftritt. In den Bereichen der Staupunktströmungen ist

dagegen nur eine im Vergleich geringe Erhöhung des Stofftransports infolge der turbulenten Mischbewegung zu verzeichnen.

Der Einfluß unterschiedlicher Werte für die ReynoldsZa.hl auf die örtliche Sherwood-Zahl bei einer Schmidt-Zahl

Sc = 22 000 geht aus Bild 34 hervor. Die Werte der Sherwood-Za.hl steigen mit der Reynolds-Zahl an. Da nach den

Ausführungen in Abschnitt 4.2 das zeitlich gemittelte

Geschwindigkeitsfeld nicht von der Reynolds-Zahl abhängt,

bleiben auch die Orte der Maxima und Minima der örtlichen

Sherwood-Zahl bei veränderter Reynolds-Zahl konstant.
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Bild 31. Konzentrationsprofile entlang der vorderen Staupunktgeraden für die Reynolds-Zahl Re = 900 bei verschiedenen Werten der Schmidt-Zahl Sc.
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Bild 33. Verhältnis der örtlichen Sherwood-Zahlen Sh@/Sh90

mit und ohne Berücksichtigung des turbulenten Stofftransports unter Verwendung des berechneten Geschwindigkeitsfeldes um eine formveränderliche Blase.
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Bild 32. Örtliche Sherwood-Zahl in Abhängigkeit vom

Umfangswinkel für die Reynolds-Zahl Re = 200 und die

Schmidt-Zahl Sc = 22 000 (Kurve a).

Zum Vergleich zeigt Kurve b die örtliche Sherwood-Ze.hl ohne Berücksichtigung des turbulenten Stofftransports



Bild 31 zeigt die radialen Konzentrationsprofile bei

900. Parameter ist die

Schmidt-Zahl. Mit steigenden Werten der Schmidt-Zahl

wird der Konzentrationsabfall steiler. Je größer demnach

das Kennzahlprodukt Re Sc ist, desto steiler ist das radiale

Konzentrationsprofil.



e = 0° für die Reynolds-Zahl Re =



6.2.5 Örtliche und mittlere Sherwood-Zahlen

In Bild 32 ist die örtliche Sherwood-Zahl in Abhängigkeit

vom Umfangswinkel e für die Reynolds-Zahl Re = 200

und die Schmidt-Zahl Sc = 22 000 als Kurve a aufgetragen.

Im vorderen Staupunkt hat die Sherwood-Zahl ihren größten Wert. Die Anströmung in der Nähe des vorderen StauVDl-Forsch.-Heft 581
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Bild 34. Örtliche Sherwood-Zahl in Abhängigkeit vom

Umfangswinkel für die Schmidt-Zahl Sc = 22 000 bei verschiedenen Werten der Reynolds-Zahl Re.



37



,-



13&lt;XXJ



Re=900



"„

ti



10000



:c:



.



~



8000



"b

0

0



....„~



6000



„



t.000



ti

.c;



.!;!

~



....



'O



0



oo



fh3073.35



30°



180°



90°

Umfangswinkel



e



Bild 35. Örtliche Sherwood-Zahl in Abhängigkeit vom

Umfangswinkel für die Rcynolds-Zahl Re = 900 bei verschiedenen Werten der Schmidt-Zahl Sc.



Bild 35 zeigt die örtliche Sherwood-Zahl über dem

Umfangswinkel 0 für die Reynolds-Zahl Re = 900. Mit

steigenden Werten der Schmidt-Zahl wachsen auch die

Werte der Sherwood-Zahl.

Der gesamte, von der formvcränderlichen Blase übergehende Stoffstrom läßt sich mit Hilfe der über den Blasenumfang gemittelten Sherwood-Zahl berechnen. Sie ist in

Bild 4 abhängig vom Kennzahlprodukt Re Sc dargestellt.

Die Doppelkreise kennzeichnen die Ergebnisse der numerischen Modellrechnungen. Das Symbol innerhalb des Doppelkreises weist auf die gewählte Schmidt-Zahl entsprechend Tafel 1 hin. Die ohne turbulente Massonstromdichto

für Re = 200 und Sc = 22 000 berechnete mittlere Sherwood-Zahl ist in Bild 4 mit einem Kreuz in dem Doppelkreis gekennzeichnet worden. Der Wert liegt w1terhalb der

mit a bezeichneten Kurve für schleichende Umströmung

einer formbeständigen Kugelblase.



Der steilere Anstieg der Sherwood-Zahl für formveränderliche Blasen im Vergleich zu den Kurven a und b für formbeständige Kugelblasen mit zunehmenden Werten des

Kennzahlprodukts Re Sc erklärt sich durch die Wirkung

der turbulenten Massenstromdichte. Sie wird durch ständige Formänderungen der Blase hervorgerufen. Die Gestaltänderungen verursachen eine Austauschbewegung der

Fluidelomente sowie einen instationären Stofftransport

infolge von Ausdehnungen und Schrumpfungen der Oberfläche. Das errechnete Geschwindigkeitsfeld um eine formverändorliche Blase ändert sich mit der Roynolds-Zahl

nicht, wenn Re ~ 200 ist.

Die Meßwerte für die Shcrwood-Zahl formvoränderlicher

Blasen liegen sowohl unterhalb als auch oberhalb der

theoretisch berechneten Werte für formbeständige Kugelblasen. Mit Hilfe des Modells der formveränderlichen Blase

können diese Werte gut wiedergegeben werden. Die bisher

durchgeführten, in Abschnitt 2.2 erwähnten theoretischen

Untersuchungen ergaben dagegen erhebliche Abweichungen

zu den experimentellen Ergebnissen. Aus Bild 4 ist ersichtlich, daß Formänderungen der Blase und die damit verbundenen Vorgänge in der umgebenden Flüssigkeit, die

unter dem Begriff „Dcformationsturbulenz" zusammengefaßt werden, nicht nur zu einer Erhöhung der Massenstromdichte führen, sondern im Vergleich mit formstabilen

Blasen auch zu einer Erniedrigung. Aufgrund der Ergebnisse der durchgeführten Rechnungen findet das folgende

Erklärung: Infolge von Formschwankungen der Blase

kommt es zu einer erheblichen Herabsetzung der zeitlich

gemittelten Strömungsgeschwindigkeit in der Nähe der

Blasengrenzfläche. Diese Beeinflussung des Strömungsfeldes verringert den konvektiven Stofftransport. Die

Abnahme kann in der Nühe der unteren Grenze des Bereichs

der formlosen Blasen, die in Bild 4 für das System C02/

Wasser am Schnittpunkt von Kurve c mit Kurve d liegt,

durch die turbulente Massenstromdichte aufgrund der

Formschwankungen nicht ausgeglichen worden. Man erhält

niedrigere Werte der Sherwood-Zahl als bei formstabilen

Blasen. Erst bei weiterer Zunahme der Rcynolds-Zahl und

damit auch Erhöhung des turbulenten Stoffaustauschs

wird die mittlere Sherwood-Zahl einer formveränderlichen

Blase größer als die einer formstabilen.



7. Zusammenfassung

Die vorliegende theoretische Arbeit befaßt sich mit dem

Impuls- und Stofftransport durch die Grenzfläche einer

formveränderlich0n Einzelblase. Infolge von Formänderungen der Phasengrenzfläche werden im Gas und in der

Flüssigkeit regellose Bewegungen hervorgerufen, die unter

dem Begriff „Deformationsturbulenz" zusammengefaßt

sind. Die Beschreibung dieser Vorgänge geschieht auf der

Grundlage der „Hypothese zur Deformationsturbulenz"

von H. Brauer.

Zur mathematischen Behandlung der Transportprozesse

wird die formveränderliche durch eine formstabilo kugelförmige Blase ersetzt. Der durch die Formschwankungen

hervorgerufene zusätzliche Impulstransport wird durch eine

turbulente Schubspannungskomponente und der zusätzliche Stofftransport durch eine zusätzliche radiale turbulente Massenstromdichte erfaßt. Eine rein theoretische

Berechnung dieser Größen ist honte noch nicht möglich. Es

mußten deshalb Modellvorstellungen cnt,,·ickelt werden, in

denen versuehsmäßig gewonnene Erfahrungsdaten vorarbeitet werden. Mit Hilfe dieser Vorstellungen wurden

mathematische Ansätze für die turbulenten Zusatzgrößen

entwickelt und in die den Impuls- und Stofftransport

beschreibenden Differentialgleichungen eingesetzt. Sie werden unter Anwendung von Differenzenverfahren numerisch

gelöst.
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Die Ansätze für die turbulenten Terme werden so

bestimmt, daß im wesentlichen die errechneten Werte des

Widerstandsbeiwerts und der mittleren Sherwood-Zahl mit

den experimentell ermittelten "Verton übereinstimmen. Mit

Hilfe versuchsweise idealisierter theoretischer Modelle soll

damit ein tieferer Einblick in die komplizierten Vorgänge

erhalten werden, die durch die ständigen Formänderungen

der Blasen verursacht werden.

Die Behandlung des deformationsturbulenten Impulsund Stofftransports in der Umgebung einer formveränderlichen Blase kann nicht analog erfolgen. Die Schwankungen

der Phasengrenzfläche selbst und die damit hervorgerufenen Beschleunigungen und Verzögerungen der umgebenden

Flüssigkeit müssen für die Berechnung des turbulenten

Impulstransports berücksichtigt werden. Für die Berechnung des turbulenten Stofftransports ist lediglich die

Austauschbewegung in der Flüssigkeit, die durch Formschwankungen hervorgerufen wird, von Interesse. Die

Schwankungsbewegung der Phasengrenze ist am größten,

ein turbulenter Austausch von Fluidelementen ist in der

Phasengrenzfläche jedoch nicht vorhanden.

Wie die durchgeführten numerischen Modellrechnungen

zeigen, sind die Schwankungsgeschwindigkeiten infolge

laufender Formänderungen der Blase sehr groß. Sie haben

eine gegenüber formbeständigen Kugelblasen merkliche
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Abnahme der zeitlich gemittelten Strömungsgeschwindigkeit an der Oberfläche zur Folge.

Die Veränderung des Strömungsfeldes hat einen deutlichen Einfluß auf den Stofftransport. Durch die verringerte mittlere Strömungsgeschwindigkeit in Grenzflächennähe wird der konvektive Stofftransport vermindert.

Andererseits wird durch zusätzlichen Queraustausch von

Fluidelementen der Stofftransport verbessert. Mit Hilfe der

Ergebnisse der numerischen Modellrechnungen konnten

vorliegende experimentelle Ergebnisse gut wiedergegeben

und erklärt werden.



Aus dem erhaltenen Verlauf des turbulenten Austauschkoeffizienten des Stoffes kann außer der Erhöhung des

Massenstromes der diffundierenden Komponente durch die

Austauschbewegung von Fluidelementen auch auf eine

Erhöhung infolge momentaner örtlicher Dehnungen und

Schrumpfungen der Oberfläche geschlossen werden.

Aus einer Betrachtung der auf die Oberfläche einer kugelförmigen Blase einwirkenden Spannungen wird der obere

Grenzwert der Reynolds-Zahl für den Bereich der formbeständigen Kugelblasen theoretisch bestimmt. Die Übereinstimmung mit experimentellen Ergebnissen ist gut.
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