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Summary 

Mass transfer between gas and liquid in bubble column reactors 

By Won-Hi Hong and Heinz Brauer 

In this report a physical model is developed which considers unsteady state mass 
transfer through the interface of bubbles in liquids as well as accompanying defor
mation turbulence. The basis of this model is the hypothesis of deformation turbul
ence developed by H. Brauer. The mathematical functions for turbulent terms were 
introduced into the differential equations for the momentum and mass transfer and 
solved numerically. The studies show that values of the Sherwood number are 
strongly dependent on the Fourier number. For very short and very long time 
intervals mass transfer is determined by molecular transport. Fluid motion is es
pecially important for mass transfer at intermediate values of the Fourier number. 

For )arger values of the Reynolds number and the Schmidt number, there is a 
range in which the Sherwood number can be regarded as approximately independent 
of the Fourier number. In this region the convective proportion of mass transport is 
substantially !arger than the time-dependent molecular contribution. The investi
gation further gives an indication when it would be appropriate to restart the 
process through the formation of new bubbles. In particular the comparison of 
theoretical values with experimental results shows that the model of deformation 
turbulence describes adequately the unsteady mass transfer process not only on 
single bubbles but also on bubble swarms. 
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1. Einleitung*) 
In einer großen Zahl von verfahrenstechnischen Appara

ten für Gas/Flüssigkeit-Prozesse wird zur Erzeugung der 
Phasengrenzfläche das Gas in Form von Blasen in der Flüs
sigkeit verteilt. Durch die disperse Verteilung der Blasen 
wird eine Vergrößerung der Phasengrenzfläche je Volumen
einheit und damit eine Erhöhung des Stoffstroms zwischen 
beiden Fluiden erzielt. Als Beispiele sind die Durchführung 
chemischer oder biochemischer Reaktionen zu nennen sowie 
die Trennung von Stoffgemischen durch Rektifikation, Ab
sorption und die Abwasserreinigung. Der entstehende Bla
senschwarm bewegt sich z.B. in Blasenkolonnen entweder in 
gleicher oder in entgegengesetzter Richtung wie die Flüssig
keit. 

Die Auslegung von Blasenkolonnen beliebiger Größe er
fordert genaue Kenntnisse über die Bewegung der Blasen
schwärme und über die Stoffströme, die durch die Blasen
oberfläche hindurchtreten. Die damit verbundenen physika
lischen Vorgänge des Impuls- und Stofftransports im Bla
senschwarm sind außerordentlich kompliziert, da die Pha
sengrenzfläche sich ständig sowohl bezüglich der Größe als 
auch der Form verändert und die aufsteigenden Blasen star
ke Zirkulationsströme in der flüssigkeit hervorrufen. Die 
Bewegung einer in einem Schwarm befindlichen Blase wird 
von benachbarten Blasen gestört. Die translatorischen Be
wegungen der Blase sind sehr ungeordnet und zeichnen sich 
durch häufige Richtungsänderungen sowie durch rasch 
wechselnde Beschleunigungen und Verzögerungen aus. Den 
translatorischen Bewegungen ist weiterhin eine Rotation 
überlagert, deren Richtung sich ebenfalls ändern kann. Wer
den die Vorgänge in der Umgebung einer Blase durch die 
Anwesenheit benachbarter Blasen nicht oder nur unwesent
lich gestört, gelten die Gesetze für Einzelblasen. 

Die Blasen haben nur im Bereich sehr kleiner Werte für 
den Durchmesser Kugelform. In den meisten technischen 

*) überarbeitete Fassung der unter dem gleichen Titel vom Fachbereich 10 
- Verfahrenstechnik - der Technischen Universität Berlin genehmigten 
Dissertation des erstgenannten Verfassers, 1983 (D83). 

Dieser Verfasser dankt Herrn Professor Dr. rer. nat. K.-H. Reichert 
und Herrn Professor Dr.-lng. /. Rechenberg für die Mitwirkung am 
Promotionsverfahren sowie für die wertvollen Hinweise bei der Durch
sicht des Manuskripts. Die Untersuchung wurde im Rahmen eines von 
der Deutschen Forschungsgemeinschaft geförderten Forschungsvorha
bens (Br 260/55-1) durchgeführt. Für die finanzielle Unterstützung sei 
auch an dieser Stelle gedankt. 

Anwendungsfällen verändern die Blasen fortlaufend ihre 
Form. Die Formänderung der Blasen hat einen großen Ein
fluß auf den Impuls- und Stofftransport. 

Jede Blase ist als geschlossenes System zu betrachten, 
das keinen Massendurchfluß aufweist. Aus diesem Grund 
ist der Stofftransport instationär, obwohl sich die Blasen 
stationär in einer Flüssigkeit bewegen. Der Stofftransport 
kommt zum Erliegen, wenn sich innerhalb der Blase die zur 
Umgebung gehörige Gleichgewichtskonzentration eingestellt 
hat. 

Für eine Bearbeitung des Stofftransports in Blasenkolon
nen hat man sich bisher auf Teilprobleme beschränkt, die 
als Grenzfälle des Gesamtproblems angesehen werden kön
nen. Zur Berechnung des Stofftransports zwischen einer 
Flüssigkeit und einem darin frei aufsteigenden Blasen
schwarm wurden bislang zwei die wirklichen Verhältnisse 
sehr stark vereinfachende Annahmen getroffen. Diese An
nahmen bestehen darin, daß man das Verhalten der Blasen
schwärme durch das Verhalten von Einzelblasen annähert. 
Ferner wird die instationäre Bewegung ebenso wie der in
stationäre Stoffaustausch durch die entsprechenden stationä
ren Vorgänge ersetzt. 

In dieser Arbeit wird eine mathematische Erfassung der 
wirklichen Verhältnisse angestrebt, also die Berechnung des 
instationären Stofftransports an formdynamischen Einzel
blasen. Mit Hilfe eines erprobten Modells für die formver
änderliche Blase werden die Strömungsfelder aus den Bewe
gungsgleichungen numerisch berechnet und die Geschwin
digkeitsfelder werden zur Berechnung des Konzentrations
feldes durch numerische Integration der Stofftransportglei
chung für die formdynamische Blase verwendet. Aus den 
berechneten Konzentrationsfeldern erhält man bei jeder ge
gebenen Zeit die den tatsächlichen Stoffübergang kennzeich
nenden Sherwood-Zahlen. 

Bei den durchzuführenden Rechnungen soll der auftreten
de Stoffstrom klein sein, so daß die freie Konvektion ver
nachlässigbar wird. Die Bewegungsgleichungen können da
mit getrennt vom Stoffaustausch behandelt werden. Außer
dem soll die Grenzflächenspannung keine lokalen Unter
schiede aufweisen, daher tritt keine Grenzflächenturbulenz 
auf. Weitere Voraussetzungen sind konstante Stoffwerte, die 
Gültigkeit des Newtonschen Schubspannungsansatzes und 
des Ficksehen Ansatzes für den molekularen Stofftransport. 

2. Bekannte Ergebnisse 
2.1 Allgemeine Beschreibung von Blasenschichten 

und Blasensäulen 

Die Entstehung und Bewegung von Tropfen und Blasen 
ist von H. Brauer [ 1] in zusammenfassender Weise beschrie
ben worden. Die Blasensäule besteht im wesentlichen aus 
einem senkrecht angeordneten zylindrischen Gefäß, in dem 
Gasblasen durch eine Flüssigkeit aufsteigen. Das Gas wird 
über eine Verteilervorrichtung in Form von Blasen oder 
auch dünnen Gasstrahlen meistens von unten in die Säule 
eingeleitet. Als Gasverteiler dienen poröse Sinterplatten aus 
Metall, Keramik oder Glas bzw. Platten mit Viellochdüsen 
oder Löchern definierten Querschnitts. Der Vorteil der 
Lochplatten besteht darin, daß man bei nicht zu hohen 
Gasbelastungen den Durchmesser der sich am Lochrand 
bildenden Blasen vorausberechnen kann. 
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Während die Gasphase die Säule stets durchströmt, wird 
die Flüssigkeit entweder kontinuierlich oder diskontinuier
lich durch die Säule gefördert, und zwar im Gleichstrom oder 
im Gegenstrom zur Gasphase. 

Eine Blasensäule kann im allgemeinen in drei übereinan
derliegende Zonen unterteilt werden, die sich nicht nur hin
sichtlich ihres Strömungsverhaltens und des örtlichen Gas
gehalts, sondern auch in der Intensität der Austauschvor
gänge voneinander unterscheiden. Im unteren Teil der Säule 
befindet sich die für den Stoff- und Wärmeaustausch beson
ders wirksame Anströmzone. Der Mittelabschnitt bildet die 
Gleichgewichtszone, die meist den längsten Teil einer Bla
sensäule darstellt. Die Gleichgewichtszone wird von der 
Zerfallszone abgeschlossen. Bei geringen Gasbelastungen 
kann die Anströmzone ohne Gleichgewichtszone unmittel
bar in die Zerfallszone übergehen [2]. 
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Aufgrund der Beweglichkeit der Phasengrenzfläche zwi
schen den Blasen und der umgebenden Flüssigkeit können 
die Blasen sowohl während der Entstehung als auch wäh
rend der Bewegung in der Flüssigkeit fortlaufend ihre Form 
ändern. Die Formänderung kann so weit gehen, daß sie zu 
einer Zerteilung in mehrere kleine Blasen oder umgekehrt 
zum Zusammenwachsen führt. Koaleszenz und Zerfall der 
Blasen hängen vor allem vom Volumenstrom und von den 
Stoffdaten ab. 

Mit dem Volumenstrom des Gases ändert sich der Blasen
durchmesser und auch die Frequenz der Blasenbildung. 
Bei der Blasenbildung unterscheidet man den Bereich 
des Blasengasens, den Übergangsbereich und den Bereich 
des Strahlgasens. Im Bereich des Blasengasens bilden sich 
stets einzelne Blasen mit konstantem Durchmesser. Alle 
Blasen haben daher auch die gleiche Aufstiegsgeschwindig
keit. Der Aufstieg erfolgt in geordneter Form. Die Folge ist 
eine verhältnismäßig geringe Verwirbelung und Durchmi
schung der Flüssigkeit längs und quer zur Aufstiegsrichtung 
der Blasen. Im Gegensatz dazu ist die Verwirbelung und 
Durchmischung der Flüssigkeit im Bereich des Strahlgasens 
sehr groß; denn die hier auftretenden Blasenschwärme ha
ben aufgrund der unterschiedlichen Durchmesser auch un
terschiedliche Aufstiegsgeschwindigkeiten. Durch unregel
mäßige Verteilung der Blasen können bei Blasenschwärmen 
mit unterschiedlichem Durchmesser sehr leicht örtliche 
Rückströmungen auftreten. 

In der Literatur [3; 4] wird der zuerst erwähnte Strö
mungszustand auch „homogener" oder „quasi laminarer", 
der zweite „heterogener" oder „turbulenter" Strömungszu
stand genannt. 

Um eine Blasensäule berechnen zu können, muß zunächst 
bekannt sein, unter welchen Bedingungen sich die Blasen
strömung als spezieller Phasenverteilungszustand einstellt. 
Die gleichmäßige und störungsfreie Strömung durch die 
Säule setzt eine gleichmäßige Verteilung beider Phasen in 
der Säule voraus. Die wichtigsten strömungstechnischen 
Größen zur Dimensionierung von Blasensäulen sind der 
volumetrische Gasgehalt bzw. die Höhe der Blasenschicht, 
die Phasengrenzfläche der Blasenschicht und der Druckver
lust. Diese Größen wurden von H. Brauer [1] ausführlich 
erläutert. 

2.2 Bewegung und Umströmung von Blasen 

Für das Verständnis der Impuls-, Stoff- und Wärmetrans
portprozesse zwischen Flüssigkeiten und Gasblasen sind de
taillierte Kenntnisse der Bewegung von Blasen in Flüssigkei
ten sehr wichtig. Bei sehr niedrigem Volumenstrom sind die 
Gas- und Flüssigkeitsgeschwindigkeiten klein, so daß die 
gleichmäßige Phasenverteilung fast immer gewährleistet ist. 
Außerdem ist die gegenseitige Beeinflussung der Blasen ge
ring, so daß die Gesetze für Einzelblasen gelten. 

2.2.1 Einzelblasen 

Der Widerstand von Blasen ist eine Funktion ihrer Auf
stiegsgeschwindigkeit und hängt in starkem Maße von der 
Form der Blase ab. Im Verlauf instationärer Bewegungsab
schnitte ändert sich die Form der Blase fortlaufend; wäh
rend der stationären Bewegungsphase klingt die Formände
rung bei kleinen Blasen jedoch weitgehend ab. 

Bei dem stationären Aufstieg kann eine Blase mit zuneh
mender Größe nacheinander drei verschiedene Formen an
nehmen, wenn die Bewegung der Blasen durch benachbarte 
Blasen und durch Gefäßwände nicht gestört wird [5]. Die 
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Art des Gases übt keinen merklichen Einfluß auf das Ver
halten der Blase aus, solange Dichte und Viskosität des 
Gases gegenüber denen der Flüssigkeit vernachlässigbar 
sind [6]. 

Sehr kleine Blasen haben Kugelform, die durch die domi
nierende Wirkung der Oberflächenspannungskraft bestimmt 
ist. Wegen der Beweglichkeit der Phasengrenzfläche treten 
im Blaseninnern Zirkulationsströmungen auf. Die Aufstiegs
geschwindigkeit der Blase ist wegen der inneren Zirkulation 
wesentlich größer als die von Partikeln mit starrer Oberflä
che. Die Blasenoberfläche kann jedoch durch Anreicherung 
von oberflächenaktiven Substanzen „erstarren", so daß in
nerhalb der Blase keine Zirkulationsströmung mehr auftritt. 

Bei weiterem Anwachsen der Blase wird die Form zu
nächst periodisch und schließlich aperiodisch deformiert. 
Aus der Kugelform wird ein abgeflachtes Rotationsellipsoid. 
Diese Form stellt einen Übergang zwischen den Kugelbla
sen und den bei weiterer Volumenvergrößerung auftreten
den formlosen Blasen dar. Die Blasen sind nicht mehr form
beständig, sondern formdynamisch. 

Für kleine Werte der Reynolds-Zahl haben J. Hadamard 
[7] und W Rybczynski [8] unabhängig voneinander Rech
nungen durchgeführt, in denen die Trägheitsglieder der sta
tionären Bewegungsgleichung vernachlässigt wurden. Dabei 
wurde die Abwesenheit der grenzflächenaktiven Stoffe ange
nommen, so daß die Grenzflächenspannung konstant bleibt 
und eine ideale Beweglichkeit der Phasengrenzfläche be
rücksichtigt wird. Die Hadamard-Rybczynski-Korrektur für 
das Stokessche Gesetz und ihre Diskussion sind in dem 
Buch von H. Brauer [1] zu finden, und ihre Herleitung ist in 
den Büchern von V.G. Levich [9] und G.K. Batchelor [10] 
wiedergegeben. Nach dieser Korrektur kann eine Blase im 
äußersten Fall l,5mal schneller in einer Flüssigkeit aufsteigen 
als eine starre Kugel von gleicher Dichte. Jedoch wurde bei 
den experimentellen Untersuchungen häufig beobachtet, daß 
sehr kleine Blasen dem Stockessehen Gesetz folgen und 
keine innere Zirkulation auftritt [11]. Die Beweglichkeit der 
Phasengrenzfläche macht sich den Messungen zufolge sehr 
plötzlich bemerkbar und führt dann zu einer sprungartigen 
Erniedrigung des Widerstandes [9; 12]. Die Diskrepanz zwi
schen Theorie und Experiment wurde von V.G. Levich [9] 
mit der Wirkung grenzflächenaktiver Substanzen erklärt. 

Die von Hadamard und Rybczynski durchgeführten Rech
nungen sind mit den gleichen Schwächen behaftet wie die 
von Stokes. In allen Fällen sind die Trägheitsglieder in den 
Bewegungsgleichungen vernachlässigt worden. 

Für den Bereich großer Reynolds-Zahlen haben 
V.G. Levich [9], B.T. Chao [13] und D.W Moore [14] 
Grenzschichtrechnungen durchgeführt. Dabei wurde ange
nommen, daß sich um eine Kugelblase herum eine Grenz
schichtströmung ausbildet und der Geschwindigkeitsgradient 
in der Phasenoberfläche verschwindet. Diese Theorie hat 
J.F. Harper [15] ausführlich diskutiert und auf einige 
Schwächen hingewiesen. 

Die Berechnung des Strömungsfeldes um eine Kugelblase 
und des Widerstandes unter Berücksichtigung einer bewegli
chen Phasengrenzfläche erfordert die Lösung der Navier
Stokesschen Bewegungsgleichungen, in denen die Reibungs
und Trägheitsglieder enthalten sind. Bei der Galerkin-Me
thode ist die Wahl des Polynoms für die Stromfunktion 
entscheidend. Das Polynom soll so gewählt werden, daß es 
alle Randbedingungen und die integrale Form der Navier
Stokesschen Gleichung erfüllt. Das daraus berechnete Ge
setz beschreibt das Wirbelgebiet und die Druckverteilung an 
der Blasenoberfläche ungenügend. Obwohl die Galerkin
Methode analytische Gleichungen liefert, ist die numerische 
Lösung der vollständigen Navier-Stokesschen Bewegungs-
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te für die Relativgeschwindigkeit beim Blasenschwarm als 
beim Schwarm fester Partikeln. Dieser Unterschied ist vor 
allem durch die Deformierbarkeit der Blase und die Beweg
lichkeit der Phasengrenzfläche erklärt [56]. Bei hohem Gas
gehalt kann leicht eine Störung in der Strömung auftreten, 
die zu einer ungleichmäßigen Verteilung der Blasen führt. 
Die Störung kann durch Fluten, Zirkulationsströmung der 
Flüssigkeit sowie Vorhandensein der großen Blasen verur
sacht werden [56]. 

Die durch eine unregelmäßige Verteilung der Blasen ent
stehende Zirk ulationsströmung der Flüssigkeit hat einen 
merklichen Einfluß auf den Gasgehalt, der in der Mitte der 
Säule größere Werte als in Wandnähe aufweist [58]. Diese 
Sekundärströmung in der Säule wird in der englischen Litera
tur als "Gulf stream" bezeichnet und erhöht die Relativge
schwindigkeit der Blasen in der Säulenmitte. Diese Erhö
hung der Relativgeschwindigkeit kann durch die nachlau
fende Wirbelströmung der vorangegangenen Blase wieder 
vermindert werden [59; 60]. Eine vollständige Klärung des 
Problems liegt noch nicht vor. Jedoch wird die Blasensäule 
in der Praxis so betrieben, daß der Gasgehalt unterhalb von 
30 % liegt. 

Um das Sehwarmgesetz anwenden zu können, sind ge
naue Kenntnisse über den sich in der Säule einstellenden 
Gasgehalt und über die Aufstiegsgeschwindigkeit der Einzel
blase bei gegebenen physikalischen Eigenschaften der Fluide 
erforderlich. Die Aufstiegsgeschwindigkeit der Einzelblase 
ist vor allem vom Blasendurchmesser abhängig. Zur Bestim
mung des Blasendurchmessers in der Säule sind viele Me
thoden bekannt. Einen Vergleich verschiedener Meßmetho
den haben R. Buchholz, W. Zakrzewski und K. Schügerl [61] 
durchgeführt und vorgeschlagen, mehrere Methoden gleich
zeitig anzuwenden, weil keine einfache Methode zur Bestim
mung der Blasenverteilung bekannt ist. 

Für den mittleren Blasendurchmesser wird häufig der 
Sauter-Durchmesser d, benutzt: 

J, = I N;d~./I N;d~.i (23). 
i i 

N; ist die Anzahl der Blasen mit dem Durchmesser dp,;· 

Außer dem Blasendurchmesser und der Aufstiegsge
schwindigkeit der Blasen ist der Gasgehalt einer der wich
tigsten Parameter für die Charakterisierung der Strömung 
in der Blasensäule. Der Gasgehalt gibt nicht nur Aufschluß 
über die Verweilzeit beider Phasen, sondern gibt auch die 
Möglichkeit, in Verbindung mit dem mittleren Blasendurch
messer die zur experimentellen Bestimmung des Stofftrans
ports maßgebende Phasengrenzfläche zu ermitteln: 

(24). 

Hierin ist aP die spezifische Phasengrenzfläche und d der 
mittlere Blasendurchmesser bzw. der Sauter-Durchm~sser. 
Der Gasgehalt hängt hauptsächlich von der Gasleerrohrge
schwindigkeit und von den physikalischen Eigenschaften der 
Flüssigkeit ab. 

Über den mittleren Blasendurchmesser und den Gasge
halt haben viele Autoren [ 4; 62 bis 74] Untersuchungen 
angestellt. Die vorgeschlagenen Korrelationen sind in der 
Arbeit von Y.T. Shah, B.G. Kelkar, S.P. Godbole und W.-D. 
Deckwer [75] zusammengefaßt. 
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2.3 Experimentelle Ergebnisse zum Stofftransport 
an Blasen 

2.3.1 Allgemeiner Überblick 

Der Stoffübergang an Einzelblasen ist in zahlreichen Ar
beiten experimentell untersucht worden [76 bis 90]. Eine 
Zusammenstellung von Untersuchungen des Stofftransports 
an Blasen und Tropfen haben R.M. Griffith [91 ], 
C.L. Pritchard und S.K. Biswas [92] sowie R. Clift, 
J.R. Grace und M.E. Weber [11] geliefert. Die mitgeteilten 
experimentellen Ergebnisse zeigen große Streuung. In den 
meisten theoretischen Arbeiten wurde keine Abhängigkeit 
des Stofftransports von der Zeit beachtet. Viele Experimen
tatoren stellten jedoch einen abnehmenden Massenstrom mit 
der Zeit fest [77 - 79; 81; 83; 87; 88]. 

Die Messung des Stofftransportes in Blasenschichten ist 
von zahlreichen Autoren durchgeführt worden, jedoch meist 
ohne ausreichende Angabe der Versuchsbedingungen. Von 
den im Schrifttum verfügbaren Meßwerten ist daher nur 
eine sehr kleine Anzahl für eine vollständige Auswertung 
mit Hilfe dimensionsloser Kenngrößen brauchbar. Die für 
den Stoffaustausch in Blasenschichten verfügbaren Meßwer
te sind umgerechnet und in Bild 3 dargestellt worden [76; 
93 bis 101]. Die Streuung der Meßwerte ist so groß, daß 
sich keine vernünftige Korrelation herstellen läßt. Die Ursa
chen dafür sind vor allem auf unvollkommene Modellvor
stellungen und auf ungenaue Meßmethoden zurückzuführen. 
Als Parameter sind bei diesen Messungen der Blasendurch
messer, die Aufstiegsgeschwindigkeit der Blasen, der Gasge
halt und die Phasengrenzfläche von Bedeutung. Ihre Bestim
mung ist noch immer mit großen Unsicherheiten verbunden. 

Einen kritischen Überblick über bestehende Korrelatio
nen zur Berechnung des Stoffaustauschs in Blasensäulen 
vermitteln S. Sideman, 0. Hortacsu und J. W. Fulton [102], 
R.A. Mashelkar [103] sowie W.-D. Deckwer [104]. Außer
dem geben A. Mersmann [4] aus verfahrenstechnischer und 
W-D. Deckwer [104; 105] aus reaktionstechnischer Sicht 
eine Zusammenstellung über die zur Dimensionierung von 
Blasensäulen verfügbaren Modelle. 

2.3.2 Modelle zur Berechnung des Stofftransports 

Die bekannten Stoffübergangshypothesen wie die Zwei
schichten- oder die Penetrations-Hypothese können nicht 
ohne weiteres zur Berechnung des Stoffübergangskoeffizien
ten an Einzelblasen und im Blasenschwarm angewendet 
werden, da das Geschwindigkeitsfeld um die Blase sowie die 

/V 
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Fh.3 Kennzahl Re Sc= w~ dp/D 

Bild 3. Mittlere Sherwood-Zahl in Abhängigkeit von der Kennzahl 
Re Sc für Blasenschichten. 
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Bewegung der Phasengrenzfläche nicht bekannt sind. Der 
komplizierte Strömungsvorgang im Blasenschwarm und 
mangelhafte Unterlagen zur Berechnung des Stofftransports 
durch die Grenzfläche von Einzelblasen haben dazu geführt, 
daß man für die praktische Auslegung der Blasensäule sich 
allein auf experimentell gefundene Meßdaten und empiri
sche Korrelationen stützen kann. Die Korrelationen sind 
meistens an Blasensäulen im Labormaßstab ermittelt und 
stellen zudem noch integrale Werte dar. Für die Aufstellung 
der Korrelationen wurde oft ein unzureichendes Modell ver
wendet. Deshalb sind solche Korrelationen nur mit großer 
Vorsicht anzuwenden [104]. 

Den in der Literatur angegebenen experimentellen Stoff
übergangskoeffizienten liegen Messungen der Ein- und Aus
trittskonzentration beider Phasen in Blasensäulen zugrunde. 
Zur Interpretation experimenteller Ergebnisse des Gesamt
systems und zu Rückschlüssen auf die einzelnen Einflußgrö
ßen werden häufig mathematische Modelle verwendet, die 
Strömungs- und Stofftransportvorgänge durch Näherungs
ansätze beschreiben. Als solche mathematischen Modelle 
sind im wesentlichen Dispersions- oder Diffusionsmodelle 
sowie Zellen- und Kaskadenmodelle zu nennen [2; 106]. 
Diese Modelle beschreiben die Strömurlgs- und Stofftrans
portvorgänge summarisch und erfassen nicht die tatsächli
chen physikalischen Vorgänge an der Blase. 

In der Arbeit von Y.T. Shah, G.J. Stiege/ und M.M Sharma 
[107] werden die Modelle der Längsvermischung für den 
Stofftransport in Gas/Flüssigkeits-Reaktoren kritisch disku
tiert. Die wichtigsten Ergebnisse sind folgende: 

Angesichts der Dimensionierung eines Reaktors muß die 
Analyse des Verweilzeitverhaltens mit dem tatsächlichen 
Stofftransportvorgang verbunden sein. 
Ohne einige weitere vereinfachende Annahmen sind die 
mathematischen Gleichungen für den Stofftransport in 
Blasensäulen sehr kompliziert zu lösen, obwohl das Ver
weilzeitverhalten durch einfache Dispersionsmodelle be
schrieben wird. 
Deshalb haben die Reaktormodelle mit mehr als zwei 
Parametern eine beschränkte Anwendung. 

Bei der Aufstellung dieser Modelle muß der Stoffübergangs
koeffizient, mit dessen Hilfe die übertragene Stoffmenge be
rechnet wird, als konstant vorausgesetzt oder aus den Ver
suchswerten bestimmt und angepaßt werden. 

2.3.3 Empirische S toffa us ta uschgleich ungen 
für Blasenschichten 

Autoren, deren Meßergebnisse in Bild 3 dargestellt sind, 
haben meist aus gemessener Ein- und Austrittskonzentra
tion der Flüssigkeit und des Gases den Stoffübergangskoeffi
zienten ß bzw. das Produkt aus Stoffübergangskoeffizienten 
ß und spezifischer Phasengrenzfläche aP bestimmt. Die auf
getragenen Meßdaten sind entweder mit der Annahme der 
völligen Durchmischung beider Phasen oder des axialen 
Dispersionsmodells ausgewertet worden. Der Blasendurch
messer wurde entweder direkt der entsprechenden Arbeit 
entnommen, oder er wurde aus den angegebenen For
meln berechnet. Mit Hilfe des Blasendurchmessers und 
GI. (24) kann aus dem volumetrischen Stoffübergangskoeffi
zienten ßaP bei gegebenem Gasgehalt der Stoffübergangsko
effizient ß berechnet werden. Aus diesen Größen wird die 
Sherwood-Zahl bestimmt. Zum Vergleich wurden auch 
theoretische und empirische Gleichungen aufgetragen. 

Der volumetrische Stoffübergangskoeffizient ß av ist für 
die Beschreibung des Stofftransports mit langsamen chemi
schen Reaktionen ausreichend. Dagegen ist die getrennte 
Kenntnis des Stoffübergangskoeffizienten ß im Fall schneller 
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Tabelle 2. Korrelationen für flüssigkeitsseitigen Stofftransport in 
Blasensäulen. 

Autoren 

Frössling [108] 
Ranz, Marshall [109] 
Garner, F oord, 

Tayeban [110] 
Schügerl, Lücke, Oels 

[111] 

Korrelation 

Sh =2+0,552 Re 112 Sc'" 
Sh =2+0,95 Re 1' 2 Sc113 

Sh= -126+1,8Re1'2 Sc0·42 

Sh =0,15 Re314 Sc112 

Srikrishna, Sivaji, Sh=2+0,37 Re0.s 77 Sc113 

Barasimhamurty [112] 

Calderbank, ß(Sc)213 =0,31 ep -:ff) ry gr3 

Moo-Young [113] 

H ughmark [ 62] 

Akita, Yoshida [66] 

Gestrich, Esenwein, 
Krauss [115] 

Kastanek [ 116] 

Hikita, Asai, Tanigawa, 
Segawa, Kitao [117] 

I shii, Johnson [96] 

Reuß [114] 

Le Clair, Hamielec [131] 

für dP<2,5· 10- 3 m 

ß(Sc)112 = 0,42 [(p -:I) ~ g] 113 

für dp>2,5· 10- 3 m 

Sh=2+0,0187 [ Reo,4s4 Sco,339 (dJ!)°'oz4] l,61 

Sh=0,5sc'l 2 (gv~~r (g:~r 

Sh=ij,_{2 23.10- 4 K 0 •18 D , F 

+ 3,85. 10-3 [ W~,05+0,0335(Ho/DR) (~: r0,6 05J} 
ß aP = 2,875. 10- z w~·65 e~.35 (! -e,)0,65 

_P_, = 14 9 _J_2 K;;o,24s '.'.! __2_ ßa w (w ")'' 76 (" )0,243 ( n )-0,604 
g , u ry pD 

Sh= [--4-] i12 Re112 Sc112 
n(l -e,) 

Sh =0 63 Re 112 Sc 112 ( l -e, )''2 
' 1 -e~13 

Sh= 2,213 Reo,492 Sc''' 

~ 

chemischer Reaktionen in der Phasengrenzfläche erforder
lich, um den Beschleunigungsfaktor berechnen zu können 
[75]. Außerdem ist die Trennung von ß IJ(P in Einzelgrößen 
sinnvoll für das fundamentale Verständnis der Stofftrans
portvorgänge [93]. 

Der volumetrische Stoffübergangskoeffizient ßaP ist von 
der mittleren Gasgeschwindigkeit in der leeren Säule sowie 
von den geometrischen Abmessungen der Blasensäule ab
hängig. Außerdem ist er gegen die physiko-chemischen Ei
genschaften beider Phasen sehr empfindlich. Wegen der Un
sicherheit bei der Bestimmung der spezifischen Phasengrenz
fläche aP kann der damit bestimmte Stoffübergangskoeffizient 
ß mit großen Fehlern behaftet sein. 

Bei der Wiedergabe von Meßwerten für Einzelblasen 
durch empirische Gleichungen für die zeitunabhängige Sher
wood-Zahl geht man im allgemeinen von folgendem Ansatz 
aus, der erstmals von N. Frössling [108] benutzt wurde: 

(25). 

Mit C1 wird eine von der Schmidt-Zahl Sc sowie vom 
Viskositätsverhältnis beider Phasen abhängige Funktion be
zeichnet. Die Exponenten m und n werden theoretisch und 
empirisch ermittelt. Für Blasenschwärme wurde eine ähnli
che Formel benutzt. 

Einige empirische und theoretische Stoffaustauschglei
chungen für Blasenschichten sind in Tabelle 2 zusammenge
stellt. 
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2.4 Theoretische Ergebnisse zum Stofftransport 
an Blasen 

Der Stofftransport durch die Grenzfläche von Partikeln in 
eine umgebende Phase zeichnet sich dadurch aus, daß er 
instationär ist. Nur für den Grenzfall, daß Blasen oder 
Tropfen allein aus der diffundierenden Komponente beste
hen und eine Änderung des Durchmessers vernachlässigt_ 
wird, ist ein stationärer Transport denkbar [118]. 

2.4.1 Stationärer Stofftransport 

2.4.1.1 Stofftransport an Einzelblasen 

Wenn die Blase allein aus der diffundierenden Kompo
nente A besteht, tritt ein Konzentrationsprofil nur in der 
umgebenden Flüssigkeit auf. Die innerhalb der Blase auftre
tende Partialdichte p A ist orts- und zeitunabhängig und 
gleich dem Wert PAp an der Blasenoberfläche. Ferner ist die 
in sehr großem Abstand von der Blasenoberfläche auftreten
de Partialdichte PAoo zeitunabhängig. Somit ist also die Par
tialdichtedifferenz PAp - PAoo während der Dauer des Trans
portprozesses konstant. 

Für den Stoffstrom MA durch die Phasengrenzfläche gilt 
die Gleichung 

(26). 

Mit A = d2 n wird die Blasenoberfläche und mit ß der über p p 

die gesamte Blasenoberfläche gemittelte Stoffübergangskoef-
fizient bezeichnet. Der mittlere Stoffübergangskoeffizient 
läßt sich nach dimensionslosen Gleichungen berechnen, in 
denen folgende Kennzahlen auftreten: 

Sh= ßdp/D mittlere Sherwood-Zahl (27), 

Sc=v/D Schmidt-Zahl (28). 

Es bedeutet D den Diffusionskoeffizienten. 
Im Bereich niedriger Reynolds-Zahlen, Re-+O, und großer 

Schmidt-Zahlen, Sc-+ oo, erhält man bei formstabiler Kugel
blase folgende Beziehung für die mittlere Sherwood-Zahl 
[118-120]: 

0 651(ReSc) 1•72 

Sh=2+-'----~ 
1 +(ReSc)1 •22 

Anwendungsbereich: O~Re~ 1, O~ReSc~ oo. 

(29), 

Für ReSc-+O nähert sich die Sherwood-Zahl dem Wert Sh 
=2. Für ReSc-+oo erhält man aus GI. (29) das von 
V.G. Levich [9] mitgeteilte theoretische Grenzgesetz für Ku
gelblasen: 

Sh =0,65(Re Sc)112 (30). 

V.G. Levich [9] hat GI. (30) unter der Voraussetzung herge
leitet, daß die Konzentrationsgrenzschicht im Vergleich zum 
Blasenradius dünn ist. 

Für sehr große Werte der Reynolds-Zahl, Re-+oo, und 
kleine Werte der Schmidt-Zahl, Sc-+O, läßt sich das die 
Blase umgebende Fluid angenähert als viskositätsfrei anse
hen; dann gilt die Gleichung [121; 122] 

0,232(Re Sc)1• 72 

Sh= 2 + 1 +0,205(ReSc)1' 22 
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(31), 

Anwendungsbereich: 0 ~Re~ Re 8 , 0 ~Re Sc~ oo. 

Mit ReSc-+oo geht aus GI. (31) das bereits von 
J. Boussinesq [123] hergeleitete theoretische Grenzgesetz für 
Kugelblasen hervor: 

Sh= 1,13(Re Sc)112 (32). 

Diese Gleichung kann man auch mit Hilfe der von 
R. Higbie [124] vorgeschlagenen Penetrations-Hypothese er
halten, die im Buch von H. Brauer und D. Mewes [118] 
ausführlich behandelt wurde. 

Einen umfassenden Einblick in den Stoffübergang an Ku
gelblasen erhält man durch die Lösung der vollständigen 
Differentialgleichung für das Konzentrationsfeld. Die dafür 
erforderliche lokale Geschwindigkeit ergibt sich aus einer 
weiteren Differentialgleichung. Eine Lösung dieser Glei
chungen ist nur mit numerischen Verfahren möglich. Als 
Ergebnis derartiger Rechnungen teilten L. Oellrich, 
H. Schmidt-Traub und H. Brauer [121] außer einer Reihe 
anderer Größen die mittlere Sherwood-Zahl mit. Sie ver
wendeten die von H aas, Schmidt-Traub und Brauer nume
risch berechneten Geschwindigkeitsfelder [ 118]. 

Die Berechnung des Stofftransports, die sich auf die Ge
schwindigkeitsverteilung gemäß der Galerkin-Methode 
[125] bzw. auf die Grenzschicht-Hypothese [126; 127] 
stützt liefert nur sehr beschränkte Übereinstimmung mit 
den Ergebnissen der numerischen Rechnung. Die Galerkin
Methode liefert nur bei kleinen Werten der Reynolds-Zahl 
Ergebnisse, die mit denen der numerischen Methode über
einstimmen. Die Grenzschichtrechnung trifft dagegen im Be
reich größerer Werte der Reynolds-Zahl zu [11]. 

Wie bereits erwähnt, wird die Form der Blase instabil, 
wenn die Reynolds-Zahl den Grenzwert Re 8 übersch~~itet. 

Die fortlaufenden Formänderungen der Blase nach Uber
schreiten von Re=Re 8 verursachen in der Phasengrenzflä
che selbst und in ihrer nächsten Umgebung die für die 
Deformationsturbulenz charakteristischen stochastischen 
Bewegungen. Die Deformationsturbulenz übt einen großen 
Einfluß sowohl auf das Strömungsfeld als auch auf den 
Stofftransport aus. H. Glaeser [128] hat im Rahmen seiner 
Dissertation Rechnungen durchgeführt, die die Einwirkun
gen der Deformationsturbulenz auf den Impuls- und Stoff
transport berücksichtigen. Die für den Stofftransport durch 
die Grenzfläche formdynamischer Blasen geltende Glei
chung für die mittlere Sherwood-Zahl lautet 

Sh=2+ 1,5 .10- 2 Re0 •89 Sc 0 •1 (33). 

Die Deformationsturbulenz kann, was besonders zu beach
ten ist nicht nur zu einer Erhöhung der Massenstromdichte, 
sonde;n im Vergleich zu formstabilen Blasen auch zu einer 
Erniedrigung führen. 

2.4.1.2 Stofftransport an Blasenschwärmen 

Eine genaue mathematische Lösung der vollständigen 
Differentialgleichungen für das Konzentrationsfeld in der 
Umgebung von Blasenschwärmen scheitert an der Vielzahl 
der Randbedingungen. Daher ist man, wie auch bei dem 
Impulstransport, auf stark vereinfachende Modellrechnun
gen angewiesen. 

Ein sehr häufig verwendetes Modell ist das „Hüllkugel
modell" von J. Happel [ 40]. E. Ruckenstein [129] hat mit 
diesem Modell den Stofftransport an Blasenschwärmen be
rechnet. Dabei wurde vorausgesetzt, daß sich die Blasen wie 
feste Kugeln verhalten. Die Ergebnisse zeigen, daß eine gute 
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Übereinstimmung der ermittelten Gleichung mit der empiri
schen Gleichung von P.H. Calderbank und M.B. Moo-Young 
[113] für kleine Blasen (dp < 2,5 .10- 3 m), also im Bereich 
kleiner Werte der Reynolds-Zahl erzielt wird. 

Für größere Werte der Reynolds-Zahl wurde die Grenz
schichtrechnung durchgeführt. S. Waslo und B. Gal-Or [130] 
haben ihre in [ 47] angegebene Geschwindigkeitsverteilung 
verwendet, während M. Reuß [114] Gl. (20) von G. Marrucci 
[49] heranzog. B.P. Le Clair und A.E. Hamielec [131] haben 
das Hüllkugelmodell von S. Kuwabara [41] verwendet und 
angenommen, daß alle Blasen gleichen Durchmesser haben 
und räumlich gleichmäßig verteilt sind. Sie stellten fest, daß 
die Geschwindigkeiten an der Blasenoberfläche sowie die 
innere Zirkulation der Blase mit zunehmendem Gasgehalt 
größer wurden und dadurch der Stoffstrom anstieg. Die 
innere Zirkulation und der Stoffstrom können durch die 
Einwirkung oberflächenaktiver Stoffe wieder vermindert 
werden; jedoch haben die Autoren darauf hingewiesen, daß 
der Einfluß der oberflächenaktiven Stoffe auf den Trans
portvorgang bei größeren Blasen gering ist und die Defor
mation der Blase den Transportvorgang noch komplizierter 
macht. 

Ein weiteres Hüllkugelmodell, in dem eine Potentialströ
mung um die Blase angenommen wird, haben T. Ishii und 
A.I. Johnson [96] sowie J. Yaron und B. Gal-Or [132] zur 
Berechnung des Stofftransports verwendet. Die dazu erfor
derliche Geschwindigkeitsverteilung stammt von B. T. Chao 
[13] und D. W. Moore [14]; sie weist nur eine geringe Ab
weichung von der für die Potentialströmung auf. 

I. Yaron und B. Gal-Or [133] sowie S. Kumar und 
K.K Sirkar [134] haben eine Verteilungsfunktion für Blasen 
mit unterschiedlichem Durchmesser eingeführt und stellten 
fest, daß der Sauter-Durchmesser J. als mittlerer Blasen
durchmesser dP sehr gut geeignet ist. 

Die theoretisch ermittelten Gleichungen für die Sher
wood-Zahl nähern sich je nach der Modellvorstellung ent
weder Gl. (30) oder - wenn der Gasgehalt gegen null geht 
- GI. (32). Einige Gleichungen sind in Tabelle 2 enthalten. 

Eine wesentliche Voraussetzung zur Anwendbarkeit des 
Hüllkugelmodells ist die Bedingung, daß die betrachtete 
Einzelzelle repräsentativ für den gesamten Blasenschwarm 
in der Blasensäule ist. Der Gasanteil der Schicht wird also 
durch die Blase ersetzt, während das Flüssigkeitsvolumen 
dieser Blase als Hüllschicht zugeordnet wird. Weiterhin liegt 
der Theorie die Annahme zugrunde, daß die Konzentration 
der diffundierenden Komponente an der Blasenoberfläche 
und am äußeren Rand der Hüllschicht konstant ist. Das 
Hüllkugelmodell betrachtet demnach den Impuls- und Stoff
transport summarisch. Daher sind befriedigende Aussagen 
für örtliche Vorgänge mit diesem Modell nicht möglich. 

2.4.2 Instationärer Stofftransport 

Der Stofftransport durch die Grenzfläche von Blasen ist, 
wie bereits mehrfach betont, im allgemeinen instationär. Da 
die mathematische Beschreibung des instationären Stoff
transports sehr kompliziert ist, wird die Annahme getroffen, 
daß die Geschwindigkeitsverteilung um die Blase bzw. den 
Tropfen zeitlich unveränderlich ist. Das anfangs zwischen der 
fluiden Partikel und der Umgebung bestehende Konzentra
tionsgefälle gleicht sich mit der Zeit aus. 

Rechnungen dieser Art haben E. Ruckenstein [135], 
J.W. Tauton und E.N. Lightfoot [136], B.T. Chao und 
J.L.S. Chen [137] sowie V.D. Dang und E. Ruckenstein [138] 
durchgeführt. Für die Geschwindigkeitsverteilung innerhalb 
und außerhalb der fluiden Partikel verwendeten die genann
ten Autoren die Gesetzmäßigkeiten der Potentialströmung 
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und der schleichenden Umströmung. Die erzielten Ergebnis
se gelten aber nur für kleine Zeiten, da vorausgesetzt wurde, 
daß die Konzentrationsänderung auf die nächste Umgebung 
der Phasengrenzfläche beschränkt bleibt. 

Über die allgemeinen Fälle des Stofftransports in einem 
ruhenden System und in einem System mit schleichender 
Umströmung der Partikel hat H. Brauer [139] ausführlich 
berichtet. Es wird angenommen, daß die Blasen die Form 
einer Kugel haben. Von den vorliegenden Ergebnissen wird 
hier nur jener Fall erläutert, für den der Transportwider
stand allein in der umgebenden Phase liegt. 

Als Bedingung zur Zeit t = 0 wurde innerhalb und außer
halb der fluiden Partikel jeweils eine konstante Konzentra
tion der Komponente A angenommen. Mit fortschreitender 
Zeit findet dann ein Konzentrationsausgleich zwischen den 
beiden Phasen statt. In der Phasengrenzfläche ergibt sich 
durch die Gleichgewichtsbedingung ein Konzentrations
sprung, der durch die Henry-Zahl festgelegt ist: 

(34). 

Es bedeuten PAip die Partialdichte der Komponente A auf 
der Gasseite der Phasengrenzfläche; PAzp ist der entspre
chende Wert auf der Flüssigkeitsseite. Für sehr kurze und 
sehr lange Zeiten lassen sich die Differentialgleichungen für 
das Konzentrationsfeld so weit vereinfachen, daß sich ge
schlossene Lösungen angeben lassen [ 118; 140]. Die dafür 
geltenden Gleichungen werden hier angegeben, da sie einen 
guten Einblick in einige Eigenschaften des instationären 
Stofftransports vermitteln. Für die mittlere Sherwood-Zahl 
gelten die folgenden Grenzgesetze: 

4 
Sh=---Fo- 1' 2 

H*i!n rn 

Sh= 2/3 
Farn 

(35), 

(36). 

Die Fourier-Zahl für den Stofftransport ist wie folgt defi
niert: 

(37). 

Der Stofftransport für sehr kurze Zeiten (Farn -->O) und 
für sehr lange Zeiten (Forn-->oo) ist unabhängig vom Bewe
gungszustand der die Blase umgebenden Phase. Für die 
schleichende Umströmung sind die numerisch bestimmten 
Werte der mittleren Sherwood-Zahl in Bild 4 und die mitt
lere Konzentration in der Blase in Bild 5 über der Fourier
Zahl aufgetragen. 

2.5 Schlußfolgerungen 

Zur Berechnung des Stoffaustauschs in Blasenschichten 
stehen nur empirische Gleichungen zur Verfügung. Mit ein
fachen Modellen bemüht man sich um eine Aufklärung der 
für den Stoffaustausch maßgebenden Phänomene. Die expe
rimentellen und theoretischen Untersuchungen stützen sich 
in den meisten Fällen auf Hypothesen über den Stoffaus
tausch, die den Vorgang erheblich vereinfachen. Die Ergeb
nisse solcher Untersuchungen liefern daher auch nur Er
kenntnisse über zusammengefaßte Wirkungen von mehreren 
Einzelphänomenen. Solche Erkenntnisse haben nur eine 
sehr beschränkte Bedeutung. Die Streuung der Meßwerte in 
Bild 3 und die verschiedenen Korrelationen in Tabelle 2 
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Bild 5. Mittlere Konzentration in der Blase in Abhängigkeit von der 
Fourier-Zahl für die Reynolds-Zahl Re< l und die Kennzahl ReSc 
=102. 

Parameter ist die Henry-Zahl. 

deuten an, daß die verfügbaren Modellvorstellungen nur im 
eng begrenzten Bereich anwendbar sind. Die folgenden Ge
sichtspunkte führen zu einer Einengung der praktischen 
Brauchbarkeit dieser Modellvorstellungen: 

Die Deformierbarkeit der Phasengrenzfläche führt zu 
zeitabhängigen periodischen und nichtperiodischen 
Formänderungen der Blasen, wenn die Reynolds-Zahl 
Re 'i;;: Re 8 und die Flüssigkeitskennzahl KF ~ 104 ist. 
In der Phasengrenzfläche können sich oberflächenaktive 
Stoffe anreichern, durch die die Beweglichkeit der Pha
sengrenzfläche herabgesetzt werden kann. 

Das Aufnahme- oder Abgabevermögen für den diffundie
renden Stoff ist begrenzt, da Blasen über keinen Durch
fluß der diffundierenden und der inerten Komponente 
verfügen. Nur für den Grenzfall, daß die Gleichgewichts
werte in der Phasengrenzfläche zeitlich konstant sind, 
stellt sich ein stationärer Transport ein. 
Bei den meisten Experimenten wird nicht darauf geach
tet, in welchem Abstand von den Grenzkurven, die in 
Bild 4 für F om -+O gemäß GI. (35) und für F om-+ oo ge
mäß GI. (36) angegeben sind, die Messungen durchge
führt werden. Hierdurch werden die Größen C 1 , m und n 
in GI. (25) beeinflußt. 
Wie in Bild 4 zu sehen ist, weisen die für große Werte 
der Henry-Zahl H* dargestellten Kurven Bereiche auf, in 
denen die Sherwood-Zahl von der Fourier-Zahl unab
hängig und somit konstant ist. Es ist zu erwarten, daß 
die von der Fourier-Zahl unabhängigen Bereiche auch 
bei großen Werten der Kennzahl ReSc gelten, da der 
konvektive Stofftransport in diesen Bereichen allein be
stimmend ist [ 118]. 

Der Einfluß oberflächenaktiver Stoffe auf den Stoffaustausch 
führt zu einer Änderung im fluiddynamischen Verhalten des 
Systems. Ein zusätzlicher Oberflächenwiderstand durch eine 
sich bildende Schicht grenzflächenaktiver Stoffe wird jedoch 
von vielen Autoren für unwahrscheinlich gehalten [72; 82; 
86; 87]. Dieser Einfluß kann bei großen Blasen in jedem 
Fall nur gering sein; die Deformation der Blase erweist sich 
als ausschlaggebend, insbesondere wenn die oberflächenakti
ven Stoffe nicht in zu großer Menge vorhanden sind [83; 
131; 141]. 

Der Stofftransportmechanismus wird nicht geändert, 
wenn sich die Blase in einem Schwarm befindet. Lediglich 
der fluiddynamische Vorgang ändert sich [ 142]. 

Die Abhängigkeit der Relativgeschwindigkeit des Blasen
schwarms vom Gasgehalt ist bei kleinen Blasen sehr deut
lich. Für größere Blasen wird die Deformation der Blase so 
dominant, daß die Blase im Schwarm als Einzelblase ohne 
Behinderung benachbarter Blasen betrachtet werden kann 
[143; 144]. Man darf annehmen, daß die Relativgeschwin
digkeit der Blase im Schwarm besonders bei großen Blasen 
mit Deformationsturbulenz gleich der Relativgeschwindig
keit von Einzelblasen ist [52; 145]. 

Ist die Henry-Zahl H* groß, können die Ergebnisse für 
Einzelblasen auch im Bereich des Blasengasens auf den Bla
senschwarm angewendet werden [75; 146]. 

Da der Stofftransport in entscheidendem Maße von dem 
Strömungsfeld um die Blase abhängt, muß die Deformations
turbulenz in ihrer Auswirkung sowohl auf den Impuls- als 
auch auf den Stofftransport betrachtet werden. 

3. Allgemeine Beschreibung des Problems 
Ist die Reynolds-Zahl einer Blase, die einzeln oder im 

Blasenschwarm in einer Flüssigkeit aufsteigt, größer als 
Res, und ist ferner die Flüssigkeitskennzahl KF~ 104 , so 
ändert die Blase ständig ihre Form. Die zunächst periodisch 
auftretenden Deformationen gehen sehr bald in stochasti
sche über. Diese stochastischen Deformationen der Phasen
grenzfläche rufen in ihrer näheren Umgebung stochastische 
Fluidbewegungen hervor, die man auf Grund ihrer Ursa
chen Formänderungs- oder Deformationsturbulcnz nennt. 
Eine Hypothese zur Deformationsturbulenz wurde von H. 
Brauer [24] aufgestellt; ausführliche Erläuterungen für die 
Deformationsturbulcnz sowie verschiedene Turbulenzvor
gänge in mehrphasigen Strömungen wurden an anderer 
Stelle [147] gegeben. 
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3.1 Deformationsturbulenz 
Die Deformation der Phasengrenzfläche ist auf eine fluid

dynamische Instabilität zurückzuführen. Im Gegensatz zur 
Grenzflächenturbulenz, die durch lokale Unterschiede in der 
Grenzflächenspannung ausgelöst wird, ist bei der Deforma
tionsturbulenz kein über die Phasengrenzfläche gerichteter 
Stoffstrom erforderlich. Aus diesem Grund ist die Deforma
tionsturbulenz unabhängig von der Zeit. Anders als die 
konventionelle Volumenturbulenz ist die Wirkung der De
formationsturbulenz in der Nähe der Phasengrenzfläche am 
größten. Eine steigende Relativgeschwindigkeit zwischen 
den Phasen erhöht die Deformationsturbulenz. 

Der Grenzwert Res, der das Einsetzen der periodischen 
Deformation kennzeichnet, sowie der Grenzwert Rec für 
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formlose Blasen können mit GI. (10) und (12) berechnet 
werden. Periodische Deformationen erfassen stets die ge
samte Blase, während stochastische Deformationen vor
nehmlich auf Teilbereiche der Blase beschränkt sind. Zur 
gleichen Zeit treten aber derartige Deformationen an meh
reren Stellen der Blasenoberfläche auf, so daß sie insgesamt 
doch das Verhalten der ganzen Blase. beeinflussen [147]. 

Die im Übergangsbereich auftretenden Deformationen 
sind in Bild 6 und in Bild 7 schematisch dargestellt. Aus
gangsform ist bei den betrachteten Deformationen stets die 
Kugelblase. Die Umströmung der Blase,m.it Deformations
turbulenz erfolgt unter Ausbildung eines Ablösegebiets. Die 
Lebensdauer der von den Deformationen erzeugten Wirbel 
kann wesentlich größer als die Dauer bestimmter Deforma
tionszustände sein. Das bedeutet also, daß gerade erzeugte 
Wirbel mit noch existierenden in Wechselwirkung treten 
müssen. Hierdurch ergeben sichin der umgebenden Flüssig
keit die für die Deformationsturbulenz charakteristischen 
stochastischen Bewegungen. 

Die stochastischen Schwankungsbewegungen lassen sich 
heute noch nicht in detaillierter Form beschreiben. Eine rein 
theoretische Berechnung der turbulenten Strömungen und 
des turbulenten Stofftransports ist noch nicht möglich. Des
halb versucht man Modellvorstellungen zu entwickeln, in 
denen experimentell gewonnene Erfahrungsdaten verarbeitet 
werden. 

Die Hypothese zur Deformationsturbulenz, angewendet 
auf die formdynamische Blase, besagt, daß die formdynami
sche Blase durch eine Kugelblase ersetzt werden darf, wenn 
die zeitlich und örtlich gemittelte Wirkung der Deforma
tionsturbulenz auf Impuls- und Stofftransport durch geeig
nete Größen beschrieben wird. Bei dem Impulstransport 
müssen diese Größen 

unabhängig von der Reynolds-Zahl sein, da nach experi
mentellen Untersuchungen der Widerstandsbeiwert mit ( 
= 2,61 konstant ist, 
ihren höchsten Wert in der Blasenoberfläche haben und 
mit zunehmendem Abstand von der Blasenoberfläche 
kleiner werden. 

Für diese Größen haben H. Glaeser und H. Brauer [23] die 
turbulenten Schubspannungen genommen und damit den 
durch die Formschwankungen hervorgerufenen zusätzlichen 
Impulstransport beschrieben. 

Die unter den Einwirkungen der Deformationsturbulenz 
entstehende zusätzliche Stoffstromdichte wird durch Einfüh
ren von turbulenten Austauschkoeffizienten erfaßt. Da kein 
Austausch von Fluidelementen über die formveränderliche 
Grenzfläche hinweg auftreten kann, ist nur der molekulare 
Stofftransport durch die Phasengrenzfläche möglich. In der 
Grenzfläche muß demnach der turbulente Austauschkoeffi
zient des Stoffes den Wert null haben. Damit ist auch die 
turbulente Stoffstromdichte in der Phasengrenze null. Die 
turbulente Schubspannung hat dagegen in der Grenzfläche 
ihren größten von null verschiedenen Wert. Zwischen der 
Behandlung des deformationsturbulenten Impuls- und Stoff
transports an einer formveränderlichen Blase besteht somit 
keine Analogie [122]. 

3.2 Modellhafte Beschreibung des Stofftransports 
in Blasensäulen 

Die gleichmäßige und störungsfreie Strömung durch die 
Säule setzt eine gleichmäßige Verteilung beider Phasen in 
der Säule voraus. Örtliche und zeitliche Schwankungen in 
der Phasenverteilung sollen nach Möglichkeit ausgeschlos
sen werden. Diese gleichmäßige Phasenverteilung ist bei 
sehr kleinem Gas- und Flüssigkeitsdurchsatz fast immer ge-
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Fh.6 b a c 

Bild 6. Wirbelbildung bei der Deformation ellipsoidischer Blasen. 

Fh.7 b a c 
Bild 7. Wirbelbildung bei der Deformation schirmartiger Blasen. 

währleistet, so daß sich auch ein störungsfreier Durchfluß 
für beide Phasen einstellt. Bei erhöhtem Gasdurchsatz 
kommt es dagegen sehr leicht zu Störungen in der Phasen
verteilung und somit auch im Durchfluß. 

Durch die aufsteigenden Gasblasen wird ein nach oben 
gerichteter Flüssigkeitsstrom hervorgerufen, der bei Errei
chen der Flüssigkeitsoberfläche umgelenkt wird und somit 
einen Kreislauf innerhalb der Säule ausführt. Da sich beide 
Ströme in ständiger Berührung befinden, treten Schwan
kungsbewegungen sowohl in Querrichtung als auch in 
Längsrichtung auf. 

Der Kreislauf der Flüssigkeit ist in viele kleine Kreisläufe 
unterteilt, so daß sich Austauschzellen bilden. In jede Zelle 
treten Austauschströme ein, die den Stoffaustausch zwischen 
dem Aufwärts- und dem Abwärtsstrom bewirken. Die Aus
tauschströme rufen einen lebhaften Quer- und Längsaus
tausch hervor. Bereits kleine Störungen können zu einem 
Zusammenbruch der Austauschzellen führen. Tritt ein sol
cher Zusammenbruch ein, dann wird kurzzeitig eine Umlen
kung des Abwärts- und des Aufwärtsstromes hervorgerufen. 
Das heißt also, daß unter solchen Bedingungen der normale 
Durchfluß zum Erliegen kommt. Ein derartiges System ist 
aber instabil, so daß sich unter dem Einfluß vorhandener 
Störungen nach kurzer Zeit wieder der normale Durchfluß 
mit geordneten Austauschzellen einstellt. Diese Vorstellung 
über die Struktur einer Blasensäule steht mit Beobachtun
gen bzw. mit der Deutung verschiedener Versuchsergebnisse, 
z.B. von G.D. Towell, C.P. Strand und G.H. Ackermann [93] 
sowie N. De Nevers [148], in Einklang. 

Der in den Austauschzellen ablaufende Stoffaustausch hat 
zur Folge, daß sich örtliche Unterschiede in den Konzentra
tionen sehr schnell ausgleichen. Die Blasensäule zeichnet 
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sich also dadurch aus, daß die Konzentrationen über den 
Strömungsquerschnitt nahezu konstant sind. Da die in den 
Austauschzellen befindlichen Blasen keinen Durchfluß auf
weisen, sind sie als geschlossene Systeme zu betrachten 
[118]. Aus den genannten Gründen ist der Stofftransport 
immer instationär. 

Im Rahmen dieser Arbeit wird der Ablauf des für die 
einzelnen Blasen instationären Stoffaustauschs in einer Bla
sensäule untersucht, wobei angenommen wird, daß über den 
Querschnitt ein vollkommener Konzentrationsausgleich vor
handen ist. Nur in axialer Richtung der Säule kann dem
nach ein Konzentrationsprofil entstehen. Im weiteren Ver-

lauf wird aber auch für die Längsrichtung eine teilweise 
Durchmischung angenommen. 

Der Stoffaustausch über die Grenzfläche der in einer Aus
tauschzelle befindlichen Blasen wird unter Berücksichtigung 
der Deformationsturbulenz berechnet. Wie die Ergebnisse 
von H. Glaeser [128] zeigen, sind die Strömungs- und Stoff
transportvorgänge an einer formveränderlichen Blase in der 
Austauschzelle nicht wesentlich anders als in unendlich aus
gedehnter Flüssigkeit, da der Einfluß der Deformationstur
bulenz auf die unmittelbare Nähe der Blasenoberfläche be
schränkt ist. Über die mathematische Formulierung der 
physikalischen Modellvorstellung wird in den folgenden Ka
piteln berichtet. 

4. Berechnung des Strömungsfeldes in der Umgebung 
einer formdynamischen Blase 

Zur mathematischen Behandlung des Impulstransports in 
der Umgebung einer formveränderlichen Blase wird entspre
chend der in Kapitel 3 beschriebenen Modellvorstellung die 
formveränderliche Blase durch eine volumengleiche form
stabile kugelförmige Blase ersetzt und die Wirkung der sto
chastischen Formänderung auf den Impulstransport durch 
spezielle Gleichungen beschrieben. Weitere Voraussetzungen 
sind: konstante Stoffwerte, inkompressible Strömung, iso
thermes System, newtonsches Verhalten der Flüssigkeit, ver
nachlässigbar kleine Viskosität des die Blase bildenden Ga
ses, über eine genügend lange Zeit gemittelter stationärer 
Aufstieg der Blase in einer unendlich ausgedehnten Flüssig
keit und konstanter Durchmesser der Blase. 

4.1 Grundgleichungen für das Strömungsfeld 

Die Strömung eines Fluids wird durch die aus einer Im
pulsbilanz folgende Bewegungsgleichung in Verbindung mit 
der aus einer Massenbilanz folgenden Kontinuitätsgleichung 
beschrieben. Gemäß Bild 8 wird der Ursprung des gewähl
ten Kugel-Koordinatensystems in die Mitte der Blase ge
legt. Zur eindeutigen Bestimmung eines Punktes dienen der 
Radius r, der Umfangswinkel 8 und der azimutale Winkel 
<p. In allgemeiner Form lautet die Bewegungsgleichung 

ilw 1 1 
-+w·Vw= --Vp+-V·r 
ilt p p 

(38). 

X 

Äquator 

r 

Bild 8. Bezeichnung der Ortskoordinaten. 
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Es bedeuten w den Geschwindigkeitsvektor, p den örtlichen 
Druck, r den Tensor der viskosen Spannungen und t die 
Zeit. Die Gleichung gilt in dieser Form für laminare und 
turbulente Strömung; sie wird Navier-Stokessche Gleichung 
genannt. Die Kontinuitätsgleichung lautet 

V·w=O (39). 

In der turbulenten Strömung treten instationäre Zufalls
bewegungen auf, die man im allgemeinen nur durch stati
stische Mittelwerte, z.B. zeitliche Mittelwerte, beschreiben 
kann. Für die rechnerische Behandlung einer turbulenten 
Strömung ist es zweckmäßig, die momentane örtliche Ge
schwindigkeit w in ihren zeitlichen Mittelwert w und eine 
überlagerte Schwankungsgeschwindigkeit w' aufzuteilen: 

w=w+w' (40). 

Diese Aufspaltung wird auch auf andere Größen wie Druck, 
Konzentration, Temperatur usw. angewendet. 

Wird diese Zerlegung auf die Kontinuitätsgleichung ange
wendet, so ergibt sich 

V·w=O (41) 

und 

V·w'=O (42). 

Die Kontinuitätsgleichung wird sowohl von den zeitlichen 
Mittelwerten als auch von den Schwankungen der Ge
schwindigkeit erfüllt. 

Führt man für die Geschwindigkeit und den Druck die 
Zerlegung in zeitlichen Mittelwert und Schwankungsgröße 
in GI. (38) ein, so erhält man die Bewegungsgleichung für 
turbulente Strömungen, die auch als Reynoldsche Gleichung 
bezeichnet wird: 

ow 1 1 
-+w·Vw=--Vp--V·T 
ilt p p g 

(43). 

Die Herleitung dieser Gleichung ist z.B. von H. Schlichting 
[149], J. C. Rotta [150] sowie A.S. Monin und A.M. Yaglom 
[151] ausführlich beschrieben worden. 

Der Tensor der Gesamtspannungen rg setzt sich aus dem 
zeitlichen Mittelwert des Tensors der viskosen Spannungen 
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f und dem Tensor der scheinbaren Spannungen der defor
mationsturbulenten Strömung 'o-T zusammen: 

rg=f+r 0 _T (44). 

Der Tensor der scheinbaren Spannungen 'o-T ergibt sich 
bei der Herleitung der Bewegungsgleichung für die zeitli
chen Mittelwerte der Geschwindigkeiten und des Drucks 
aus der Navier-Stokesschen Gleichung. Von den Kompo
nenten des zusätzlichen Spannungstensors der Schwan
kungsbewegung soll nur die Schubspannung r,e,D-T berück
sichtigt werden, da die übrigen turbulenten Schubspan
nungskomponenten null sind und die turbulenten Normal
spannungen gegenüber der turbulenten Schubspannung 
r,e,D-T sowie den viskosen Spannungen vernachlässigbar 
klein sind [23]. 

Die turbulente Schubspannung ist dem zeitlich gemittel-
ten Produkt der Schwankungsgeschwindigkeiten in radialer 

+cot8-+2----ow: ow: w: ] 
o8 68 sin2 8 

(52). 

Die Randbedingungen lauten 

r*= 1; w:=o (53), 

(54), 

r* = 00; w,* = - sin 8 

Richtung (w~) und in Umfangsrichtung (w~) proportional: wt = cos 8 

(55), 

(56), 

(57), 

(58). 
(45). 

Für die Schubspannung ergab sich in dimensionsloser 
Schreibweise die empirische Funktion [23] 

* - 105[-* . 8 (1- )-*] -s(r*-l) T,e,D-T- - ' Wemax USln + U Wew e (46). 

Mit s und u werden Faktoren bezeichnet, die von der Um
fangskoordinate 8 abhängen. Die eingeführten dimensionslo
sen Kennzahlen sind wie folgt definiert: 

r*=r/R 

0 re,D-T 

pw~/2 

bezogene radiale Koordinate 

bezogene örtliche 
turbulente Schubspannung 

wtw=Wewfw 00 bezogene zeitlich gemittelte 
Tangentialgeschwindigkeit 
in der Blasenoberfläche 

(47), 

(48), 

(49), 

(50). 

Hierin bedeutet R =dp/2 den Blasenradius. Durch Anpas
sung der empirischen Faktoren s und u wurde die Schub
spannung nach GI. (46) so bestimmt, daß der damit berech
nete Widerstandsbeiwert mit dem experimentell ermittelten 
Wert von ( = 2,61 übereinstimmt. 

Unter Verwendung von GI. (46) lassen sich die Differen
tialgleichungen für das Geschwindigkeitsfeld bei Auftreten 
der Deformationsturbulenz numerisch lösen. Mit der Bedin
gung der im zeitlichen Mittel rotationssymmetrischen Strö
mung lauten diese Gleichungen in dimensionsloser Schreib
weise 

(51). 
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8=0; n: ow:fo8=0 

Die in den Differentialgleichungen und Randbedingungen 
auftretenden dimensionslosen Größen sind folgendermaßen 
definiert: 

* tv t =-
R2 

"* p-poo 
p =--

pw~/2 

* 0 ro '----
re- p w;,/2 

dimensionslose Zeit 

bezogene zeitlich gemittelte 
radiale Geschwindigkeits
komponente 

bezogene zeitlich gemittelte 
tangentiale Geschwindig
keitskomponente 

bezogener Druck 

bezogene örtliche viskose 
Schubspannung 

(59), 

(60), 

(61), 

(62), 

(63). 

Die Kontinuitätsgleichung erhält im sphärischen Koordi
natensystem die folgende dimensionslose Form: 

1 0 1 0 . 
- - (r* 2 w*) +--- -(wt sm 8) = o 
r* 2 Sr* ' r* sin 8 68 

(64). 

Zur Kennzeichnung des Strömungswiderstandes dient der 
durch GI. (2) definierte Widerstandsbeiwert. Er setzt sich 
zusammen aus einem Widerstandsbeiwert des Druck& und 
den viskosen sowie turbulenten Spannungen: 

(65). 

Die Berechnungsgleichungen für den Widerstandsbeiwert 
werden im nächsten Abschnitt erläutert. 

4.2 Einführung der Wirbeltransportgleichung 

Die gekoppelten Differentialgleichungen (51), (52) und (64) 
lassen sich für die gegebenen Randbedingungen mit Hilfe 
numerischer Methoden lösen. Bei der Verwendung von 
Differenzenverfahren ist es zweckmäßig, zur Erhöhung der 
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Stabilität der numerischen Rechnungen die Impulstrans
portgleichung durch die Wirbeltransportgleichung zu erset
zen. Die Wirbelstärke gibt die örtliche Drehung der Strö
mung an. Sie ist gleich dem Betrag des Wirbelvektors: 

<P=Vxw (66). 

Wegen der vorausgesetzten Rotationssymmetrie hat der 
Wirbelvektor nur eine Komponente, die senkrecht zur r, 8-
Ebene steht. Für den Betrag des Wirbelvektors erhält man 
in dimensionsloser Form die Beziehung 

<P* =__!__ [~ (r* w*)- ow;] 
r* or* e 08 

(67). 

Die Geschwindigkeitskomponenten w; und wt werden 
durch die Stromfunktion 'l'* ausgedrückt. Die Stromfunk
tion ergibt sich aus der Integration der Kontinuitätsglei
chung. Sie ist demzufolge ein Maß für den Volumenstrom 
um die kugelförmig angenommene Blase. Für die Geschwin
digkeitskomponenten gelten die Beziehungen [35] 

w*= r 

o'l'* 
-r*_2_s-in-e ae 
1 0 'l'* 

wt=----
r* sin e or* 

(68), 

(69). 

Die dimensionslose Wirbelstärke und Stromfunktion wer
den wie folgt definiert: 

Wirbelstärke (70), 

Stromfunktion (71). 

Mit GI. (67), (68) und (69) erhält die Definitionsgleichung für 
die Wirbelstärke die Form 

"'* * . e - 02 'l'* sin 8 0 ( 1 0 'l'*) .,, r sm ---+--- ----
or*2 r* 2 08 sine oe 

(72) . 

Aus GI. (51) und (52) für das Geschwindigkeitsfeld erhält 
man mit GI. (64), (67), (68) und (69) die gesuchte Wirbel
transportgleichung: 

o <P* r* sin 8 + sin 8 Re [ 0 'l'* ~ (~) 
Ot* 2 or* 08 r* sin 8 

0 'l'* 0 ( <J>* )] 
oe or* r* sme 

02 . sin e a [ 1 0 ] =--(<l>*r* sm8)+-- - ---(<!>* r*sinfl) 
or* 2 r* ae sinfl ae 

Re * . e [0 2 r;e,D-T 4 or;e D-T --r sm +- · 
4 or* 2 r* or* 

__ r8,D-T + rB,D-T COt8- rB,D-T 1 (() 2 T* OT* T* )] 
r* 2 ae2 ae sin2 8 

Die Randbedingungen lauten hierfür 

r*= 1: 
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'I'* = 0 

0 'l'* ae=O 

(73). 

(74), 

(75), 

2 0 'l'* 
<l>*=---

sin 8 or* 

r*=oo: 'l'*=1sin2 8 (r* 2 - rl*) 

<P*=O 

8=0; Jt: '1'*=0 

<P*=O 

(54), 

(76), 

(77), 

(78), 

(79), 

(80). 

Der gesamte Widerstandsbeiwert ( setzt sich nach GI. (65) 
aus dem Widerstandsbeiwert des Drucks ( 0 sowie den vis
kosen und turbulenten Spannungen (v und ( 0 _T zusammen. 
Den Druckwiderstandsbeiwert erhält man aus der Integra
tion des örtlichen Drucks über die Oberfläche der Blase. 
Mit der Definition für den dimensionslosen Druck, GI. (62), 
folgt für den Druckwiderstandsbeiwert die Berechnungsglei
chung 

" 
(o = 2 S f5! sin 8 cos e de (81 ). 

0 

Die Gleichung zur Berechnung des zeitlich gemittelten 
örtlichen Drucks fl! an der Blasenoberfläche läßt sich aus 
GI. (51) und (52) herleiten. Aus GI. (52) ergibt sich zunächst 
mit der Kontinuitätsgleichung, GI. (64), und der Gleichung 
für die Wirbelstärke, GI. (72), die Beziehung für den tangen
tialen Druckgradienten 

( OT:e,D-T * ) 
- Or* +3T,e,D-T 

w 

(82). 

Nach Integration erhält man hieraus den lokalen Druck fl!. 
Zuvor muß jedoch in GI. (82) für die zeitlich gemittelte 
Tangentialgeschwindigkeit wt ein Ausdruck eingeführt wer
den, in dem die Wirbelstärke enthalten ist. Mit der Bedin
gung, daß an der Blasenoberfläche die viskose Schubspan
nung null sein soll, folgt aus GI. (54) die Beziehung 

(83). 

Mit GI. (72), (68) und (69) ergibt sich daraus für die dimen
sionslose zeitlich gemittelte Tangentialgeschwindigkeit an 
der Phasengrenzfläche 

(84). 

Wird hiermit GI. (82) integriert, so erhält man 

4 e [ (o<t>*) ] p*=p*+- J - +<P* d8-025<1>* 2 
w o Re o or* w w ' w 

T,e,D-T * e ( 0 * ) - ~ or* +3T,e,D-T w dfl (85). 

Da der Staudruck p~ eine vom Umfangswinkel unabhängige 
Größe ist, ist es nicht notwendig, ihn bei der Berechnung 
des Widerstandsbeiwerts zu berücksichtigen. Damit folgt 
aus GI. (81) unter Berücksichtigung von GI. (85) für die Be
rechnungsgleichung des Druckwiderstands 
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0 (ih* ) } - J ~~~-T +3i-;o,n-T dB sinBcosBd8 
0 w 

(86). 

Auf den Widerstandsbeiwert der viskosen Spannungen hat 
lediglich die viskose Normalspannung einen Einfluß. Für sie 
lautet die Gleichung 

* 8 aw; 
' =----

rr Re or* 
(87). 

Mit der Kontinuitätsgleichung (64) und GI. (84) gilt für 
die viskose Normalspannung an der Blasenoberfläche 

(88). 

Integration von GI. (88) über die Oberfläche der Blase führt 
zum Widerstandsbeiwert 'v aufgrund der viskosen Normal
spannung. Die allgemeine Beziehung für 'v lautet 

. 
'v=2 J i-:',w sin B cos B dB 

0 

(89). 

Nach Einführen von GI. (88) erhält man die Berechnungs
gleichung 

8 • [(il<P*) ] 'v=Rel fJif wsinBcosB+<P!cos2B dB (90). 

Für die Berechnung des Widerstandsbeiwertes der turbu
lenten Spannung wird allein die turbulente Schubspannung 
i-;o,n-T berücksichtigt, da die turbulenten Normalspannun
gen gegenüber der turbulenten Schubspannung i-;0 D-T so
wie den viskosen Spannungen vernachlässigbar kl~in sind 
und außerdem über den Umfangswinkel B konstant ange
nommen werden. Die Berechnungsgleichung für den Wider
standsbeiwert der turbulenten Spannung lautet damit 

. 
'D-T=2 s -(i-;O,D-T,wsin2 8)d8 

0 

(91). 

Für die turbulente Schubspannung wurde bereits die empiri
sche Gleichung (46) angegeben, die so bestimmt werden 
muß, daß der errechnete Widerstandsbeiwert mit dem ge
messenen übereinstimmt. Die in GI. (46) enthaltene Tangen
tialgeschwindigkeit muß mit Hilfe von GI. (69) durch die 
Stromfunktion ausgedrückt werden. 

4.3 Entwicklung der Differenzengleichungen 

Für die numerische Lösung der Wirbeltransportgleichung 
und der Gleichungen für den Widerstandsbeiwert wurde das 
Differenzenverfahren angewendet. In den Differentialglei
chungen werden hierbei die Differentialquotienten durch 
Differenzenquotienten approximiert. Bei einer Unterteilung 
der Ortskoordinaten r* und 8 in N -1 und M -1 Schritte 
ergibt sich ein Netz von N mal M Gitterpunkten, an denen 
die Differentialquotienten durch Differenzenquotienten an
genähert werden müssen. Auf diese Weise wird eine Diffe
rentialgleichung durch ein System von N mal M algebrai
schen Gleichungen ersetzt. 

Für die Ableitungen der Funktionen nach den Ortskoor
dinaten gelten folgende Differenzenformeln: 
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ar 1 
ilx:::::; 2Ax (f;+ 1 -fi_ l) (92), 

a2 f 1 
ax2:::::; Ax2 (fi+1-2fi+(_1) (93), 

a ( af) ox g(x) ax 

:::::; A~2 {g (x+ A2x) f;+1 -[g (x+ A;) +g (x- ~x)] fi 

+g (x- A2x) f,_ 1} (94). 

In diesen zentralen Differenzenformeln bezeichnen f und g 
die unbekannten Funktionswerte, x die Ortskoordinate, Ax 
die Schrittweite zwischen den diskreten Funktionswerten 
und i die Zählgröße innerhalb des Differenzennetzes. 

Da die von den instationären Transportgleichungen aus
gehenden Differenzenverfahren wesentlich stabiler als die 
Gleichungen für den stationären Zustand sind, kann das 
hier behandelte Problem als instationärer Anlaufvorgang 
betrachtet werden, indem zusätzlich die zeitliche Änderung 
der Funktionswerte berücksichtigt wird. Diese Möglichkeit 
wurde bei der Aufstellung der Differentialgleichung bereits 
berücksichtigt. Zu Beginn der Rechnung muß dann eine 
Anfangsverteilung vorgegeben werden. Die Änderung der 
Funktionswerte mit der Zeit wird so lange verfolgt, bis der 
gesuchte stationäre Endwert erreicht ist. Zur Einsparung 
von Rechenzeit wurde das Anfangsfeld so gewählt, daß es 
dem Endzustand möglichst nahekommt. Für die Ableitung 
nach der Zeit wird der vordere Differenzenquotient einge
setzt [152]: 

(95). 

Hierin bedeutet n die Zeitstufe und At* die Differenz zweier 
Zeitstufen. 

Für die in Zeitrichtung parabolischen Differentialglei
chungen wird das Crank-Nicolson-Verfahren [153] ange
wendet. Wird in den Differentialgleichungen das Zeitglied 
von den ortsabhängigen Termen getrennt, so erhält man mit 
dem Crank-Nicolson-Faktor 0,5 die Beziehung 

f•+l_fn 
At* 0,5 (öf•+ 1) + 0,5 (öf") (96). 

Für die radiale Koordinate wird ferner die Transformation 
r* = ez eingeführt. Die Definitionsgleichung für die radiale 
Koordinate lautet damit 

z=lnr* (97). 

Durch diese Koordinatentransformation ergeben sich in der 
Nähe der Blasenoberfläche kleine Differenzenschritte; mit 
zunehmendem Abstand von der Phasengrenzfläche vergrö
ßert sich die Schrittweite. Hierdurch können starke Ände
rungen der Funktionswerte an der Blasenoberfläche gut er
faßt werden. Ferner werden numerische Rechnungen für 
eine Blase in einer nahezu unendlich ausgedehnten Flüssig
keit möglich, obwohl das Differenzenverfahren nur eine end
liche Anzahl von Schritten zuläßt. 

Die Aufteilung des Differenzennetzes und die gewählten 
Bezeichnungen sind Bild 9 zu entnehmen. In z-Richtung 
wird der Index i, in 8-Richtung der Index j und für die 
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Zeitschritte der Index n benutzt. Für die Koordinaten gelten 
damit die Gleichungen 

Radiale Koordinate 
k 

z= I L'\z; 
i=O 

k=O, 1, ... , N (98), 

()0 T= --ezsmß ez- _ rB,D-T +4 rB,D-T Re . [ a ( 1 oi-* ) oi-* 
- 4 oz ez oz oz 

r8,D-T r8,D-T COtß+ r8,D-T a2 i-* oi-* i-* ] 
ae2 ae sin2 e (105) 

k 

Tangentiale Koordinate e = I L\ßj 
j~O 

k=O,l, ... ,M (99), und mit Hilfe von GI. (96) die Differenzengleichung 

k 

Zeitkoordinate t*= IM: 
n=O 

k=O, 1, ... , oo 
1 

(100). ---e2 zrn?-+: 1 -(b +b )rn"+ 1 -()"+ 1 
0,5L\t* 't'i,J z 8 't' D-T 

Mit den angegebenen Differenzenformeln werden die gekop
pelten Differentialgleichungen (72) und (73) in Differenzen
gleichungen umgeformt. Zunächst wird zur Vereinfachung die 
transformierte Wirbelstärke eingeführt: 

q> = <P* e sin e (101 ). 

Die Differentialgleichung (73) zur Berechnung der Wirbel
stärke erhält damit die Form 

2 z a q> z . 8 Re [a 'l'* a ( <fJ ) e -+e sm - ---
üt* 2 oz ae e2 z sin2 e 

(106). 

Die rechte Seite von GI. (106) enthält nur bekannte Grö
ßen der Zeitstufe t*". Sie läßt sich wie folgt zusammenfas
sen: 

(107). 

Zur Bestimmung der Werte <fJ?.} 1 zur Zeit t*"+ 1 ergibt sich 
die Gleichung 

1 
---e2z rn?-+: 1 -(b + () ) rn"+ 1 = R" + ()"+ 1 
0,5L\t* 't'i.J z 8 't' D-T 

(108). 

--e"S!Ilß ez- _ r8,D-T +4 rB,D-T Re . [ a ( 1 oi-* ) oi-* 
4 oz ez oz oz 

rB,D-T COtß+ r8,D-T oi-* i-* ] 
ae sin 2 8 

Die Differentialausdrücke b, und <58 werden unter Ver
wendung von GI. (92) bis (94) bestimmt. Die hieraus folgen
den Differenzengleichungen werden nach der zentralen Un

(102). bekannten aufgelöst: 

Diese Gleichung ist eine in Zeitrichtung parabolische Diffe
rentialgleichung. Aus ihr erhält man mit den Abkürzungen 

() q>=sinß~ (-1- oq>)- Re _1_ o'l'* oq> 
8 ae sinß ae 2 ezsinß oz ae 

<fJ a 'l'* 
+Re--- --cotß 

ez sin e oz 

Zeitstufe n+T 

Zeitstufe n 

Fh.9 

(103), 

(104), 

Bild 9. Differenzennetz für die numerische Berechnung der instationä
ren Transportvorgänge. 
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<fJ?.} 1 = R" + f(<fJ;+ 1,j; <fJ;-1,j; <fJ;,i+ 1; <fJ;,i-1; 

P;! 1,j; P;'1'._ l,j; P;:j+ 1; P;:j-1)"+ 1 + ()~~ \ (109). 

Die Differentialgleichung zur Berechnung der Stromfunk
tion, GI. (72), erhält mit GI. (97) und (101) die folgende 
Form: 

2 a (1 o'l'*) . a ( 1 o'l'*) q>e z=ez- --- +smß- ----
oz e' oz ae sinß ae (110). 

Aus dieser elliptischen Differentialgleichung ergibt sich 
mit GI. (94) die Berechnungsgleichung für die Stromfunk
tion: 

Die beiden Unbekannten werden in der Reihenfolge Wirbel
stärke, Stromfunktion ermittelt. Während der Berechnung 
einer Größe gilt die andere als vorgegeben. Um die Stabili
tät der Rechnung zu verbessern, werden innerhalb eines 
Zeitschritts die gesuchten Unbekannten wiederholt in der 
genannten Reihenfolge iterativ berechnet, bis die maximale 
Änderung aller Größen eine vorgegebene Genauigkeits
schranke nicht mehr überschreitet. 

Zur Verbesserung des Konvergenzverhaltens wird das 
Verfahren der sukzessiven Überrelaxation (SOR-Methode) 
angewendet [153; 154]. Für die Iterationsstufe k gilt hierbei 
folgende I terationsvorschrift: 

(112). 

Mit dem Relaxationsfaktor w werden die beiden alten und 
neuen Funktionswerte gewichtet. Er nimmt im allgemeinen 
Werte im Bereich O~w~2 an. Die Konvergenz der Rech-
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nung hängt stark von der richtigen Wahl dieses Faktors ab. 
Aus den Rechnungen ergab sich ein optimaler Relaxations
faktor für die Wirbelstärke von wrJJ=0,7 und für die Strom
funktion von w'P = 1,6. 

Zur Verringerung der Iterationszahl und der Rechenzeit 
werden die Unbekannten eines neuen Zeitschritts durch Ex
trapolation aus den schon berechneten Zeitschritten voraus
geschätzt. Für die Extrapolation wird ein Polynom zweiter 
Ordnung verwendet: 

(113). 

In der Nähe der Blasenoberfläche sind die Änderungen der 
örtlichen Geschwindigkeitskomponenten in radialer Rich
tung am größten und werden mit zunehmender Entfernung 
von der Blasenoberfläche geringer. Es ist daher sinnvoll, in 
der Nähe der Blasenoberfläche eine kleine Teilung des 
Differenzennetzes und in großer Entfernung von der Blasen
oberfläche eine größere Schrittweite vorzunehmen. Die für 
die radiale Koordinate z verwendete Transformation nach 
GI. (97) ist für diese Anforderungen nicht ausreichend. Aus 
diesem Grunde wurde eine variable Schrittweitensteuerung 
eingeführt, mit der man von sehr kleinen Schrittweiten in 
der Nähe der Blasenoberfläche durch Verdopplung der 
Schrittweite zu größeren Teilungen des Differenzennetzes 
übergeht. An der Blasenoberfläche wurde eine Schrittweite 
von ßz=0,025 und im Bereich des äußeren Randes ßz=O,l 
gewählt. 

Die angegebenen Differenzenformeln wurden unter der 
Annahme einer konstanten Schrittweite hergeleitet. Daher 
muß bei der numerischen Rechnung darauf geachtet wer
den, daß an den Knotenpunkten, an denen eine Schrittwei
tenänderung vorgenommen wird, auch die entsprechenden 
Funktionswerte bei verdoppelter Schrittweite verwendet 
werden. Die Schrittweite in Umfangsrichtung wurde über 
den Umfang der Blase nicht variiert. Sie betrug MJ = 6°. 

Die Randbedingung für die Wirbelstärke an der Blasen
oberfläche ist nach GI. (76) eine Funktion der Stromfunk
tion. Nach Einführen der Koordinatentransformation ge
mäß GI. (97) und der transformierten Wirbelstärke nach 
GI. (101) lautet die Randbedingung 

(114). 

Setzt man für die Stromfunktion ein Polynom dritten Gra
des an, so ergibt sich für diese Randbedingung die Diffe
renzengleichung 

(115). 

Zur Berechnung des Druckwiderstandsbeiwerts ist gemäß 
GI. (86) die Kenntnis des Gradienten der Wirbelstärke und 
der turbulenten Schubspannung senkrecht zur Blasenober
fläche erforderlich. Mit Gl.(97) und (101) ergibt sich für den 
Druckwiderstandsbeiwert die Gleichung 

• { 4 6 [ (o(<p/ez)) ] 1 <p2 
(o=2J -R S - 8- +<pw -:---8 d&-0,25 . ~e 

o e o z w sm sm 

Die Gradienten an der Oberfläche können mit Hilfe eines 
Potenzansatzes 
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(117) 

numerisch berechnet werden. Der Gradient der Wirbelstär
ke ergibt sich damit zu 

o<p -11<11 1.j + 18 <11 2 .j-9 <11 3 ,j + 2<p 4 .j 

oz 6ßz 
(118). 

Eine analoge Gleichung erhält man für den Gradienten der 
turbulenten Schubspannung, wenn <p durch -r:e,D-T ersetzt 
wird. Sind die Gradienten als Funktionswerte gegeben, kann 
die Widerstandsgleichung numerisch integriert werden. Zur 
numerischen Integration wurde die Simpsonsche Regel ver
wendet. 

Aus den mitgeteilten Gleichungen geht hervor, daß beim 
Berechnen des Strömungsfeldes um eine formveränderliche 
Blase die Reynolds-Zahl Re als Einflußgröße zu berück
sichtigen ist. Im Bereich großer Reynolds-Zahlen ist der 
Widerstandsbeiwert formveränderlicher Blasen wesentlich 
höher als der formbeständiger Kugelblasen. Diese Erhöhung 
ist mit den Auswirkungen der ständigen Formänderungen 
zu erklären. Der maßgebende Anteil am Blasenwiderstand 
wird durch die turbulente Schubspannung -r:e,D-T hervorge
rufen. Da der Widerstandsbeiwert im Bereich der formlosen 
Blasen gemäß Bild 1 unabhängig von der Reynolds-Zahl ist, 
muß das demzufolge auch für die turbulente Schubspan
nung gelten. Die zeitlich gemittelte örtliche Geschwindig· 
keitsverteilung hängt dann ebenfalls nicht von der Rey-

~ O,Or;--~~..,-~~-,~~---,~~-,..-~~...,-~-:::o-. 

6 
*S- -0,2 r\-----r----+----+---+---c./-+----1 

§ -o 4 t---T--t----+---+---.\.L-----1-----l 
~ , 
0 

:;}- -06 r------j\----+---+---+-+----1-----l -Q , 

::i 

""" ~ -0,8 l-----t--\.---+---+-l---+-----1-----l 
-Q ... 
~ -10 t-----t----'k--.."--t---+-----1-----l 
~ 1 

-Q 

-1,2'--~~-"-~~-'-~~-'-~~-L~~-l...~~-J 
oo 30° 60° 90° 120° 150° 180° 

Fh.IO Umfangswinkel 9 

Bild 10. Bezogene turbulente Schubspannung in der Phasengrenzflä
che in Abhängigkeit vom Umfangswinkel. 

~ ~Or::~~-:-""Ja:::===..,...-~1 
6 

*~ „ -0,2 J-,!>-L,-.:xJ<;.L---+--.::..!~-l-----l 

gi g -0,4 
c: 
0 
:} - 0 6 114='='1==~~ 
.Q , 

::i 
-c: 
~ -0,8 FH----+---+--->------1 

.rj ... 
E -1 o 11-----+---i----'-----l 
~ J 

.Q -1,2 .___ _ _... __ _._ __ _._ _ ___J 

1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 

Fh.11 radiale Koordinate r* 

Bild 11. Bezogene turbulente Schubspannung in Abhängigkeit von der 
radialen Koordinate. 

Parameter ist der Umfangswinkel. 
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Fh.12 Umfangswinkel 8 

Bild 12. Bezogene Tangentialgeschwindigkeit in der Blasenoberfläche 
in Abhängigkeit vom Umfangswinkel. 
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Fh.13 radiale Koordinate r* 

Bild 13. Bezogene Tangentialgeschwindigkeit in Abhängigkeit von der 
radialen Koordinate für verschiedene Umfangswinkel. 
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Fh.14 radiale Koordinate r*= r/R 

Bild 14. Bezogene Tangentialgeschwindigkeit bei 8 = 90° in Abhängig
keit von der radialen Koordinate. 

nolds-Zahl ab. Die durchgeführten Rechnungen zeigen, daß 
diese Feststellungen für Werte der Reynolds-Zahl Re~ 200 
gültig sind [23]. 

Ein Vergleich der Widerstandsanteile ergibt, daß die tur
bulente Schubspannung den größten Anteil am gesamten 
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Widerstand der formveränderlichen Blase hat. Der sich aus 
der Integration des Drucks über die Blasenoberfläche erge
bende Widerstand hat nur einen geringen Anteil am Ge
samtwiderstand. Der durch die viskose Normalspannung auf 
der Blasenoberfläche hervorgerufene Widerstand ist gegen
über den übrigen Anteilen vernachlässigbar klein. Mit den 
Berechnungsgleichungen (86), (90) und (91) für die einzelnen 
Anteile ergeben sich die Werte 

'=2,6 (119), 

' 0 =0,4 (120), 

'v=0,0007 (121), 

'D-T=2,2 (122). 

Der für den gesamten Widerstandsbeiwert berechnete Be
trag stimmt mit dem experimentell ermittelten Wert über
ein. 

4.4 Diskussion einiger Ergebnisse 

Die in diesem Abschnitt dargestellten Ergebnisse gelten 
für formdynamische Blasen im Bereich der Reynolds-Zahl 
Re~ 200. Für den unteren Grenzwert der Reynolds-Zahl 
Rec einer formdynamischen Blase gilt GI. (12). Die obere 
Grenze ist durch den Zerfall der Blasen während des Auf
steigens gegeben, da ein bestimmtes Blasenvolumen nicht 
überschritten werden kann. Im Bereich dieser formdynami
schen Blase wird der maßgebende Anteil am Blasenwider
stand durch die turbulente Schubspannung -r:0 D-T hervor-
gerufen. · 

In Bild 10 und 11 sind die turbulente Schubspannung in 
der Phasengrenzfläche über dem Umfangswinkel und die 
örtliche turbulente Schubspannung über der radialen Koor
dinate aufgetragen [23]. Mit zunehmendem Umfangswinkel 
steigt der Betrag der turbulenten Schubspannung steil an, 
durchläuft etwa bei e = 72° ein Maximum und fällt dann 
wieder ab. Das Maximum der turbulenten Schubspannung 
kennzeichnet den Ort der größten Geschwindigkeitsschwan
kung in tangentialer Richtung bei über den Umfang der 
Blase konstant angenommener radialer Schwankungsge
schwindigkeit. Die turbulente Schubspannung ist im Rück
strömungsgebiet verhältnismäßig klein. Infolge der Schwan
kungsbewegung der Phasengrenzfläche ist die turbulente 
Schubspannung an der Grenzfläche am größten und klingt 
mit zunehmendem Abstand ab. Aus Bild 11 geht hervor, 
daß die durch Deformationsturbulenz hervorgerufene 
Schubspannung bereits nach einem Abstand von nur einem 
Blasenradius von der Oberfläche der Blase verschwunden 
ist. 

Der bezogene zeitliche Mittelwert der Tangentialge
schwindigkeit in der Grenzfläche einer formdynamischen 
Blase ist in Bild 12 in Abhängigkeit vom Umfangswinkel 
aufgetragen. Zum Vergleich ist auch die Tangentialge
schwindigkeit in der Grenzfläche einer formbeständigen Ku
gelblase für Potentialströmung (Re-+ eo) und für schleichen
de Umströmung (Re--+O) eingetragen. Für formdynamische 
Blasen wurde ein unsymmetrisches Geschwindigkeitsprofil 
erhalten. Aus Bild 12 ist zu erkennen, daß wegen der Wir
belbildung die Tangentialgeschwindigkeit der formdynami
schen Blase im hinteren Teil der Blase extrem klein ist. 

In Bild 13 ist die bezogene zeitlich gemittelte Tangential
geschwindigkeit in der Umgebung einer formdynamischen 
Blase über der radialen Koordinate dargestellt. Parameter 
ist der Umfangswinkel e. Der Verlauf der Tangentialge
schwindigkeit hat in der Nähe der Blasenoberfläche einen 
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Wendepunkt. Im Ablösegebiet ist die Tangentialgeschwin
digkeit in der Phasengrenzfläche sehr klein und nimmt erst 
in größerem Abstand von der Oberfläche größere Werte an. 

Betrachtet man die Tangentialgeschwindigkeit für den 
Umfangswinkel e=90° über der radialen Koordinate, so 
erhält man Bild 14. Neben dem Verlauf der zeitlich gemittel
ten Tangentialgeschwindigkeit der formdynamischen Blase 
sind die Profile für die Grenzfläche formbeständiger Kugel
blasen aufgetragen. Der Verlauf der Tangentialgeschwindig
keit einer formstabilen Kugelblase für Re= 200 wurde aus 
dem von U. Haas, H. Schmidt-Traub und H. Brauer [18] 
errechneten Feld der Stromfunktion umgerechnet. Außer
dem ist das Profil für die schleichende Umströmung einer 
starren Kugel eingetragen. 

Die zeitlich gemittelte Tangentialgeschwindigkeit in Ober
flächennähe ist für formdynamische Blasen bei gleicher Rey
nolds-Zahl wesentlich kleiner als für formbeständige Blasen. 
Es ist bemerkenswert, daß der stochastische Deformations
prozeß eine extrem kleine Tangentialgeschwindigkeit in der 
Nähe der Grenzfläche zur Folge hat. Das beruht aber auf 
der durch die Verformungen hervorgerufenen radialen Flu
idgeschwindigkeit, die ihr Maximum in der Phasengrenzflä
che hat und mit zunehmendem Abstand abnimmt. Die Ver
formungen der Blase bewirken zeitlich und örtlich eine Um
lenkung der Strömung quer zur Hauptströmungsrichtung. 
Durch die radiale Bewegung der Grenzfläche wird die tan
gentiale Fluidbewegung von der Blasenoberfläche verdrängt. 

Die Stromfunktion, die sich aus der Integration der Kon
tinuitätsgleichung ergibt, ist ein Maß für den Volumenstrom 
zwischen zwei Stromlinien. In Bild 15 ist als Beispiel das 
errechnete Stromlinienfeld um eine formdynamische Blase 
dargestellt. Die Stromlinien vermitteln einen Eindruck von 
den zeitlich gemittelten örtlichen Strömungsverhältnissen 

Bild 15. Linien konstanter zeitlich gemittelter Werte der Stromfunk
tion um eine formdynamische Blase. 

um eine formdynamische Blase. Das Ablösegebiet mit Ring
wirbel, das auf der Rückseite der Blase auftritt, ist ein 
typisches Kennzeichen für formdynamische Blasen und so
mit für Deformationsturbulenz. Bei der Umströmung 
formstabiler Kugelblasen kann ein solcher Ringwirbel nicht 
auftreten. 

5. Instationärer Stofftransport durch die Grenzfläche 
einer f ormdynamischen Blase 

Durch Formänderungen der in einer Flüssigkeit aufstei
genden Blase werden in der umgebenden Phase turbulenz
ähnliche Zustände erzeugt und dadurch außer Geschwin
digkeitsschwankungen auch zeitliche Partialdichteschwan
kungen verursacht. Der instationäre Stoffaustausch zwischen 
einer formdynamischen Blase und der umgebenden Flüssig
keit wird entsprechend dem in Kapitel 3 beschriebenen Mo
dell für eine volumengleiche Kugelblase berechnet. Die Wir
kung der Deformationsturbulenz auf den Stofftransport wird 
berücksichtigt. Es wird davon ausgegangen, daß die Stoff
größen sowie das Volumen der Blase konstant bleiben und 
keine weiteren Stoffquellen in der Flüssigkeit vorhanden 
sind. Die Stoffstromdichte der diffundierenden Komponente 
A soll so klein sein, daß die Dichte des Gemischs ebenfalls 
als konstant angesehen werden kann. Der molekulare 
Transport erfolgt allein durch Ficksehe Diffusion. Weiterhin 
wird die Annahme getroffen, daß die Geschwindigkeitsver
teilung um die Blase zeitlich unveränderlich ist. 

Wegen der Annahme sehr kleiner Stoffstromdichten wird 
die Strömung durch den Stofftransport nicht beeinflußt. Zur 
Berechnung des Stofftransports können daher die bereits 
berechneten Geschwindigkeitsfelder verwendet werden. 
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5.1 Berechnung des Konzentrationsfeldes 

5.1.l Stofftransportgleichung 

Voraussetzungsgemäß befindet sich der Stofftransportwi
derstand allein in der Umgebung der Blase. Hierdurch ist 
die Konzentration in der Blase vom Ort unabhängig und 
ändert sich nur mit der Zeit, so daß die Stofftransportglei
chung in der Blase entfällt. Ein Konzentrationsprofil tritt 
nur in der die Blase umgebenden Flüssigkeit auf. Die Stoff
transportgleichung für die umgebende Flüssigkeit lautet 

(123). 

Es bedeuten p A die Partial dichte, mA den Vektor der Mas
senstromdichte der diffundierenden Komponente A und t 
die Zeit 

Für den Stofftransport zwischen einer formdynamischen 
Blase und der umgebenden Flüssigkeit wird die Stofftrans
portgleichung für die zeitlichen Mittelwerte der Geschwin
digkeit und der Partialdichte aus GI. (123) entwickelt. Dazu 
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wird die momentane örtliche Geschwindigkeit w entspre
chend Gl. ( 40) und die momentane örtliche Partial dichte p A 

als Summe aus ihrem zeitlichen Mittelwert j5 A und der 
Schwankungsgröße p~ dargestellt: 

(124). 

Führt man Gl. (40) und (124) in GI. (123) ein, so ergibt sich 
die Stofftransportgleichung für turbulente Strömungen: 

Fom=O: (=0 

(p=l 

(131), 

(132). 

Das Konzentrationsfeld ist im zeitlichen Mittel zu den Stau
punktgeraden rotationssymmetrisch; daraus folgt die Rand
bedingung 

(133). 

In unendlicher Entfernung von der Blase ist die Partialdich-
(125). te unveränderlich: 

Der die Schwankungsgrößen enthaltene Term kann als zu
sätzliche turbulente Massenstromdichte aufgefaßt werden. 
Für das Zusatzglied in GI. (125) gilt damit die Gleichung 

V. w' p~ =V. mA,D-T (126). 

Die gesamte Massenstromdichte niA setzt sich aus dem zeit
lichen Mittelwert der molekularen Massenstromdichte niAm 

und der turbulenten Massenstromdichte niA,D-T zusammen: 

(127). 

Für die molekulare Massenstromdichte wird der Ficksehe 
Ansatz eingeführt. 

Zur Berechnung des Stofftransports wird das gleiche 
sphärische Koordinatensystem wie zur Berechnung des Im
pulstransports verwendet. Im sphärischen Koordinatensy
stem lautet die Stofftransportgleichung (125) in ausgeschrie
bener dimensionsloser Form: 

~+Re Sc (w* ~+ wt ~) 
oFom 2 ' or* r* or* 

=-1 [~ (r* 2 ~) +-1 ~ (sin 8 a,;)] 
r* 2 or* or* sin 8 08 08 

_Re Sc [-1-~ (r* 2 w'* (') 
2 r* 2 or* r 

1 a - ] +-- - (w'* (' sin 8) 
r* sin8 08 

(128). 

Außer den bereits bekannten Kennzahlen werden in dieser 
Gleichung und in weiteren folgende dimensionsfreie Größen 
verwendet: 

PA-PAoo 

PApo-PAoo 

PAp-H* PAoo 
(p PApo-H* PAoo 

örtliche dimensionslose 
Konzentration in der 
Flüssigkeit 

örtliche dimensionslose 
Konzentration in der 
Phasengrenzfläche 

(129), 

(130). 

Die Indizes kennzeichnen folgende Zustände: p Phasen
grenzfläche, oo große Entfernung von der Blase, 0 zur Zeit t 
=0. 

5.1.2 Anfangs- und Randbedingungen 

Zu Beginn des Konzentrationsausgleichs sind die Kon
zentrationen sowohl in der Blase als auch in der Flüssigkeit 
konstant. Die Anfangsbedingungen lauten also 
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r*= oo: (=0 (134). 

In der Phasengrenzfläche wird für alle Zeiten ein Konzen
trationsgleichgewicht entsprechend dem Henryschen Gesetz, 
GI. (34), angenommen. Diese Bedingung führt auf Grund der 
Definitionen für ( und (P gemäß GI. (129) und (130) zu 

(135). 

Da der Stofftransportwiderstand nur in der Umgebung der 
Blase auftritt, ist die Konzentration in der Blase örtlich 
konstant und allein eine Funktion der Zeit. Die Stoffstrom
dichte ist in der Phasengrenzfläche für beide Phasen gleich. 
Hieraus folgt als Grenzflächenbedingung 

r*=l: a,;pl = -3/2 s (0(2) sin 8 d8 
oFom H* 0 or* P 

(136). 

Die Konzentration (P1 ist gleich (P 2 und ebenfalls gleich der 
mittleren Konzentration [ 1 in der Blase. 

5.1.3 Mathematischer Ansatz zur Berechnung 
der turbulenten Massenstromdichte 

Um GI. (128) für den Stofftransport in einer turbulenten 
Strömung lösen zu können, müssen die zeitlichen Mittelwer
te des Produktes aus der Schwankungsgeschwindigkeit und 
der Schwankungskonzentration bekannt sein. Wegen der 
Kompliziertheit des turbulenten Austauschvorgangs gibt es 
noch keine rationelle Theorie, die eine rein rechnerische 
Ermittlung dieser Mittelwerte ermöglicht. Bei dem aufzu
stellenden Ansatz über den Verlauf von Funktionen oder 
mindestens zur Festlegung von Zahlenwerten sind zusätzli
che Hypothesen und experimentelle Aussagen erforderlich. 
Zur mathematischen Behandlung des Problems muß die 
von der Schwankungsbewegung hervorgerufene Massen
stromdichte mit den zeitlichen Mittelwerten der Geschwin
digkeit und der Konzentration verknüpft werden. 

Da der Konzentrationsgradient in radialer Richtung sehr 
groß ist, bewirkt eine Bewegung senkrecht zur Blasenober
fläche eine größere momentane örtliche Konzentrations
differenz als in Richtung parallel zur Oberfläche. Zur Ver
einfachung der Rechnungen soll daher angenommen wer
den, daß die von den Schwankungsgeschwindigkeiten in 8-
Richtung hervorgerufene turbulente Massenstromdichte sehr 
klein ist gegenüber den Schwankungsbewegungen in r-Rich
tung. Von den drei Komponenten der turbulenten Massen
stromdichte nach GI. (126) soll daher nur die turbulente 
Massenstromdichte in radialer Richtung niAr,D-T berück
sichtigt werden. 

In Analogie zu dem Ansatz für die molekulare Massen
stromdichte wird für die turbulente Massenstromdichte ein 
turbulenter Austauschkoeffizient des Stoffes em, D-T einge-
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führt. Für die turbulente Massenstromdichte gilt somit der 
Ansatz 

(137). 

Wird dieser Ansatz in GI. (128) eingeführt und die Ge
schwindigkeitskomponenten entsprechend GI. (68) und (69) 
durch die Stromfunktion '!'* ersetzt, so ergibt sich die Stoff
transportgleichung in der Form 

a~ ReSc (o'I'* a~ o'l'* a~) --+ ------
oFom 2r* 2 sin e or* ae ae or* 

1 { a [ *2 ( s,,. D-T) a~] 
= r* 2 or* r 1 +~ or* 

1 a ( . a~)} 
+sine ae smeae (138). 

Aus dem Vergleich zwischen theoretisch-numerisch und 
experimentell bestimmten Werten für den stationären Stoff
austausch an formdynamischen Blasen fand H. Glaeser 
[128] folgende Gleichung für den bezogenen turbulenten 
Austauschkoeffizienten: 

e (r*-1) 
rn.D-T =3 34.10- 5 Re 1•45 Sc---

D ' r* 6 
(139). 

Für die verschiedenen Werte der Reynolds-Zahl und der 
Schmidt-Zahl wurde der Austauschkoeffizient berechnet und 
in Bild 16 in Abhängigkeit von der radialen Koordinate 
dargestellt. Ausgehend von der Blasenoberfläche bei r* = 1 
steigt der Austauschkoeffizient steil an, durchläuft ein ausge
prägtes Maximum und fällt dann wieder ab. 

5.1.4 Mittlere Konzentration 
und Sherwood-Zahlen 

Die dimensionslose mittlere Konzentration [ 1 in der Bla
se ist gleich der an der Phasengrenzfläche ~P 1 . Sie ist ein 
Maß für die Stoffmenge, die zwischen der Blase und der 
umgebenden Flüssigkeit noch übertragen werden kann. 

Die Berechnung der Sherwood-Zahlen geht von der Defi
nition eines von der Zeit t und vom Umfangswinkel e 
abhängigen Stoffübergangskoeffizienten ß0, aus: 

(140). 

Mit dem Ficksehen Gesetz, 

(141), 

erhält man nach Einführen der dimensionslosen Schreibwei
se die Berechnungsgleichung für die örtliche momentane 
Sherwood-Zahl: 

She, = - ~* (:r~*) P 
(142), 

mit 

Sh =ße,dv 
Ot D (143). 
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~ 70 ~-~~---~ 
4 Sc =500 

,.,<60 
Re= 200 

1i 5 0 l-t---tf----4f----4f----l 

:~ 
~ 40 t+--H--f---f-----i 

0 :s 30 tt--t-+>'--f--~f-----i 
"' 5 2 0 11+--+(..L:-"-l-.L"'-"'!----l 

"@ 
"'l 10 ~--l"""'=f~rt"°--1 
-e .2 0 &::::::::=!::=!~i....;::::t::::=o.J 

!li 1,0 2,0 3,0 1,0 2,0 3,0 
.Q 
Fh.16 radiale Koordinate r* 

Bild 16. Bezogener turbulenter Austauschkoeffizient in Abhängigkeit 
von der radialen Koordinate für Sc=500 und Re=200. 

Parameter sind die Reynolds-Zahl und die Schmidt-Zahl. 

Durch Integration über die Oberfläche der Blase erhält man 
den Flächenmittelwert der momentanen Sherwood-Zahl: 

1 • ( a~ ) Sh= --f - sin8d8 
' H* 0 or* v 

(144). 

Eine weitere Integration liefert die über die Fläche und die 
Zeit gemittelte Sherwood-Zahl: 

1 Fom 

Sh=- J Sh,dFom 
Fom o 

(145). 

Die mittlere Konzentration in der Blase, die mit der an der 
Blasenoberfläche übereinstimmt, läßt sich unter Verwen
dung des Ficksehen Gesetzes, GI. (140), und der Definitions
gleichungen (129) und (130) auch mit Hilfe der mittleren 
Sherwood-Zahl ausdrücken. Sie lautet 

5.2 Hinweise zur numerischen Lösung 
der Stofftransportgleichung 

(146). 

Das Konzentrationsfeld in der Umgebung einer formdy
namischen Blase wird durch GI. (138) beschrieben. Nur für 
sehr kurze und sehr lange Zeiten lassen sich die Differential
gleichungen für das Konzentrationsfeld so weit vereinfachen, 
daß sich geschlossene Lösungen angeben lassen. Die Lö
sungsmethode ist in dem Buch von H. Brauer und D. Me
wes [118] ausführlich beschrieben, und die dafür geltenden 
Gleichungen sind in Abschnitt 2.4.2 angegeben. Die Lösung 
der vollständigen Stofftransportgleichung, Gl. (138), erfolgt 
auf numerischem Wege. In der Nähe der Blasenoberfläche 
treten sehr große Konzentrationsgradienten auf. Durch Ein
führen der Koordinatentransformation gemäß GI. (97) ist es 
möglich, die Ergebnisse der numerischen Lösung zu verbes
sern. Die Stofftransportgleichung erhält damit die Form 

(147). 

Entlang den Staupunktgeraden liefert eine Grenzwertbestim
mung nach der Regel von Bernoulli-L'Hospital die Bezie
hung 

25 



~ezz Re Sc 82 P* 8~ 
8Fom 2e' cos 8 fJe2 8z 

=~ ~ [e" (1 + em,D-T) 8~] +2 82~ 
ez 8z D 8z 882 

(148), 

Zur numerischen Berechnung der Konzentrationsverteilung 
wird ebenso wie zur Berechnung des Impulstransports das 
Crank-Nicolson-Verfahren angewendet. Das Differenzennetz 
wurde bereits in Bild 9 dargestellt und in Abschnitt 4,3 er
läutert. 

Die Differenzengleichung, mit der die Differentialglei
chung (148) approximiert wird, lautet in allgemeiner 
Schreibweise: 

Tabelle 3. Flüssigkeitskennzahl und Rec von Luftblasen verschiede
ner Flüssigkeiten bei einem Druck von 1 bar [1; 32; 156]. 

Flüssigkeit 

Wasser 

86 % Glyzerin u. Wasser 
75 % Glyzerin u. Wasser 
55 % Glyzerin u. Wasser 
29 % Glyzerin u. Wasser 
Äthylalkohol 
30 % Äthylalkohol u. Wasser 

8 % Äthylalkohol u. Wasser 
Nitrobenzol 
Toluol 
Isoamylalkohol 
Äthylacetat 
80 % Essigsäure u. Wasser 

Temperatur KF 

K 

285,85 1,848-1010 

303,15 5,938·10 10 

293,15 1,0·101 

288,85 3,968·103 

285,65 2,667. \06 

295,15 1,613·109 

285,65 2,577·108 

306,95 2,326·107 

285,95 1,412· 109 

287,45 2,95-107 

284,95 1,05-10 10 

297,65 1,245·106 

298,15 2,538·1010 

284,85 2,404·107 

Rec 

1143 
1530 

5,5 
24,6 

125,27 
621,25 
392,8 
215,3 
600,97 
406,3 
992,4 
103,56 

1237,3 
217,1 

.:) Fom ~ = O'.:) z ~n + 1 + ( 1- O') .:) z ~n 

+ O' .:) 9 ~n + 1 + ( 1 - O') .:) 9 ~n (149). 7 % Natriumchlorid u. Wasser 
3,5 % Natriumchlor,id u. Wasser 

283,75 
285,65 

1,244-1010 1035,3 
1,698-1010 1119 

Hierin haben die eingeführten Abkürzungen folgende Be
deutung: 

.5 ~=~~[ezz(l+em,D-T)8~]+ ReSc 8P* ~ 
z ez 8z D 8z 2ezsin8 88 8z 

Re Sc (8'P* 8~) 
2e' sin 8 8z 88 

(150), 

(151 ), 

(152). 

Entsprechend den Differenzenformeln GI. (92) bis (95) und 
dem Crank-Nicolson-Faktor a=0,5 ergibt sich das Glei
chungssystem zur Bestimmung der unbekannten Konzentra
tion zum Zeitpunkt Fo~+ 1 : 

(153). 

R" bedeutet analog zu GI. (107) den Differenzenausdruck 
zum Zeitpunkt Fo~: 

(154). 

Tabelle 4. Angaben zu den Meßwerten in der Literatur. 

Stoffsystem Temp. Durch-
Blase/Flüssigkeit K messer 

dv in mm 

C02/Wasser 293,15 0,7 - 8,4 

C02/Wasser - 6 

C02jWasser 293,15 8 -42 

CO 2/W asser 296,65 ) 
C02/wäßrige 298,15 

Glucoselösung 297,15 5 -16 
298,55 
299,75 
298,15 

C02/Wasser 389,15 5 -20 

C02/Wasser 291,95 10 -22 
C02/Wasser 293,15 4,6- 8,5 
C02/Wasser 293,15 6,35 

C0 2/Wasser 298,15 8,6 
0 2 /Wasser 293,15 5,3- 7,2 
0 2 /Wasser 289,15 7,3 

C02/Wasser 287,15 2,7- 2,9 

C02jWasser 298,15 9 -13 

Sc 

6,33. 102 

Experimentatoren 

von Bogdandy, Rutsch u. 
Stranski [76] 

Deindoerfer u. Humphrey 
[77] 

~l: !~ l ::;.: ~~:,:,~::81] 
2,80 · 105 

1,43 · 106 

8,10 · l 02 Davenport, Richardson u. 

7,91-102 

6,43·102 

5,6 · 102 

4,6 · 102 

4,8 · 102 

6,0 · 102 

8,0 . 102 

Bradshaw [82] 
Guthrie u. Bradshaw [87] 
Koide, Orito u. H ara [88] 
Towell, Strand u. 

Ackerman [93] 
I shii u. Johnson [96] 
Yoshida u. Akita [97] 
Deckwer, Burckhart u. 

Zoll [99] 
Deckwer, Adler u. 

Zaidi [100] 
Lindt [155] 

Für die beiden Staupunktgeraden ergeben sich aus GI. (148) Tabelle 5. Henry-Zahl H* einiger Stoffe. 
die Abkürzungen: 

(155), 
Re Sc 82 'P* o~ + ---

2e" cos 8 ()82 oz 

(156). 

Für die vordere Staupunktgerade erhält man mit 

(157) 

das Gleichungssystem zur Bestimmung der Konzentration: 

(158). 
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Stoffsystem 273,15 K 288,15 K 293,15 K 298,15 K 

NH 3/Wasser 0,01687 0,01972 0,02062 0,02178 
S02/Wasser 0,1326 0,221 0,2587 0,3063 
C02jWasser 0,58 0,937 1,072 1,153 
0 2/Wasser 20,5 27,8 30,37 43,57 

Zur Berechnung der Konzentration auf der hinteren Stau
punktgeraden werden GI. (157) und (158) und die Funktions
werte an den Gitterpunkten j = M und j = M -1 anstelle der 
Punkte j = 1 und j = 2 verwendet. 

Wegen des steilen Konzentrationsabfalls in der Nähe der 
Blasenoberfläche werden variable Schrittweiten für die Be
rechnung des Konzentrationsfeldes eingeführt und die Werte 
der Stromfunktion entsprechend interpoliert. Für die Inter
polation wird ein Polynom dritten Grades verwendet. 

Zur Verbesserung des Konvergenzverhaltens wird wie für 
die Berechnung des Impulstransports das Verfahren der suk-
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zessiven Überrelaxation nach GI. (112) angewendet. Der op
timale Relaxationsfaktor ergab sich zu w~=0,6. 

Die numerische Berechnung des Konzentrationsgradien
ten an der Blasenoberfläche ist zur Berechnung der Sher
wood-Zahlen erforderlich. Die Differenzengleichung ent
spricht GI. (118). Die örtliche Sherwood-Zahl nach GI. (142) 
lautet damit 

11(1 -18(2 .+9(3 .-2(4. 
Sh - ·1 •1 •1 •1 

8' 3H* ~z 
(159). 

Die Bestimmung der momentanen Sherwood-Zahl nach 
GI. (144) und der Konzentration in der Blase nach GI. (136) 
erfolgt nach der Simpsonschen Regel. Die mittlere Sher
wood-Zahl wird nach GI. (145) mit der Trapezregel berech
net. 

5.3 Darstellung und Diskussion einiger Ergebnisse 

Zur Berechnung des instationären Stofftransports in der 
Umgebung einer formdynamischen Blase wurde das in Ab
schnitt 4.4 diskutierte Geschwindigkeitsfeld verwendet. Die 
Reynolds-Zahl wurde im Bereich 200 ~Re~ 6000, die 
Schmidt-Zahl im Bereich 0,5~Sc~1,0 · 105 und die Henry
Zahl im Bereich 1~H*~100 variiert. 

Die Stoffdaten der in der Literatur häufig verwendeten 
Stoffsysteme sind in Tabelle 3 bis 5 zusammengestellt. In 
Tabelle 3 sind die Flüssigkeitskennzahl KF und der Grenz
wert der Reynolds-Zahl Rec für Luftblasen in verschiedenen 
Flüssigkeiten bei einem Druck von 1 bar und bei verschiede
nen Temperaturen zusammengefaßt. Die Schmidt-Zahl Sc 
sowie die Henry-Zahl H* sind für einige Stoffsysteme in 
Tabelle 4 und 5 zu finden. 

5.3.1 Örtliche und mittlere Konzentration 

Zunächst werden anhand von Bild 17 die in qualitativer 
Form angegebenen Konzentrationsprofile in Phase 1 und in 
Phase 2 erläutert, die zu verschiedenen Zeiten auftreten. Da 
der Stofftransportwiderstand allein in der Umgebung liegt, 
ist der Diffusionskoeffizient D 1 größer als der Diffusionsko
effizient D2 , und die Partialdichte PAi ist in der Blase unab
hängig vom Radius. Ferner wird angenommen, daß H* > 1 
und deshalb PAip>PAzp ist. Zur Zeit t=O ist die Partial
dichte p A 10 > 0. Nach Einsetzen des Stofftransports wird die 
Partialdichte in der Blase kleiner, bis sie schließlich für 
t = oo den Gleichgewichtswert annimmt. Für eine Zwischen
zeit t ist auch der Verlauf der dimensionslosen Konzentra
tion ( in Bild 17 dargestellt. 

Die Lösung der Differentialgleichung führt unter Beach
tung der Anfangs- und Randbedingungen zu der folgenden 
allgemeinen Gleichung für die örtliche Konzentration in der 
die Blase umgebenden Flüssigkeit: 

(160). 

Hieraus erhält man alle weiteren für das Konzentrationsfeld 
interessierenden Größen, insbesondere auch den an der 
Phasengrenzfläche auftretenden Gradienten. Mit r* = 1 folgt 
aus GI. (160) die allgemeine Beziehung für die Konzentra
tion in der Grenzfläche (( = (P), die zugleich die Konzentra
tion in der Blase ist: 

(161 ). 

In Bild 18 ist die örtliche Konzentration ( für 8 = 0° und 
8=180° in Abhängigkeit von der radialen Koordinate r* für 
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Fh.17 

ll.1op t = o 
ll.2op 

ll,20 =9A2"'=const 

Phase 2 
Flüssigkeit 

zur Zeit t 

1 = 00 

Bild 17. Konzentrationsprofile innerhalb und außerhalb der aufstei
genden Blase. 
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Bild 18. Örtliche Konzentration in Abhängigkeit von der radialen 
Koordinate für Re=200, Sc=500 und H*=l. 

Parameter sind die Fourier-Zahl und der Umfangswinkel. 
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Bild 19. Örtliche Konzentration in Abhängigkeit von der radialen 
Koordinate für Re=200, Sc=500 und H*=lO. 

Parameter sind die Fourier-Zahl und der Umfangswinkel. 
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Bild 20. Örtliche Konzentration in Abhängigkeit von der radialen 
Koordinate für Re=200, Sc=500, H*=l und Fom=l,0·10-3 • 

Parameter ist der Umfangswinkel. 
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Bild 21. Mittlere Konzentration in der Blase in Abhängigkeit von der 
Fourier-Zahl für Re= 200 und H* = 1. 

Parameter ist die Schmidt-Zahl. 

...J-1,0 
c: 
.e os 0 , ... c: 0,6 
"' "' ~ 0,4 

~ 0,2 

i 0,0 -5 
10 

Fh.22 

-..... !"--.,.._ 
" )":::" 1' ]'-,._ ""~ 

[\ 

1\ 1\ t'\ 1\ I'\ '~ 
Sc=1i?s\ 102:\ 1~/,\ !\// 1\-10 \ t'; 0,5 

1 1\ 1\ j 5oci)\ \ ' 1 > \ 
\ 1 \ 

1 " _!"{ "' '\ \ 
i' ['..._i'. 

163 162 161 

Fourier-Zahl Fom 

Re =200 
H* = 10 

~ 
101 

Bild 22. Mittlere Konzentration in der Blase in Abhängigkeit von der 
Fourier-Zahl für Re= 200 und H* = 10. 

Parameter ist die Schmidt-Zahl. 
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Bild 23. Mittlere Konzentration in der Blase in Abhängigkeit von der 
Fourier-Zahl für Re= 400 und H* = 1. 

Parameter ist die Schmidt-Zahl. 
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Bild 24. Mittlere Konzentration in der Blase in Abhängigkeit von der 
Fourier-Zahl für Re= 800 und H* = 1. 

Parameter ist die Schmidt-Zahl. 
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Bild 25. Mittlere Konzentration in der Blase in Abhängigkeit von der 
Fourier-Zahl für Re= 1000 und H* = 1. 

Parameter ist die Schmidt-Zahl. 
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die Henry-Zahl H* = 1, die Reynolds-Zahl Re=200 und die 
Schmidt-Zahl Sc= 500 aufgetragen. Bild 19 zeigt ebenfalls 
die örtliche Konzentration ~ für !} = 0° und 180° in Abhän
gigkeit von der radialen Koordinate r* für die Henry-Zahl 
H* = 10, Reynolds-Zahl Re= 200 und die Schmidt-Zahl Sc 
=500. Als weiterer Parameter dient die Fourier-Zahl Farn. 
Wie aus diesen Bildern hervorgeht, zeigt der örtliche Kon
zentrationsverlauf auf der vorderen und hinteren Staupunkt
geraden bei kleinen Zeiten (Fom-->O) keine Unterschiede. Es 
wurde in Abschnitt 2.4.2 bereits darauf hingewiesen, daß der 
Stofftransport für sehr kurze Zeiten unabhängig vom Be
wegungszustand der die Blase umgebenden Flüssigkeit ist. 
Die örtliche Konzentration ist daher bei kurzen Zeiten un
abhängig vom Winkel e. Mit wachsender Fourier-Zahl ver
größert sich der Einfluß des konvektiven Transports. In der 
Umgebung des vorderen Staupunkts (bei 8=0°) wird eine 
besonders dünne Konzentrationsgrenzschicht durch die der 
Diffusion entgegengerichtete Konvektion entwickelt, so daß 
sich ein sehr steiler Konzentrationsgradient einstellt. Die 
Grenz~chichtdicke wächst mit größer werdendem Winkel 8. 
Auf der Rückseite der Blase bildet sich eine in die Nach
laufströmung reichende Konzentrationsschleppe aus. 

Wie bereits in Abschnitt 4.4 eingehend erläutert wurde, ist 
die Nachlaufströmung bei der formdynamischen Blase im 
Gegensatz zur formstabilen Blase durch den Ringwirbel ge
kennzeichnet. In Bild 20 ist die örtliche Konzentration ~ in 
Abhängigkeit von der radialen Koordinate r* für eine Fou
rier-Zahl Fom=l,0· 10- 3, die Reynolds-Zahl Re=200, die 
Schmidt-Zahl Sc= 500 und die Henry-Zahl H* = 1 aufge
tragen. Der steilste Konzentrationsabfall ist, wie auch in 
Bild 18 und 19, für die vordere Staupunktgerade mit 8=0° 
festzustellen. Im Anströmbereich schwimmen die frischen 
Flüssigkeitselemente auf die Blasenoberfläche zu. Damit ge
langt ständig von der diffundierenden Komponente A freie 
Flüssigkeit in die Nähe der Phasengrenzfläche. Auch im 
Rückströmgebiet strömt die Flüssigkeit in Richtung zur 
Blasenoberfläche. Der Konzentrationsabfall ist jedoch für 8 
= 180° nicht ganz so steil wie auf der vorderen Staupunkt
geraden. Der Konzentrationsabfall ist für den Bereich des 
Ablösepunktes am flachsten, wie das Konzentrationsprofil 
in Bild 20 für den Winkel 8=126° zeigt. 

Für noch größere Werte der Reynolds-Zahl Re und der 
Schmidt-Zahl Sc wird die Komponente A durch die Defor
mationsturbulenz in erhöhtem Maße von der Blasenoberflä
che in die umgebende Flüssigkeit transportiert. Damit ergibt 
sich an der Blasenoberfläche ein steilerer Konzentrations
gradient. Das Auftreten von Konzentrationsänderungen be
schränkt sich auf einen sehr engen, phasengrenznahen Be
reich. Dies besagt also, daß der Stofftransport bei formdyna
mischen Blasen durch benachbarte Blasen praktisch nicht 
beeinflußt wird. 

Die im Zeitintervall zwischen t = 0 und t über die Grenz
fläche transportierte Masse MA ist gleich der Änderung der 
Komponente A im Inneren der Blase: 

(162). 

Mit p Al wird der volumetrische Mittelwert der Konzentra
tion in der Blase zur Zeit t bezeichnet und ist gleich der 
mittleren Konzentration an der Phasengrenzfläche PAip· 

Werden in GI. (162) die mittlere Konzentration ~P nach GI. 
(130) und die Henry-Zahl H* nach GI. (34) eingeführt und 
die Gleichung umgeordnet, so ergibt sich 
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(163). 

Die übergegangene Masse MA läßt sich bei Kenntnis der 
mittleren Konzentration ~P für eine gegebene Fourier-Zahl 
Fom berechnen. 

Die dimensionslose mittlere Konzentration ~ 1 in der Bla
se ist gleich der an der Blasenoberfläche ~p· Sie hat den 
Wert 1 bei Fom=O und wird mit wachsender Zeit kleiner. 
Der zeitliche Verlauf der Konzentration in der Blase ~P wird 
bei konstanter Reynolds-Zahl Re= 200 und für verschiedene 
Werte der Schmidt-Zahl, 0,5~Sc~l,0·105 , in Bild21 und 
22 für die Henry-Zahlen H* = 1 und H* = l 0 dargestellt. 
Diese Kurven zeigen, daß die Konzentration ~P in der Blase 
bei größerer Henry-Zahl H* langsamer absinkt. Dieses Er
gebnis ist auch zu erwarten, da gemäß Bild 17 und der 
Definition der Henry-Zahl H* die größere Henry-Zahl den 
größten Sprung der Konzentration an der Phasengrenzflä
che bedeutet und damit das für den Stofftransport maßge
bende Konzentrationsgefälle p Ap - p Aoo mit zunehmender 
Henry-Zahl abnimmt. 

Mit wachsender Schmidt-Zahl, also mit zunehmendem 
konvektiven Einfluß, gehen die zeitlichen Konzentrationsän
derungen bei konstanter Henry-Zahl schneller gegen den 
Grenzwert ~P=O. In Bild 23 bis 27 ist die Konzentration ~P 
in der Blase in Abhängigkeit von der Zeit bei konstanter 
Henry-Zahl H* = 1 für verschiedene Werte der Reynolds
Zahl dargestellt. Ein weiterer Parameter ist die Schmidt
Zahl Sc, die in dem in der Praxis häufig aµftretenden 
Bereich 102 ~Sc~ 105 variiert wurde. Aus den Bildern er
kennt man, daß der Abbau der Konzentration ~P in der 
Blase um so schneller erfolgt, je größer die Kennzahl Re Sc 
ist. Der Stofftransport wird mit wachsenden Werten der 
Kennzahl Re Sc auf Grund der verstärkten Konvektion grö
ßer. Jedoch zeigen die Kurven für verschiedene Reynolds
Zahlen und Schmidt-Zahlen bei kleiner werdender Konzen
tration ~P in der Blase einen ähnlichen Verlauf, der den 
verlangsamten Abbau der Konzentration bedeutet. Dies ist 
darauf zurückzuführen, daß der für den Stofftransport maß
gebende Konzentrationsgradient mit abnehmender Konzen
tration ~P in der Blase trotz der hohen Konvektion auf 
jeden Fall klein wird. 

5.3.2 Örtliche und mittlere Sherwood-Zahl 

In Bild 28 ist die örtliche momentane Sherwood-Zahl Sh 9, 

in Abhängigkeit vom Winkel 8 für die Reynolds-Zahl Re 
= 200, die Schmidt-Zahl Sc= 500 und die Henry-Zahl H* 
= 1 dargestellt. Weiterer Parameter ist die Fourier-Zahl 
Fom. Da die örtliche Sherwood-Zahl bei kleinen Zeiten von 
dem Umfangswinkel 8 unabhängig ist und sehr große Werte 
annimmt, wurden in Bild 28 nur die Kurven für fortgeschrit-

.:t 1,0 
<: 
.g 0,8 
e 
<= 0,6 
"' "' ~ o.• 
~ 0,2 

-

i 0,0 -7 
10 

Fh.26 

1 
~ 

~ rt-::: ~ ~ .....__, Re= 2000 

' '--.._ H·= 1 

~ ~\ " N "1 ~ '~ 
IO"f ~- 103\ 1\ so1~ 102 Sc::10 5 ;\ 

\ \ \ 
~ 1\ 

' ~"" 1 ' ~ I'-. ~ i 

IÖ5 1Ö4 IÖ1 

Fourier-Zahl 

Bild 26. Mittlere Konzentration in der Blase in Abhängigkeit von der 
Fourier-Zahl für Re= 2000 und H* = 1. 

Parameter ist die Schmidt-Zahl. 
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Bild 27. Mittlere Konzentration in der Blase in Abhängigkeit von der 
Fourier-Zahl für Re=6000 und H* = 1. 

Parameter ist die Schmidt-Zahl. 
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Bild 28. Örtliche Sherwood-Zahl in Abhängigkeit vom Umfangswin
kel für Re= 200, Sc= 500 und H* = 1. 

Parameter ist die Fourier-Zahl. 
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Bild 29. Örtliche Sherwood-Zahl in Abhängigkeit vom Umfangswin
kel für Re=200, Sc=SOO und H*=to. 

Parameter ist die Fourier-Zahl. 
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Bild 30. Momentane Sherwood-Zahl in Abhängigkeit von der Fou
rier-Zahl für Re=200 und H*=l. 

Parameter ist die Schmidt-Z~hl. 
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Bild 33. Mittlere Sherwood-Zahl in Abhängigkeit von der Fourier
Zahl für Re= 200 und H* = l. 
Parameter ist die Schmidt-Zahl. 
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Bild 31. Momentane Sherwood-Zahl in Abhängigkeit von der Fou- Bild 34. Mittlere Sherwood-Zahl in Abhängigkeit von der Fourier-
rier-Zahl für Re= 200 und H* = 10. Zahl für Re= 200 und H* = 10. 
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Bild 32. Mittlere Sherwood-Zahl in Abhängigkeit von der Fourier
Zahl für Re = 200. 

Parameter sind die Henry-Zahl und die Schmidt-Zahl. Grenzkurve a nach 
GI. (35) und b nach GI. (36). 

tene Zeiten aufgetragen, wenn die Konvektion einen Einfluß 
auf den Stofftransport ausübt. Die örtliche Sherwood-Zahl 
Sh0, hat wegen des steilen Konzentrationsgradienten im vor
deren Staupunkt den größten Wert. Im Gegensatz zur 
formstabilen Blase hat die örtliche Sherwood-Zahl bei form
dynamischer Blase ihr Minimum nicht auf dem hinteren 
Staupunkt. Unter der Einwirkung des Ringwirbels wird die 
örtliche Sherwood-Zahl im Bereich von 0 = 180° wieder erhöht. 
An der Stelle, wo das Flüssigkeitselement mit der Kom
ponente A angereichert ist, hat die örtliche Sherwood-Zahl 
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Bild 35. Mittlere Sherwood-Zahl in Abhängigkeit von der Fourier
Zahl für Re= 200 und H* = 100. 

Parameter ist die Schmidt-Zahl. 

ihr Minimum. Dieses Minimum verschiebt sich mit der Zeit 
zum Ablösepunkt. Für große Zeiten kann die Anreicherung 
des Fluidelements so stark sein, daß in der umgebenden 
Flüssigkeit lokal eine höhere Konzentration auftritt als in 
der Blase. Hierdurch erhält die örtliche Sherwood-Zahl den 
negativen Wert. 

Bild 29 zeigt die örtliche momentane Sherwood-Zahl Sh6, 

in Abhängigkeit von dem Umfangswinkel 0 für H* = 10. Da 
mit wachsenden Werten von H* die Löslichkeit abnimmt, 
ist die örtliche Sherwood-Zahl dementsprechend geringer. 
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Trotz der schwachen Löslichkeit sind die Unterschiede von 
Sh81 wegen der Konvektion sehr groß. Dies geht aus Bild 29 
hervor, in dem für die Ordinate ein anderer Maßstab ge
wählt wurde als für Bild 28. 

Die im Zeitpunkt t von der formdynamischen Blase ab
gegebene gesamte Stoffstromdichte mA, wird nach der Bezie
hung 

(164) 

berechnet. Hierin ist ß, ein über den Blasenumfang gemittel
ter momentaner Stoffübergangskoeffizient, der bei dimen
sionsloser Schreibweise durch die momentane Sherwood
Zahl Sh, ersetzt wird. Der zeitliche Verlauf der momenta
nen Sherwood-Zahl bei konstanter Reynolds-Zahl (Re= 200) 
und verschiedenen Werten der Schmidt-Zahl (0,5 ~Sc~ 105 ) 

ist in Bild 30 für H* = 1 und in Bild 31 für H* = 10 aufgetra
gen. Die Kurven zeigen, daß die momentane Sherwood-Zahl 
am Anfang des Stofftransportvorgangs steil abnimmt, da
nach fast zeitlich konstant bleibt und schließlich rasch ab
klingt. Am Anfang des Prozesses werden die Stoffe rein 
molekular transportiert. Während eines begrenzten Zeitab
schnitts ergibt sich eine dominante Einwirkung der von der 
Zeit unabhängigen Konvektion, so daß die momentane 
Sherwood-Zahl eine Zeitlang konstant bleibt, obwohl die 
Konzentration der Blase ständig abnimmt. Anschließend 
nimmt die Konzentration ~P in der Blase zeitlich wieder 
sehr schnell ab. Je größer die Schmidt-Zahl ist, desto früher 
wirkt sich die Konvektion aus. 

Mittelt man die momentane Sherwood-Zahl Sh, über die 
Austauschzeit t, so erhält man die mittlere Sherwood-Zahl 
Sh. Mittels des Stoffübergangskoeffizienten ß, der in der 
Definition der mittleren Sherwood-Zahl Sh enthalten ist, 
läßt sich die bis zum Zeitpunkt t insgesamt durch die Bla
senoberfläche hindurchgetretene Masse MA berechnen: 

( 165). 

In Bild 32 ist die mittlere Sherwood-Zahl Sh über der Fou
rier-Zahl F am bei konstanter Reynolds-Zahl Re= 200 für 
einige Werte der Schmidt-Zahl dargestellt; ein weiterer Para
meter ist die Henry-Zahl H*. Mit b wird die nach GI. (36) 
berechnete Grenzkurve bezeichnet, der sich alle Kurven mit 
wachsender Fourier-Zahl annähern. Im Bereich sehr kleiner 
Werte für Farn werden die Kurven durch das Grenzgesetz 
gemäß GI. (35) wiedergegeben. Aus Bild 32 geht hervor, daß 
die Sherwood-Zahl mit steigender Henry-Zahl H* kleiner 
wird. 

Wie in vorangegangenen Abschnitten erläutert wurde, be
deuten steigende Werte der Henry-Zahl, daß der Konzentra
tionssprung in der Phasengrenzfläche größer wird und 
gleichzeitig der für den Stofftransport in der Flüssigkeit 
maßgebende Konzentrationsgradient an der Phasengrenzflä
che kleiner wird. Bemerkenswert am Verlauf der in Bild 32 
dargestellten Kurven ist ihre Annäherung an die gemeinsa
me Grenzkurve b. Das heißt, daß für Farn-> oo der Einfluß 
von H* verschwindet. Das ist darauf zurückzuführen, daß 
die Konzentrationen in der Phasengrenzfläche für F am-> oo 
in jedem Fall gegen null streben, unabhängig davon, wie 
groß H* ist. 

Für den Fall Re= 200 und H* = l ist die mittlere Sher
wood-Zahl in Bild 33 für verschiedene Werte der Schmidt
Zahl dargestellt. Die in Bild 33 angegebenen Kurven weisen 
für größere Werte der Kennzahl Re Sc Bereiche auf, in 
denen die mittlere Sherwood-Zahl von der Fourier-Zahl 
unabhängig und somit konstant ist. Auf diesen Sachverhalt 
hat H. Brauer [118] bereits hingewiesen und erläutert, daß 
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in diesem Bereich der konvektive Stofftransport allein be
stimmend ist. Diese Tendenz ist in Bild 34 bei der Henry-Zahl 
H* = 10 und noch deutlicher in Bild 35 bei der Henry-Zahl 
H* = 100 zu erkennen. Das Kurvenfeld zeichnet sich da
durch aus, daß sich der Bereich, in dem die Sherwood-Zahl 
von der Fourier-Zahl als unabhängig anzusehen ist, mit 
zunehmenden Werten für die Kennzahl Re Sc ausweitet. 
Diese Tendenz bleibt insbesondere für höhere Reynolds
Zahlen erhalten. 

Dies geht aus Bild 36 bis 40 hervor, in denen die mittlere 
Sherwood-Zahl für höhere Reynolds-Zahlen und verschiede
ne Werte der Schmidt-Zahl dargestellt ist. Die Unabhängig
keit der Sherwood-Zahl von der Fourier-Zahl ist dadurch 
bedingt, daß der zeitabhängige, rein molekulare Stofftrans
port im Vergleich zu dem zeitunabhängigen, konvektiven 
Transport vernachlässigbar klein wird [118]. Das ist, wie in 
Bild 36 bis 40 zu sehen ist, um so eher der Fall, je größer 
die für den konvektiven Transport maßgebende Kennzahl 
Re Sc ist. 

In Bild 41 ist die Abhängigkeit der mittleren Sherwood
Zahl von der Fourier-Zahl für die Schmidt-Zahl Sc= 500 
und verschiedene Reynolds-Zahlcn dargestellt; ein weiterer 
Parameter ist die Henry-Zahl. Um die während des Stoff
transports durch die Phasengrenzfläche erzielte Stoffaus
tauschleistung abzuschätzen, werden in Bild 41 Linien für 
~P=0,99 und ~P=0,5 aufgetragen. Die Kurven zeigen deutlich, 
daß der Einfluß der Konvektion auf den Stofftransport um 
so eher eintritt, je größer die Reynolds-Zahl ist. Der Be
reich, in dem der konvektive Stofftransport maßgebend ist, 
wird um so länger, je größer die Henry-Zahl ist. 
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Fh.36 Fourier-Zahl Fom 

Bild 36. Mittlere Sherwood-Zahl in Abhängigkeit von der Fourier
Zahl für Re= 400 und H* = 1. 

Parameter ist die Schmidt-Zahl. 
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Bild 37. Mittlere Sherwood-Zahl in Abhängigkeit von der Fourier
Zahl für Re= 800 und H* = 1. 

Parameter ist die Schmidt-Zahl. 
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Fh.39 Fourier-Zahl Fom 

Re= 2000 

H*= 1 

Bild 38. Mittlere Sherwood-Zahl in Ahhängigkeit von der Fourier- Bild 39. Mittlere Sherwood-Zahl in Abhängigkeit von der Fourier-
Zahl für Re= 1000 und H* = 1. Zahl für Re= 2000 und H* = 1. 

Parameter ist die Schmidt-Zahl. Parameter ist die Schmidt-Zahl. 
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Bild 40. Mittlere Sherwood-Zahl in Abhängigkeit von der Fourier
Zahl für Re= 6000 und H* = t. 

Parameter ist die Schmidt-Zahl. 

Fh.42 Fourier-Zahl Fom 

Bild 42. Mittlere Sherwood-Zahl in Abhängigkeit von der Fourier
Zahl für H* = 1. 

Parameter ist die Kennzahl Re Sc. 

5.4 Stoffaustausch bei teilweiser Durchmischung 
in Längsrichtung 

Die Untersuchungen zeigen, daß der Stofftransport durch 
die Grenzfläche der Blasen mit zunehmender Zeit stark 
abnimmt. Es ist daher sinnvoll, den Stofftransportprozeß 
nach einer gewissen Zeit abzubrechen und zum Zustand 
vollkommener Durchmischung in jeder Phase zurückzukeh
ren. Um den Zeitpunkt abzuschätzen, ist noch einmal die 
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Fh-41 Fourier-Zahl Fom 

Bild 41. Mittlere Sherwood-Zahl in Abhängigkeit von der Fourier
Zahl für Sc= 500. 

Parameter sind die Reynolds-Zahl und die Henry-Zahl. 

Fh.43 Kennzahl (ReSc)Fom 

Bild 43. Mittlere Sherwood-Zahl in Abhängigkeit von der Kennzzhl 
(ReSc)Fom für Sc=SOO und H*=1. 

Parameter ist die Reynolds-Zahl. 

Abhängigkeit der mittleren Sherwood-Zahl von der Fourier
Zahl in Bild 42 für einige Werte der Kennzahl Re Sc und 
der Henry-Zahl H* = l dargestellt. H icr sind auch die Li
nien für ~ P = const eingetragen. Die Zeitabhängigkeit der 
Sherwood-Zahl ist insbesondere für Fom--> 0 und Fom--> eo 
bedeutsam. Der Einfluß der Konvektion setzt etwa bei 
(ReSc)Fom=IO ein, wie es bereits von H.Brauer [118] be
schrieben wurde, und schwächt sich deutlich nach der Linie 
für ~P=0,5 wieder ab. 
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Das Kennzahlprodukt (Re Sc)Fom ist wie folgt definiert: 

( 166). 

Es läßt sich als die auf den Durchmesser dP bezogene Auf
stiegshöhe h = w 00 t einer Blase mit dem Durchmesser d P 

interpretieren. In Bild 43 ist die mittlere Sherwood-Zahl 
über der Kennzahl (Re Sc)Fom bei konstanter Schmidt-Zahl 
Sc= 500 und der Henry-Zahl H* = 1 für einige Werte der 
Reynolds-Zahl dargestellt; weiter sind die Linien für ep = 0,9 
und eP = 0,5 sowie das nach GI. (36) berechnete Grenzgesetz 
für F om-> oo eingezeichnet. In Bild 44 ist die Konzentration 
eP in der Blase in Abhängigkeit von (Re Sc) Fom für gleiche 
Parameter angegeben. Mit Bild 43 bzw. 44 kann man bei 
gegebener Strömungsbedingung die übertragene Stoffmenge, 
die bei einer bestimmten Aufstiegshöhe erzielt wurde, leicht 
abschätzen. 

Aus Bild 41 bis 43 geht hervor, daß der Einfluß der Kon
vektion nach Erreichen von eP=0,5 sehr stark abnimmt. 
Gleichzeitig wird der zeitabhängige molekulare Transport 
für den Stoffaustauschvorgang wieder bestimmend. Das län
gere Verweilen der Blasen im Reaktor über den Zeitpunkt 
hinaus, zu dem die dimensionslose Konzentration ep in der 
Blase den Wert 0,5 erreicht hat, ist nicht mehr sehr vorteil
haft. Die Fourier-Zahl, bei welcher die Konzentration eP 
den Wert 0,5 erreicht, ist in Abhängigkeit von der Schmidt
Zahl in Bild 45 und in Abhängigkeit von der Kennzahl 
Re Sc in Bild 46 für verschiedene Werte der Reynolds-Zahl 
dargestellt. Mit Bild 45 und 46 kann man bei gegebenen 
Werten für Re und Sc den durch Fom gegebenen Zeitpunkt 
berechnen, zu dem die Konzentration eP in der Blase den 
Wert 0,5 annimmt. Je größer die Kennzahl Re Sc ist, desto 
kleiner ist die zugehörige Fourier-Zahl. 

Wie bereits erläutert wurde, ist die mittlere Sherwood
Zahl am Anfang des Stofftransportvorgangs sehr groß und 
klingt mit fortschreitender Zeit ab. Gleichzeitig übernimmt 
der zeitunabhängige konvektive Stofftransport eine domi
nierende Rolle. Es ist wünschenswert, vor Abschwächung des 
Einflusses des konvektiven Stofftransports eine neue Pha
sengrenzfläche zu erzeugen, damit die Stoffstromdichte groß 
bleibt. Aus diesem Grund wird eine teilwei~e Durchmi
schung in Längsrichtung betrachtet, bei der eine neue Pha
sengrenzfläche gebildet wird und der Stofftransportvorgang 
wieder anfängt. In dieser Betrachtung wurde angenommen, 
daß die neue Phasengrenzfläche in einem bestimmten Zeit
abschnitt gebildet wird und die Strömungsbedingung sich 
dabei nicht ändert. 

Als Beispiel ist in Bild 47 die Konzentration ~P in der 
Blase in Abhängigkeit von der Fourier-Zahl für die Henry
Zahl H* = 1, die Schmidt-Zahl Sc= 500 und verschiedene 
Werte der Reynolds-Zahl aufgetragen. Die gestrichelt darge
stellten Kurven gelten für den Fall, daß die Phasengrenzflä
che bei jedem Zeitabschnitt neu gebildet wird. Die dimen
sionslose Konzentration in der Blase eP hat nach ihrer Defi
nition bei neu gebildeter Phasengrenzfläche immer den 
Wert 1. Die gewählten Zeitabschnitte sind in Bild 47 einge
kreist gekennzeichnet. Die Kurven zeigen den wesentlich 
schnelleren Abbau der Konzentration in der Blase. 

Dieses Anlaufprinzip ist insbesondere dann erforderlich, 
wenn der Stoffaustauschvorgang im Stoffsystem mit großer 
Henry-Zahl abläuft. Die technische Realisierung dieses 
Prinzips ist im Hubstrahlreaktor [157] zu finden, in dem 
der Prozeß periodisch und beliebig häufig wiederholt wird. 
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Fh,44 Kennzahl (ReSc)Fom 

Bild 44. Mittlere Konzentration in der Blase in Abhängigkeit von der 
Kennzahl (ReSc)Fom für Sc=500 und H*=l. 

Parameter ist die Reynolds-ZahL 
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Bild 45. Fourier-Zahl, bei der die mittlere Konzentration den Wert 
0,5 hat, in Abhängigkeit von der Schmidt-Zahl. 

Parameter. ist die Reynolds-ZahL 
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Fh.46 Kennzahl ReSc 
Bild 46. Fourier-Zahl, bei der die mittlere Konzentration den Wert 
0,5 hat, in Abhängigkeit von Kennzahl Re Sc. 

Parameter ist die Reynolds-Zahl. 
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Fh.47 Fourier-Zahl Fom 

Sc= 500 
H*= 1 

'-

Bild 47. Mittlere Konzentration in der Blase in Abhängigkeit von der 
Fourier-Zahl für Sc= 500 und H* = 1. 

Parameter ist die Reynolds-Zahl. Zum Vergleich zeigen die gestrichelten 
Kurven die mittlere Konzentration in der Blase bei teilweiser Durchmischung 
in Längsrichtung. 
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6. Vergleich der theoretischen Ergebnisse mit einigen experimentellen 
Ergebnissen der Stoffaustauschuntersuchungen 

Wie in Kapitel 2 bereits erläutert wurde, ist ein Vergleich 
der Ergebnisse verschiedener experimenteller Untersuchun
gen sehr schwierig. Entsprechend schwierig ist auch der 
Vergleich der theoretischen mit experimentellen Ergebnis
sen. Die experimentellen Untersuchungen wurden fast immer 
unter verschiedenen Versuchsbedingungen durchgeführt, die 
nicht immer vollständig angegeben wurden. Außerdem sind 
die Interpretationen der Meßergebnisse wegen der verschie
denen Modellannahmen unterschiedlich. Zum Vergleich mit 
den theoretischen Ergebnissen wurden solche experimentel
len Ergebnisse für den Stoffaustausch an Einzelblasen her
angezogen, für die die Zeitabhängigkeit des Stofftransports 
festgestellt wurde [77; 78; 88; 155]. Dabei muß der Ver
gleich auf das Stoffsystem C02 /Wasser beschränkt bleiben. 

In Bild 48 ist die mittlere Sherwood-Zahl in Abhängigkeit 
von der Fourier-Zahl Fom für die Henry-Zahl H* = 1 und 
für verschiedene Werte der Kennzahl Re Sc dargestellt. Die 
experimentellen Daten gelten für einen bestimmten Bereich 
der Kennzahl Re Sc, der in Bild 48 angegeben ist. Bei der 
Auftragung der Meßdaten von F.H. Deindoerfer und 
A.E. Humphrey [77] wurde die Schmidt-Zahl zu Sc= 560, 
bei denen von J. T. Lindt [ 155] zu Sc= 500 angenommen. Da 
die zu den experimentellen Daten gehörigen Henry-Zahlen 
H* nicht angegeben sind, wurden sie aus den mitgeteilten 
Temperaturen bestimmt und in Tabelle 5 für verschiedene 
Temperaturen zusammengestellt. Die Bestimmungsmethode 
wurde im einzelnen von H. Brauer [118] beschrieben. 

Einige Meßwerte liegen teilweise über der Geraden b, die 
das Grenzgesetz für Fom-+ oo darstellt. Werte der Sherwood
Zahl, die oberhalb dieses Grenzgesetzes liegen, sind jedoch 
unter den gegebenen physikalischen Bedingungen nicht 
denkbar. Die Abhängigkeit der mittleren Sherwood-Zahl 
von der Fourier-Zahl ist sehr deutlich, obwohl die Henry
Zahl H* bei den jeweiligen Messungen einen geringfügig 
unterschiedlichen Wert hat. Insbesondere für große Werte 
der Fourier-Zahl ergibt sich eine gute Übereinstimmung mit 
den berechneten Werten. Dies ist ein Hinweis dafür, daß das 
Modell des instationären Stofftransports an formdy.nami
schen Blasen den Stoffaustausch zwischen einer Flüssigkeit 
und einem darin frei aufsteigenden Blasenschwarm richtig 
beschreibt. 

Ein direkter Vergleich der Ergebnisse von experimentellen 
Untersuchungen an Blasenschwärmen mit den theoretischen 
Ergebnissen ist noch nicht möglich. Bei der Wiedergabe von 
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Fh.48 Fourier-Zahl Fom 

Bild 48. Mittlere Sherwood-Zahl in Abhängigkeit von der Fourier
Zahl für H* = 1. 

Parameter ist die Kennzahl Re Sc. Angaben zu den Meßwerten in Tabelle 4 
und 5. 

34. 

Meßwerten durch empirische Gleichungen für die zeitunab
hängige Sherwood-Zahl geht man im allgemeinen von GI. 
(25) aus, und die Darstellung der Meßwerte entspricht 
Bild 3. 

In Bild 49 und 50 ist die gerechnete mittlere Sherwood
Zahl in Abhängigkeit von der Kennzahl Re Sc für die 
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Bild 49. Mittlere Sberwood-Zahl in Abhängigkeit von der Kennzahl 
Re Sc für Sc=500 und H*= 1. 

Parameter ist die mittlere Konzentration in der Blase. 
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Fh.50 Kennzahl Re Sc 

Bild 50. Mittlere Sherwood-Zahl in Abhängigkeit von der Kennzahl 
Re Sc für Sc= 500 und H* = 1. 

Parameter ist die Fourier-Zahl. 
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Bild 51. Mittlere Sherwood-Zahl in Abhängigkeit von der Kennzahl 
Re Sc für Sc=500 und H*=l. 

Parameter ist die mittlere Konzentration in der Blase. Angaben zu den 
Meßwerten in Tabelle 4 und 5. 
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Schmidt-Zahl Sc= 500 und die Henry-Zahl H* = 1 aufgetra
gen. Ein weiterer Parameter in Bild 49 ist die mittlere Kon
zentration ~P in der Blase und in Bild 50 die Fourier-Zahl 
Fom. Die Kurven in Bild 49 zeigen einen linearen Verlauf 
mit einer Steigung von etwa 0,64 und lassen sich durch die 
in der Phasengrenzfläche erzielte Stoffaustauschleistung 
leicht abschätzen. Die zeitliche Änderung der mittleren 
Sherwood-Zahl Sh bei einem bestimmten Wert der Kenn
zahl Re Sc ist in Bild 50 zu verfolgen. In dem Bereich der 
Fourier-Zahl, in dem die Konvektion den Stoffaustausch
vorgang bestimmt, verlaufen die Kurven dicht nebeneinan
der. In den Bereichen der kleinen und großen Fourier
Zahlen ist der zeitabhängige molekulare Transport für den 
Stoffaustausch bestimmend und deshalb die Abnahme der 
mittleren Sherwood-Zahl von einer Zeit zur nächsten 
sprunghaft. 

Diese aus den Rechnungen gewonnenen Ausgleichskurven 
in Bild 49 und 50 wurden noch einmal in Bild 51 und 52 
eingetragen, in denen die mittlere Sherwood-Zahl in Abhän
gigkeit von der Kennzahl Re Sc für die Schmidt-Zahl Sc 
= 500 und die Henry-Zahl H* = 1 dargestellt ist. Für den 
indirekten Vergleich sind die Meßwerte verschiedener Auto
ren aufgetragen, die auch in Bild 3 mit gleichem Symbol 
eingezeichnet sind. Der zu den Meßwerten gehörige Blasen
durchmesser ist in Tabelle 4 zu finden. Bei kleiner Fourier-
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Bild 52. Mittlere Sherwood-Zahl in Abhängigkeit von der Kennzahl 
Re Sc für Sc=SOO und H* = 1. 

Parameter ist die Fourier-Zahl. Angaben zu den Meßwerten in Tabelle 4 u. 5. 

Zahl ist die mittlere Sherwood-Zahl wegen des steilen Kon
zentrationsgradienten sehr groß und nimmt mit zunehmen
der Zeit ab. Entsprechend den zugehörigen Durchmessern 
und der Verweilzeit von Blasen zeigen die Meßdaten unter
schiedliche Werte der mittleren Sherwood-Zahl. Die häufig 
berichtete hohe Stoffaustauschleistung im unteren Teil der 
Blasensäule ist auch mit dem sich einstellenden steilen Kon
zentrationsgradienten zu erklären. 

7. Zusammenfassung 

Die vorliegende theoretische Arbeit befaßt sich mit dem 
Stoffaustauschvorgang zwischen Gas und Flüssigkeit in Bla
sensäulen. Zuerst wurden einige grundlegende Ergebnisse 
für die Bewegung und für den Stofftransport einer Einzel
blase und einer Blase im Blasenschwarm erörtert. Die aus 
der Literatur bekannten Gleichungen zur Berechnung des 
Stoffaustauschs in Blasensäulen liefern sehr unterschiedliche 
Ergebnisse. Diese Unstimmigkeiten sind vor allem auf un
vollständige Modellannahmen zurückzuführen. 

Der Stoffaustausch zwischen Gasblasen und einer Flüssig
keit ist grundsätzlich instationär. Die fluiddynamische Insta
bilität der Phasengrenzfläche führt darüber hinaus zu perio
dischen und nichtperiodischen Formänderungen der Blasen. 

In dieser Arbeit wurde ein den wirklichen Verhältnissen 
gut angenähertes Modell entwickelt, das sowohl den insta
tionären Stofftransport zwischen einer Flüssigkeit und der 
darin aufsteigenden Blase als auch die dabei auftretende 
Deformationsturbulenz berücksichtigt. Diese Vorgänge sind 
fast immer in der Praxis bei Blasensäulen zu beobachten. 

Die Grundlage des Modells ist die Hypothese der Defor
mationsturbulenz [147]. Diese besagt, daß die formdynami
sche Blase durch eine Kugelblase ersetzt werden darf, wenn 
die zeitlich und örtlich gemittelte Wirkung der Deforma
tionsturbulenz durch die turbulente Schubspannung und 
durch den turbulenten Austauschkoeffizienten beschrieben 
wird. Auf der Grundlage dieser Vorstellungen wurden die 
Impuls- und Stofftransportgleichungen unter Berücksich
tigung der Deformationsturbulenz aufgestellt und mittels 
Differenzenverfahren numerisch gelöst. 
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Für größere Blasen wird die Deformation der Blase so 
stark, daß die Blase im Schwarm als Einzelblase ohne Be
hinderung benachbarter Blasen betrachtet werden kann. 

Die Untersuchungen zeigen, daß die für den Stofftrans
port maßgebende Sherwood-Zahl stark von der Fourier
Zahl abhängt. Für sehr kurze und für sehr lange Zeiten 
wird der Stoffaustausch durch molekularen Transport be
stimmt, wobei der konvektive Anteil von untergeordneter 
Bedeutung ist. Die Strömung ist vor allem innerhalb eines 
mittleren Bereichs der Fourier-Zahl für den Stofftransport 
von ausschlaggebender Bedeutung. 

Für größere Werte der Kennzahl Re Sc gibt es beim in
stationären Stofftransport einen Bereich, in dem die Sher
wood-Zahl mit guter Näherung als unabhängig von der 
Fourier-Zahl betrachtet werden kann. Dieser Bereich weitet 
sich mit zunehmenden Werten für Re Sc aus. Hier ist der 
konvektive Transportanteil wesentlich größer als der zeitab
hängige molekulare Anteil. Die häufig veröffentlichten Meß
werte und empirischen Gleichungen für den stationären 
Stofftransport gelten nur in diesem Bereich. Grenzen für den 
jeweiligen Anwendungsbereich lassen sich nicht angeben. 
Darüber hinaus sind die Gleichungen wegen der stark 
streuenden Meßwerte sehr unsicher. 

Die Untersuchungen geben ferner Aufschluß darüber, 
wann es zweckmäßig sein kann, den Stoffaustauschprozeß 
durch Neubildung der Blasen neu anlaufen zu lassen. Insbe
sondere hat der Vergleich der theoretischen Ergebnisse mit 
den experimentellen erkennen lassen, daß das Modell der 
Deformationsturbulenz den instationären Stofftransportvo~
gang sowohl an der Einzelblase als auch an Blasenschwär
men richtig beschreibt. 
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