O ruchu kuli w osrodku lepkim wzdftuz Sciany plaskiej. —
Uber die Bewegung einer Kugel in einem zihen Medium
lings einer ebenen Wand.

Note

de M. J. STOCK,

présentée par M. M. Smoluchowski m. ¢. dans la séance du 9 Janvier 1911,

In einer seiner Abhandlungen iiber theoretische Physik!) be-
handelt H. A. Lorentz die Beeinflussung einer stationidren Bewe-
gung in einer reibenden Fliissigkeit durch eine unbegrenzte Wand
infolge des Umstandes, dall an der Wand die Geschwindigkeiten
Null sein miissen, da Gleitung ausgeschlossen ist. Das Lorentz-
sche Verfahren besteht im folgenden: ,Es sei ein stationdrer Be-
wegungszustand M, mit den Geschwindigkeiten (u,,v,. w,) und dem
Druck p, gegeben; diesen haben wir bestimmt in der Vorausset-
zung, dal die Wand nicht da ist und die Flussigkeit sich auch
auf der negativen Seite der Wand (yz Ebene) erstreckt. Auch die
Fortsetzung von M, hinter der Wand ist also bekannt. Wir den-
ken uns nun auf der vorderen Seite der Wand einen Bewegungs-
zustand. der genau das Spiegelbild jener Fortsetzung 1ist. IHiermit
ist gemeint, dafl, wenn P ein beliebiger Punkt vor der Wand und
P’ sein Spiegelbild ist, die Greschwindigkeit (u,, v, w;) in P das Spie-
gelbild der Geschwindigkeit (u,, v,, ) In P’ ist, die bei Abwesen-
heit der Wand in P’ bestehen wiirde. An der Wand gilt: u, = — u,
v, = vy, W, — w,. Leiten wir nun aus dem Zustand M, einen Zu-

stand M,; ab in der Weise, dal}

1) H. A, Lorentz: Abhandlungen iiber theoretische Physik, 1I, S. 23.
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so geniigt M, -+ M, den hydrodynamischen Grundgleichungen und
der Bedingung, daf an der Wand wu; | u,s =0, vy -} v;s =0,
wy + wys = 0 sei.

Als speziellen Fall dieser allgemeinen Erwigungen betrachtet
Lorentz die Bewegung einer Kugel normal und parallel zur Wand
und findet, durch einmalige Zuriickwerfung der Bewegung, daB der
Widerstand, den die Kugel erleidet. im Verhiltnis wie

1 zu 1“|_%‘§ bzw. 1+-f9_6§

vergrofert wird. K ist der Radius der Kugel, a ihr Abstand von
der Wand. Auch wirkt bei der parallelen Bewegung keine Kraft
auf die Kugel in einer zur Wand normalen Richtung. Dabel wer-
den jedoch, unter der Voraussetzung, dal R/a klein gegen 1 ist, die
an der Kugeloberfliche iibrig bleibenden Bewegungskomponenten
von M,, als verschwindend klein vernachlissigt.

Im folgenden versuchte ich die Rechnung weiterzufiihren, und
hohere Potenzen von RE/a (bis zum vierten Grade) in Betracht zu
ziehen, insbesondere zu dem Zwecke, um zu untersuchen, ob nicht
auch Krifte in normaler Richtung wirken, oder Drehungsmomente
auftreten, was von vornherein nicht unwahrscheinlich erscheint.
Dabei miissen dann die erwihnten, an der Kugeloberfliche iibrig
bleibenden Stromungskomponenten durch Superponierung eines wei-
teren Zustandes M,, neutralisiert werden, welcher den Bedingungen
geniigt, dafl auf jener Oberfliche:

@) ... s + s =0, 035 + 01, =0, w15+ wy, =0

und daf w,,, vy, w;, im Unendlichen verschwinden.
Nun werden wieder an der ebenen Wand gewisse Stromungs-
komponenten tibrig bleiben, welche durch Superponierung eines
o
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nach Anleitung der Formeln (1) hergestellten Zustandes M, neutra-
lisiert werden miissen; und so fahren wir fort, solange sich noch
Glieder vom vierten Grade in R/a ergeben.

Als Zustand M, nehmen wir somit die Bewegung an, welche

durch eine Kugel
x2 4 y? 4 22 = R?

hervorgerufen wird, die parallel der Wand S (x = — «) in Rich-

S

o 4

Fig. 1.

tung der Y-Achse mit der Geschwindigkeit ¢ fortschreitet (Fig. 1),
Dann haben wir bekanntlich:

o= Re(1 =55

®) - o= lte(t— ) Gt e (D40)
=155
po:%RC”%—{—const_

Der Zustand M,, der ein Spiegelbild von M, ist, ist die Bewegung,
welche eine Kugel R’ im Abstande = — 2a vom Koordinaten-
Anfang hervorbringen wiirde. Er ist bestimmt durch:
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Aus Gleichungen (1) und (4) finden wir die erste Zuriickwerfung
von der Wand, M,;:
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Den Bewegungszustand M,, bestimmen wir am einfachsten mit-
tels der von Lamb!) angegebenen allgemeinen Losung der hydro-
dynamischen Grundgleichungen:

n+3r2 P, nxp,
O v=p Slau it o s aoirelt

C‘pn axn axﬂ
_‘—2 l ( 4 oz )} ’
worin p,, @, %. Kugelfunktionen n-ter Ordnung, » die Entfernung

vom Kugel-Mittelpunkte R bedeuten, die Geschwindigkeiten v, w
durch Vertauschung von # mit ¥ und 2 zu bilden sind und der

) Lamb: Lehrbuch der Hydrodynamik S 582,
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Druck p durch p =23p, bestimmt ist. Die p,, ., #, sind samt
ihren Koeffizienten aus den Grenzbedingungen (2) aufzufinden. Hiezu
entwickeln wir u,s, v,5, w;s in der Umgebung der Kugel B (des Punk-
tes £ — y — 2 =— 0) mittels der N e wton’schen Formel bis zur vier-
ten Potenz von E/a und erbalten:
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+%(2a)4'w2 T6_2_a)4 yg__%g (_2}17;'?/22“]'—"'
R3¢
| 2 —_—
Uss 9a 2 (2a)3 8 (2(1)2 4 (2@4 X
R Re
2+ + - — 63 2 __
(1) —1 (Za)3 16 (2a)3 ® (2a) 16 (2a)4" vy
Pe
- 45 2 ,
Re Be
—3 " _9
wlS_%(Za.)?' Yz — 4§ aji’ xyz -+ ..
3Rcu 12 R3cu Reu

P="gs ¥ " (2a)s R-y—gw-x?ﬂr
36 Bcu 9 Bcu
+—(2W L2y — Ba)s 2a)5 - y2? ...

Dann bilden wir die Ausdriicke au,s - yv,s + 2,5 und

les 8’013 ’ dUys a'sz 9”13 au’ls
”(ay 92)+y( 9e ax)Jrz(_aE_ Qy)

die nach Lamb (a. a. O.) gleich sind

5 (gt ) vaw. Xnet 1)z

was folgende p,, @,, z. liefert:
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Wir setzen die p,, ¢, %. in (6) ein und erhalten durch Verglei-
chung mit (7) und (2) die Werte der entsprechenden Koeffi-
zienten:

alz%%R;;M—%g%; “1=§§%—§75%;A1:—%(§;;
bl—*%gt;‘f‘%gz—)ﬁ b= F(fa; g'zlgs)%

o= s e = — 145 gy

4=l 6= e-é’;‘;i

und wenn diese Werte in M,, eingesetzt und die Glieder geordnet
werden, finden wir:

v“._%[s Rc(1—-—)34§+1 (3 f:)]_

Ric [12R s1 B Réec x
Tlﬁ‘(?a)g[ "{'"B' + 8 7‘_5] (2a)27-0+
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und analoge Reihenentwickelungen fiir w;, wy,, p;,. Die Glieder sind
so angeordnet, dal durch Einsetzung von r — R sofort erhellt, daf
M,,+ M, =0 ist.
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Die Bestimmung des Zustandes M,, kénnen wir uns bedeutend
erleichtern, indem wir in den letzten Gleichungen von vornherein
alle diejenigen Glieder streichen, welche nach Zurtickwerfung Aus-
driicke von hoherem Grade als (R/a)* liefern; so lassen sich wy,,
V1w Wi P 10 der Form darstellen:

OR
Uy, = kg — Aug . .. k:m
— _— A3
© ... V1 = kvyg — A3y . .. .
Wy = kwy, — 23w, ... Zzﬁ
P = kp, — A3py 4 . ..

Aus diesen (fleichungen folgt sofort der Zustand M,,:

Ugs = kttys — ABuys 4. ..
Vgs == kvs — A5 ...
Wes = kwys — Adwys . ..
Pos = kpys — A3pys . ..

(10) . .. J

Wenn wir weiter (7) in (10) einsetzen und nur Glieder vierter Po-
tenz von R/a berticksichtigen, erhalten wir:

Re 3Rc
—_— 9 7 0
Ugs =k ¥ 2a)2 Y @a) xy + .. ]

[ 9Rc s
16a+2(2a) _l_g(?a) 4(

(D). ) %(2]—;)3-92+1 (212(;3 2. ]—13[*“%_,_ ]

vgs=k

et

Re
w2s=k.%(2—a)~3.yz—f—...

it s

Nun bestimmen wir wieder einen Zustand J,, mittels (6) und der
analog (2) gebildeten Oberflichenbedingung. In diesem Falle ist
%= 0.
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und analoge Ausdriicke fiir wu,,, w,;, ps; folgen.

Auch diese Geschwindigkeiten sind von der Wand zu reflektie-
ren, was wieder dadurch erleichtert wird, dal wir sie in der Form
schreiben konnen:

1)2,“‘—-— k2'00 — klsvo + * ..
Die zu superponierenden Geschwindigkeiten sind

Re

u3s-—-k2uls +.--——-—ko. ( )).y—!'—
9 Rc Re
— 2y __ " 9 _— l
(18).. b= [ 16a B 2ap © ]
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Der Bewegungszustand 3;, wird sodann bestimmt durch:

Ricu y Ric
p_2:k2,—21—% 2a 1“3 ¢_2:k g__g
Rtc RS
73 45 Hmxy — 2 9 €
p_g = —k?.5 . Ba)t 1 p_s—=—k '§(2a)2

und lautet:

‘ - Rbe = , a5 Itc R*\ zy?
(14)... Vg = kg?)o —_— k2. %(2(1)2.;’—5—]{:'. 8—(2_(1)_2( —72‘) ? u.8. w
Aus (14) folgt der durch die Wand zuriickgeworfene Zustand M,,:
9Rc
(15)...v4s:~k3.m Uys == Vg5 == Pys =0

und endlich M,,:

Uy = krug + . ..
v, = ktv ..
" o=ty
W4k:k4vo+...
P =k*py -+ ...

Folglich ist der allen Bedingungen geniigende Bewegungszustand
My+ M,,+ M, -+ My, + My, -+ Mg, + My, -+ My, + My,

und die entsprechenden Geschwindigkeiten lauten
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Natiirlich stebt nichts im Wege, die Annéherungs-Rechnung in der-
selben Weise bis zu beliebig hohen Potenzen von RE/a weiterzu-
fiihren.

Auf Grund der erhaltenen Werte von u, v, w lassen sich nun
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in bekannter Weise!) die Krifte, die auf die Kugel wirken, und
die Drehungsmomente berechnen. Die aus dem Bewegungszustande
M,, berechneten Kriifte F, F, F, ergeben sich zu Null. Dagegen
liefert der Zustand 3/, den bekannten, von Stokes berechneten
Beitrag 6t Re, so dal die resultierenden Kriifte lauten:

F—=F=0

0 |k (B 22
16a

Auch ergibt sich, dal das Drehungsmoment in bezug auf die
Z Achse M, verschwindet. und dasselbe gilt schon aus Symmetrie-
griinden beziiglich der Momente M,, M,.

Das Resultat obiger Ausfiihrungen lifit sich folgendermalen zu-
sammenfassen:

1) Eine Kugel, die sich in einem z#hen Medium parallel einer
ebenen Wand langsam bewegt, erleidet einen Widerstand in der
Richtung der Bewegung, der durch Anwesenheit der Wand im Ver-

hiltnis
1 R\3 IR
ton | g (za) (1 15)]

bei Beriicksichtigung vierter Potenzen von IE/a vergrifert wird;
in der Richtung senkrecht zur Wand dagegen wirken auf die Ku-
gel keine Krifte, solange in den hydrodynamischen Grundgleichun-
gen die Glieder u du/dx u. s. w. vernachlissigt werden.

2) Das Drehungsmoment ist in diesem Falle ebenfalls Null.

Fir die Anregung zu dieser Arbeit und viele wertvolle Rat-
schliage spreche ich Hrn. Prof. Smoluchowski meinen herzlich-
sten Dank aus.

Y Lamb a. a. O.




