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In einem Aufsatze mit demselben Titel, im Folgenden 
kurz als erste Mitteilung zitiert, habe ich gezeigt, dass die 
von STOKES gegebene Ableitung der sog. STOKES'schen For
mel nicht einwandfrei ist, und dass es auf diesen Umstand 
zurückzuführen ist, dass der von Herrn WHITEHEAD ge
machte Versuch, die von STOKES gegebene Formel fiir die 
durch die Translation einer Kugel hervorgerufene Bewegung 
einer reibenden Flüssigkeit durch Berücksichtigung der sog. 
quadratischen Glieder zu verbessern, scheiterte. Ich habe 
ferner gezeigt, wie ma.n, unter der Voraussetzung, dass das 
Bewegungsproblem eine singularitätenfreie Lösung besitzt, in 
befriedigenderer Weise zu der STOKES'schen Formel gelangen 
kann. Da die STOKES'sche Formel innerhalb gewisser Grenzen 
von der Erfahrung bestätigt wird, so scheint es von vornherein 
wahrscheinlich, dass jene Voraussetzung erfüllt ist. Da 
aber eine andere Deutung der experimentellen Tatsachen 
nicht ausgeschlossen ist - die beobachtbare Bewegung ist 
gewiss nicht in strengem Sinne stationär, eine quasista
tionäre, annähernd dem STOKEs'schen Gesetze gehorchende 
Bewegung könnte als Einleitung einer nachfolgenden tur
bulenten Bewegungsphase aufgefasst werden - und da 
das allgemeine Problem, von dem das STOKES'sche nur ein 
sehr spezieller Fall ist, eine für die gesamte Hydrodyna-
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mik grundlegende Bedeutung besitzt, so habe ich es für 
unerlässlich erachtet, nachzuprüfen, ob nach der Theorie 
wirklich ein stationärer, singularitätenfreier Bewegungszu
stand möglich ist. Wie ich in meiner ersten Mitteilung her
vorgehoben habe, ist es zu diesem Zweck nicht notwendig, 
das komplizierte Problem von der Bewegung einer Kugel in 
einer Flüssigkeit zu Jösen. Die Schwierigkeiten, auf wefobe 
es hier ankommt, treten in ganz derselben Art in dem ein
facheren Probleme auf, die durch ein translatorisch bewegtes, 
von der Zeit unabhängiges System von Kräften hervorgeru
fene, stationäre Bewegung einer reibenden Flüssigkeit zu 
berechnen. Wenn dieses Problem eine singularitätenfreie 
Lösung besitzt, so lässt sich mit grosser Wahrscheinlichkeit 
behaupten, dass dasselbe von dem STOKES'schen Probleme 
gilt. In der folgenden Mitteilung soll nun gezeigt werden, 
dass das so vereinfachte Problem unter gewissen, unten näher 
angegebenen Bedingungen eine singularitätenfreie Lösung zu
lässt. 

1. Mathematische Formulierung des Problems. Wir gehen 
zunächst von den NAVIERschen Differentialgleichungen aus. 
Indem wir diese auf ein Koordinatensystem beziehen, das 
sich mit der konstanten Geschwindigkeit u 0 der x-Achse 
entlang bewegt, bekommen wir: 

. . . . . . . . . . . . 

mit den Nebenbedingungen: für R =V x 2 + y 2 + z2 = oo : u = 

=-u0 ,v=0,w=0. Dabei sind X, Y,ZdieKomponenten 
der auf die Masseneinheit wirkenden Kraft. Wir nehmen 
an, dass sie abteilungsweise stetige Funktionen von x, y, z 
sind. 

Da wir eine von t unabhängige Lösung unseres Problems 
. fhi Ov Ow 

suchen, so haben wir Dt = iit = iJt = 0 zu setzen. Wir set-

zen sodann: u = - it0 + ii', v = v', w = w'. Wir bekommen: 
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l} u' ( {) u' au' au') a p 
-(!Uo~+(! u'~+v'-d +w'-a =(}X-d-;--+!tdu', 

<1 X <1 X y Z X 

a v' ( {) v' {) v' d v' ) {) p 
- (! it0 -:-

1 
- + (} u/ -.1- + v' ~ + w' -iJ = (J Y - ~ + u d v', 

l X <. X (1 y Z <1 y 1 

ßw' ( <1w' Dw 1 <1w') {) p 
-QU0 -~,-+(! u'-d +v'-1 +w'-a =QZ-T +,udw', 

(J X X ( y Z (1 Z 

Dieses System lässt sich auch folgendermassen schreiben: 

<7 1.l 1 ( , -; , - , ) X f) q I 
- Q 1t0 ~ + (J W V - V W = (J - i)-;- + ,ll Lf U , 

üX X 

<I v' ( , -, , -,) y {) q , 
- Q U 0 ~ + (J U W -W U = Q - ~ + 1lt d V , ux uy 

aw' ( , -, -,) z a q ' 
-(J'tt0 -a +(} v u -uv =(! --{) + 1udw, 

X Z 

au' iJv' <1w' 
dx + ay + {)z =O. 

Dabei ist: 

- iJw' av' - {) u' <ho' - <Jv' (J u' 
u' =---- v' =---- w'=----, 

{)y f)z' az iJx' 8x iJy 

q = p + f(! (u'2 + v'~ + rn'2). 

Die zugehörigen Nebenbedingungen sind: für R = oo : 'lt}= 

= v' = w' =0. 
Von dem so erhaltenen Systeme von Differentialglei

chungen gehen wir zu den entsprechenden Integralgleichungen 
über. Wenn S eine geschlossene Fläche ist, welche in jedem 
Punkte eine stetige Tangentenebene besitzt, und welche den 
Raum in nur zwei Teile zerlegt, so muss, 1 wenn x0 , y 0 , z0 ein 
beliebiger Punkt innerhalb S ist: 

1 Vgl. meine erste Mitteilung. 
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8 'lt fLU
1(Xo, Yo· Zo) = ef< UuX' + U12 Y' + U13 Z') dw + 

Q 

+(!u{(u'u11 + v'u12 + w'u13 ) cos nxds + f< u'„p1-7.t1nq)ds+ 

s s 

+lt u -- + ... -u - - . . . s J[ , du11 du' J d 
' dn 11 dn ' 
s 

8 'lt fL v' (xo' Yo• Zo) = ef< U21 X'+ U22 Y' + U23 Z') dw + 
Q 

+ (! u0 f u' u 21 + v' u 22 + w' 1.t23 ) cos n x d s + f u'" p2 - u2, n q) d s + 
s s 

+u u--+···-u --··· s J[ , du21 du' J d 
r dn 21 dn , 

s 

8 n: µw' (x0 , y 0, Z0 ) = (! j<u31 X' + U 32 Y' + u 33 Z') dc11 + 
Q 

+euo} u' U 31 + v' U 32 + w' U 33 ) cos nx ds + J(u'„ p 9 - u3,n q) ds + 
8 s 

+ lt U -- + • • • - 'U ~ - · · · 8 J[ ,dua1 du' ]d 
r- dn 31 dn ' 
s 

+ ~u Un- - ds+ft - - - + · · ·-u --, - -·· · ds. , tJ ( I) J {[ a ( 1) du' , d a ( 1) J 
0 iJx r Ox r dn dniJx r 

s 



OSEEN, ÜBER DIE STOKES'SCHE FORMEL II. 5 

Dabei ist .Q der Teil des Raumes, der innerhalb S liegt. 
Die Normale wird nach aussen gezogen. X', Y', Z' sind 
Abkürzungen für: 

X +v' w'-w' v', Y + w' u' -u' w', Z + u' v'-v' ii'. 

1tik und Pi werden folgendermassen definirt: 

a ( a<D ) = - (!U -„ - -ftd<D · az 0 iJx 

<JJ = - _!__),.. ( re-r(ro-s+zo) _1 (~ -! ) d§ dr; d~' 
2n: J J' r0 r r0 

wo die Integration über den ganzen Raum ausgedehnt wird, 
und: 

~Uo r=-· 2µ 

'Vir sind von den NAVIER'schen Differentialgleichungen 
ausgegangen und sind von da aus zu den Integralg1eichungen 
gelangt. Wie ich in meiner Abhandlung »Über die Bedeu
tung der Integralgleichungen in der Theorie der Bewegung 
einer reibenden Flüssigkeit» 1 gezeigt habe, ist aber der Weg 
über die NAVIERschen Differentialgleichungen ein unnötiger 
Umweg. Man kann von den physikalischen Grundhypothesen 
direkt zu den Integralgleichungen übergehen, und die Integral-

1 Arkiv för mathematik, astronomi och fysik. Band 6. N:r 23. 



6 ARKIV FÖR MATEMATIK, ASTRONOM! 0. FYSIK. BD 7. N:O 1. 

gleichungen sind im Grunde nichts anderes als der sinnge
mässe Ausdruck der physikalischen Grundhypothesen. Man 
gewinnt dadurch den Vorteil sich gar nicht um die Ablei
tungen zweiter Ordnung von u, v, w nach x, y, z zu kümmern 
zu brauchen. Dem entsprechend wollen wir uns weiterhin 
nicht mit den NAVIER'schen Differentialgleichungen beschäf
tigen. 

In unseren Integralgleichungen ist die Fläche S enthalten. 
Wir wollen jetzt diese Fläche in allen Richtungen ins Unend
liche rilcken lassen. 'Vir beschränken uns auf solche Lösun
gen unsrer Integralgleichungen, für welche die in diesen vor
kommenden Flächenintegrale bei diesem Grenzübergang gegen 
Null konvergieren. Wir gelangen dann zu der folgenden mathe
matischen Aufgabe: ein System von Lösungen zu den Inte
gralgleichungen: 

Srr fl u' (xo, Yo· Zo) = e J J J (uu X+ U12 y + U13 Z) dxdy dz + 
CJ) 

+ ef JJ[(v'w'-w' v') 'U11 + (w'u'-1.t'w') 'lt12 + 
00 

(1) 

+ (u'v1-v'u1)u19]dxdydz, 

Brrµv' (xo, y0 , Zo) =ef J j<u21 X+ u 22 Y + u 23 Z) dxdydz+ 
00 

{2) 

+ ( v1 w' -w' v') u23 Jdxdy dz, 

Srtttw'(x0 , y0 , z0 )=ef f f(1t 31 X + u 33 Y + tt33 Z)dxdydz+ 
CO 

(3) 

+ ( u' v' -v' u') u33] dxdy dz, 
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+ Z 1;1z {~) J clxdydz +(!ff J [ (v' w' -w' v') ;'x (!.) + (4) 
00 

+ (w'u'-ii'w' -, - + (u'v'-'1J'it' -„ - dxdydz - -) {) ( 1 ) - -) f) ( 1 ) J 
dy r ßz r 

zu suchen, für welche die oben erwähnten Flächenintegrale 
bei dem Grenzübergange verschwinden. 

Die Gleichungen 1-3 bilden offenbar ein in sich ge
schlossenes System. 

2. Eigenschaften der Funktionen Uik· Die Funktion W 
verhält sich in der Umgebung von dem Punkte x = x0 , 

y=y0 , z=z0 wie r(=V(x-x0 )
2 +(y-y0 )

2 +(z-z0 ) 2). Man 
~chliesst daraus, dass man eine solche positive Grösse a finden 
kann, dass in einem gewissen Bereiche um den Punkb x = x0 , 

y = y0 , z = z0 herum: 

Wir stellen uns in diesem Paragraphen die Aufgabe, zu 
untersuchen, wie die Funktionen Uik sich für grosse Werte 
von r verhalten. 

In meiner ersten Mitteilung habe ich die Formeln ange
geben: 

:r; If dx (/J (x' y' z) - <]) (x'. y' z) = r (e-r<r-a;+zo) - 1) r ' 
:r;' 

2 e-r(r-z+zo) l f) e-r(r-x+a:o) -- 1 
U11=--------

r r iJx r 

1 f) e-r (r-z+zo) - 1 
u =---

12 r iJy r 
1 {J e-r(r-x+:r:o) - 1 

u =--------
13 r <1 z r 

Aus diesen Formeln geht unmittelbar hervor, dass man eine 
solche positive grösse A 1 finden kann, dass für alle Werte 
von x, y, z; X 0 , y 0 , z0 : 
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1 1 
Ai 

u k < . 1 r (r-x + x 0 ) 
(k=l,2,3). 

Wir wollen zeigen, dass man A 1 so wählen kann, dass: 

1 1 
Ai 

Uik < · r(r-x+x0 ) 
(i,k=l,2,3). 

Wir zeigen zu dem Zweck zunächst, dass: 

lim Ui,k = 0. (i,k=2,3). 
r=oo 

Um dieses zu zeigen, bat man wiederum nur nötig zu be
weisen, dass:. 

• j)2 (]J . {)2 <D • {)2 <lJ 
hm {) 2 =hm-{) 2 =hm~-iJ =0. 
r=oo Y r=oo Z r=oo (1 Y Z 

Wir gehen von der Definitionsgleichung: 

aus. Wir legen in dem §'Y)~-Raume um den Punkt x, y, z 
herum eine geschlossene Fläche, welche den Raum in nur 
zwei Teile zerlegt. Dadurch wird auch die Funktion tD in 
zwei Teile zerlegt. Diese Teile können in Bezug auf x, y, z 
deriviert werden, wobei jedoch der Unterschied stattfindet, 
dass man in dem einen Teile beliebig oft unter dem lnte
gralzeichen derivieren kann, während dies in dem anderen 
Teile nicht gestattet ist. Nach vollendetem Derivieren lasse 
ich die geschlossene Fläche, welche bis dahin von x, y, z 
unabhängig war, mit einer Kugel mit x, y, z als 1\fittelpunkt 
und mit dem Radius Vra zusammenfallen. a ist dabei eine 
beliebige positive Grösse. Es wird angenommen, dass r > a. 
Durch eine zweite Kugel mit dem Mittelpunkte x0 , y0 , z0 und 
dem Radius r + Vra zerlege ich ferner die eine von meinen 
Integralen in zwei. Ich habe dann z. B.: 
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wo ich mit dem Index I denjenigen Teil meiner Funktion 
bezeichne~ der von dem Raumgebiete innerhalb der ersten 
J{ugel herrührt, mit dem Index II denjenigen Teil, der von 
dem zwischen den beiden Kugeln liegenden Raumgebiete 
herrührt, endlich mit dem Index III denjenigen Teil, der von 
dem ausserhalb der zweiten l\.ugel liegenden Raumgebiete 
herrührt. 

Wir haben jetzt, wenn wir die Rechnungen für die Funk-

. i} 
2 

<D d hf .. h ll t1on ~ urc u ren wo en : 
<1y 

(
fJ 2 

(/)) _ • !!:_JIJ- e-r(ra-s+zo) (!- _!_) i: • _ 

1 2 - hm a 2 _ _ _ dr.:, dr; ds -
l y i a-V ra y 2 u r o r r o 

r<a 

wenn wir der Kürze wegen für e-rCni-s+zo) Q schreiben. 

Folglich: 

= 
2
1
n: Iim_: [-J_Q_ cos (ny y) ds + 1~ ( (~ : 9 d§ d1J d~J = 

a~ y ra Y r 0 r ) ) r 11 r 0 
r=a r<a 

i . [f Q y- 'Y/ JIJY - ri <7 Q . J = 2 n Jnn_ =-- -s cos (ny y)ds - --=-3 a =-df, d·r;ds . 
a= y ra r 0 r r r; r 0 

r<a 

Nun ist: 

J Q y - 'Yj 1 (4 n) 4 n ~ _H cos (nyy) ds <Max. -=-- _ _ = v- · 
t 0 r r 0 „ ... v ,.a r - r a 

r=llra 

Ferner: 

1 
{) Q 1 1 'Y/ - Yo ·r; - Yo 1 Q Q T =-- = - -----=-s- Q - r -=-2- Q < =-2 + r =--

l 'Y/ r o ro r o r o r o 
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und also (wenn a < r): 

< + - -= 7C +--[ 1 r JJIJd~dr;dt. 4 [ a ra J 
(r- a) 2 r-a ;:2 (r-a)2 r-a · 

Folglich: 

1 
. JIJy-r; a Q 1 4n: va [ 1 J hm_ -_3 a==-d§d17d~ < Vr-V- v- + r · 

a='Vra r 1lr0 r a r- ra 

Wir haben weit.er: 

Also: 

r+Vra 

< -- =- d§ dn d ~ = --- dr e-rro(l-cosiß') r sin {)dß = 2 JJJ"' r)Q 4n: J -1 - -( ra )312 ro ·1 (t·a )3/2 o o 

r<r+Vra o 

1·+„fra 4rt (1 + -Va) 
= 1 - e-2 rro dr < . 4n J ~) - r 

r (r a)'I• ( 0 r a'I• r'l• 
0 

Wir haben endlich: 

(<}2(])) -JIJ Q ( 1 3 (y-'1))2' i) 2 - =- -s - -5 d§dr;d~ 
Y n1 r0 r r 

III 

und also: 
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Nun gilt in dem Gebiete III die Ungleichung: 

r 0 < r + V a r 2 Vr - <-· r = Var Va 

Folglich: 

l(a2~) 1<2(VT~ va)aln((_Q dgdr;dS< 
{) y- 111 a 12 J J r / 

Aus diesen U ngleicbungen folgt.: 

. fj2 (/) 
bm TJ2 =0. 
r = oo (1 Y 

Auf dieselbe Weise zeigt man, dass: 

ll·m ,72 <JJ = 0 . a2 <D 
~ 2 , hm T~ = 0. 

r = oo u Z r - 00 (1 y (1 Z 

Damit ist die Behauptung: 

lim 'Uik = 0, (i,k=2,3} 
r=oo 

bewiesen. 
Mit Hilfe des jetzt dargelegten Theorems können wir 

neue und einfachere Ausdrücke für die Funktionen ~
1 

~, 
<1y 

l)2 <D {)! ([) 
'} 2 ' a r) und damit auch für die Funktionen Uik ( i' k = 2' 3) <z ytz 

angeben. Wir haben z. B.: 

f}S (/) 1 f}2 1 _ e-r (r-x+zo) 

i)x ily 2 = - r iJv 2 r 

und also: 
:& z 

~2 <D =f (/3 (/) dx = _ !f ,72 1 - e-r(r'-S'+xo) d c 
iJy2 iix fJy2 r f}y2 r' ~' 

z=-oo -CX> 

wenn: 

r'2 = (§-xo)2 + (y-yo)2 + (z-zo)2. 
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Andrerseits haben wir auch: 

X CO 

()2 (/J = J {)S <]J d x = !f {)2 1 _ e-r {r'-s+xo) d '= 
iJ y2 ()X j) y2 'Y () y2 r' S 

x=+co :r; 

u. s. w. 

Wir benutzen diese (und die analogen) Ausdrücke, um 
.. h h . l" F k . a~'CD {)2 fJJ {)2 <D na er zu untersuc en, wie c ie un tionen -

8 2
, -

0 2 
, 

0 1 y z y<. z 
und damit auch Uik (i, k = 2, 3) sich für grosse Werte von r 

• <72 ([J 
verhalten. Wir betrachten z. B. ~ . Es sei zunächst x < x0 • 

<1y 
Wir benutzen den ersten der oben angegebenen Aus

{)I (]J 
drücke für iJy

2 
• Wir haben, wenn wir für e-r(r'-s+~ol Q1 

schreiben: 

!:___ 1 - Q' = ( 1 - Q') (- _!_ + 3 (y - Yo)2) -
{) y2 r' r's r'5 

-· 2 r (y-yo)2 Q' - r2 (Y-Yo)2 Q' + L Q'. 
r'4 r'B r'2 

Nun ist für x < x0 : 

X X 

11(1 Q')(I 3(y-yo)2)d't:l<2fd§_ 2 <2 
- r' 8 - r'5 s r'3 - r (r - x + x

0
) = r 2 • 

-oo -oc 

Ferner ist: 

:e :r; 

J (y - Yo)2 Q' d § ~J[(y - y )2 + (z - z )2] Q' d t = 
r'2 _ o o r'2 ~ 

-oo -oo 

-oo -oo 

Endlich: 
X :C 

-d'=<- ~ oQ'dt=-e-r<r-x+:r:o) JQ' IJr'-'=+x 1 
r'2 s r 2 r' s rr2 . 

-ao -oo 
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Aus diesen Ungleichungen folgt, da nach unsern Annahmen 
auf dem Integrationswege 11

' > r: 

< - + - e-r (r-z+zo) . 

1 
a2 <D 5 i 
fJy2 rr2 r 

für x < x0 • 

Es sei jetzt x > x 0 • Wir benutzen den zweiten Ausdruck 

für ~
2

y~ . Wir setzen also : 

00 

ß2([) = !f [(1-Q') (-_!_ + 3 (y-yo)2)-
{)y2 r r'3 r'5 

z 

- 2 r (Y-Yo)2Q'-1'2 (y-yo)2 Q' + r Q'] d f:. 
r'4 r' 3 r'~ :, 

Wir haben: 

00 00 

IJ
(l-Q')(-_!_ + 3(y-yo)2)d§I < 2fd§ = 2 < !, 

r' 8 r' 5 r' 3 r ( r + x - x0 ) = r 2 

X Z 

00 00 

J (Y-Yor~· Q' d§ < 2f (1 _§- Xo) Q' d§ = _ 2 e-r(1·-z+zo) + 
r'!l r' r' rr 

z z 
00 

+ - ~ __ o Q' d§ = - - e-r (r-z+zo) -21J:-x 2 
r r'S rr 

z 
00 00 -~1 r' - § + Xo Q' d c + 21 Q' d J:. 

/' r'S S r r'2 :, 
z z 

Also: 

Um endlich zu untersuchen, wie sich da.s Integral: 

CO 

JQ' 
r'2 d§ 

:& 
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für grosse Werte von r verhält (x > x 0 ), setzen wir: 

, i:: r - ~ + X 0 = 'Yj 

und bekommen: 

oo r-:r:+:r:o 

J 9' d '= =f d'rj e-r'YJ 
r'2 ~ (Y-Yo)2 + (z - Zo)2 + 172 . 

:r: 0 

'Vir setzen der Kürze wegen: 

(y-y0)
2 + (z - z0 )

2 = r 2 sin2 .:J, x - x0 = r cos .() (o < .() < ;) ' 

und haben dann die Funktion: 

r (1-cos ß) 

J =J dYJ e-r11 
r 2 sin 2 -:J + TJ 2 

0 

zu untersuchen. 
Wir bemerken zunächst, dass: 

00 

1 < . d = ---. - ' J e-rTJ 1 

= r 2 SIIl 2 {} 1J yr2 Sln 2 :J 
0 

und dass: 

r {l-cos ·D) 

I < J ~ 17 = 1 -. cos :J • 
= r 2 s1n2 -9 r s1n2 .{) 

0 

Wir ersehen aus diesen Ungleichungen, dass wenn der 
Punkt x, y, z sich von dem Punkte x0 , y0 , z0 in einer anderen 
Richtung als der der x-Achse entfernt, I mindestens so stark 

wie ~ gegen Null abnimmt, wenn aber die Entfernung pa-
r 

rallel der x-Achse geschieht, dagegen mindestens so stark 

wie a . Man zeigt ferner leicht, da.ss, wenn .{) > 0, 1 r 2 gegen 
r 

einen endlichen Grenzwert, nicht Null, konvergiert, wenn r 
über alle Grenzen wächst, während, wenn :J = 0, dasselbe 
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von 1 r gilt. Was uns übrig bleibt, ist eine Formel aufzu
finden, aus welcher das Verhalten der Funktion 1 sowohl für 
.{) > 0, wie für ,[) = 0 geschlossen werden kann. Wir bemerken 
zu dem Zweck, dass man eine solche positive Grösse a finden 
kann, dass für alle positiven Werte von 17 : 

a 
e-r11 < . 

1 + r/ 
Wir haben dann: 

r(l-cosß') r(l-cos~) 

,_ r d 'Y/ a /{ 1 17 1 <aJ (r2 sin2 ..9 + 7J2)(1 + T)2 ) = l-r2 sin2 ß rsin fJ arctgrsin ß-
o 0 

} 

a ,. c1/ cos ~> 1 { 'Y/ 'Y/ 
-arct · = --arct ---g17 rsin..9(1+rsin-9) _17 __ rsin,9 grsin-9 

0 r sin 9 r; 

Die Funktion: 

1 + x + y x arc tg x - y arc tg y 
X+ y x-y 

ist für positive Werte der Veränderlichen, inkl. die Werte 0 
und oo, endlich, stetig und positiv. Es sei a 1 eine positive 
Zahl, grösser als der grösste Wert, welchen die Funktion 
für die erwähnten Werte der Variabeln annimmt. Wir haben 
dann: 

r(l-/cos~) -~- + 
17 

1 < aai r s1n iJ 

rsin-9(1 + rsin-9) 1 + -~- + 'Y/ 
O r Sin [} 

aa1 (1- cos ß) 
r sin 3 [sin :J + (1+rsin3) (1- cos ß)] = 

aa 1 < aa1 

2 r ß[ ß+{l+ . a). -9] r[l+r(l-cos-9)] 
COS 

2 
COS 

2 
r Sin v Slil 

2 

(o<..9<;). 
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Wir haben also das Ergebnis: 

00 

JQ' d s: < cta1 
r' 2 ~ r[ 1 + r ( 1 - cos -3)] 

$ 

erhalten. Diese Ungleichung in Verbindung mit den oben 
Abgeleiteten zejgt, dass man eine so]che positive Grösse a 

(wir bezeichnen hier und im folgenden mit a eine positive 
Grösse, deren Betrag uns hjer nicht näher interessiert) bestim
men kann, dass für x > x 0 : 

1 

iJ 2 ©1 a a a a 
oy2 <r2 + r[l +r(l-cos..9)]=r2 + r(l+r-x+x0 )· 

Aus der für x < x 0 geltenden Ungleichung geht hervor, dass 
man a so gross wählen kann, dass diese Unglefohung auch 
für x < x0 gilt. Nun wissen wir aber, dass die Funktion: 

auch in der Umgebung des singulären Punktes x = x0 , y = Yiu 
z = z0 endlich bleibt. Wir schliessen hieraus, dass man a so 
gross wählen kann, dass für jedes Wertsystem x, y, z: 

{)2<1J a -. < . 
<1y2 r (1 + r-x + x0 ) 

{)2 (]J 
Auf dieselbe Weise zeigt man, dass ö '> eine ähnliche Unz„ 

gleichung erfüllt. Was endlich ,~
2

iJ'? betrifft, kann auch diese 
<1y z 

Funktion auf dieselbe 'Veise untersucht werden, wenn man 
nur die Ungleichungen: 

X X X 

IJ(y -yo) (z- Zo) Q' d i: 12 <f (Y-Yo)2 Q' d i: J(z - Zo)2 Q' d 't: 
r's ~ = r'B ~ . r'B ~' 

-oo -00 -oo 

-oo -oo -oo 

J(Y-Yo)(z-zo)Q'd; 
2 
<f(Y-,Yo)

2 
Q'dg ·f(Z-Zo)

2 Q'd~ 
r's - r'3 r's -

X X X 
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zu Hilfe nimmt. Wir haben damit den Satz bewiesen: es 
gibt eine solche positive Grösse A 1, dass für alle x, y, z: 

I 

Aus den obigen Rechnungen geht ohne jegliche Schwierig
keit hervor, dass man A1 so wählen kann, dass man über
dies: 

a uik 1, 1 a ~lik , 1 a 'llik 1 < A 1 + A 1 , 

{) X iJ y ß Z = r [ 1 + r ( 1 - COS ._9)] r2 

hat. 
Ich scbliesse diesen Paragraphen mit einer Bemerkung über 

die Funktionen 'Uik: 

Einsetzen der Werte von den Funktionen Uik ergibt: 

- - a - D 
'U11 =0, n 12 = ~ d([J, 'll 13 = -

0
- d ([), 

(1 z y 

- {) - <1 
U21=-azdf/J, 'U22=0, Uzs=oxd<D, 

iJ r1 
Uai=ayd<D, Ua2=- iJxdf/J, 'Ua3=0. 

Da: 

2 d ([J = - e- y( r-.x+xo) ' 
r 

so folgt z. B: 

- ( 2 'V. ( z - z ) 2 ( z - z )) 
'U = _ I 0 + 0 e-y(r-.x+.:co) 

12 2 3 ' r r 

- -(2y(r-x+x0 ) 2(x-x0 )) _ (- +·) 
U23 - - e r r X .'to r2 rs 

Arkiv för matematilc, asf'ronomi o. fysik. Bd 7. N:o 1. 2 
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u. s. w. Wir schliessen bjeraus, dass: 

Zum Beweise braucht man nur zu bemerken, dass: 

l
z-z 1 r 0 < sin ,9 < V 2 ( 1 - cos ,9) 

u. s. w. 

3. Grundlegende Ungleichitngen. Wir bezeichnen in die
sem Paragraphen mit l/J eine Funktion von x, y, z, welche 
im ganzen Raume endlich, eindeutig und abteilungsweise 
stetig ist und welche der Ungleichung: 

1 1 k' {V l + COS 3 1 1 } r<R+x) 
l./J < „ (1 + R)2-a + (1 + R)2+p e-

genügt. Hier ist: 

R 2 = x2 + y2 + z2 cos .:J = x (0 < ,9 < n) , 1 R = 1= , 

1 1 O<a<-, 0<{3<-· 
8 8 

k' ist eine positive Konstante. - \Vir stellen uns die Aufgabe, 
die Funktionen (von x0 , y 0, z0 ) : 

zu untersuchen. Wir bemerken zunächst, dass sie für alle 
Werte von x 0 , y 0 , z0 endlich und stetig sind. Was uns übrig 
bleibt, ist zu untersuchen, wie sie sich für grosse Werte von 
R 0 {Ro2 

= Xo
2 + Yo 2 + Z0

2 } verhalten. 
Wir betrachten zuerst die Integrale von dem ersten Ty

pus und haben also das Integral: 

fra( fi[Vl + cos 3 1 + 1 J e-11 <B+x> 
J J 1 (1 + R)2-a ( 1 + R)2+f1 r [I + r(l - cos -9)] d~ dy dz 
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zu untersuchen. Wir betrachten zuerst das Integral: 

fnrr VI+ cos ,9 e-r<R+.:c) 

J J (1 + R)2-ar[l +
1 

r (1- cos ..'!)] dxdydz. 
00 

Um den Punkt x0 , y0 , z0 herum lege ich eine Kugel mit dem 

Radius ! R 0 und bezeichne mit 1 1 denjenigen Teil unseres 

Integrals, der von dem Inneren der Kugel herrührt. Wir 
haben dann nach der Schwarzsehen Ungleichung: 

I 2 < 1 dxdydz fif (1 +cos,9 )e-2r.R(I+cos·ifi). ((); dxdy dz 
1 

= {l + R)2(2-a> r 2[1 +r(l- cos -9)]2 
V V 

I I 

22c2-a) - ( ( ftc1 + a ) -2rR(1+cos·lt1) d d d f~( ( dx dy dz . 
< (1 + Ro)2(2-a>J J J' cos "1 e x y z J J r2[1 +r(l- cos ,9)]2 

I 1 

Um eine obere Grenze für das erste Integral zu bestimmen, 
führen wir Polarkoordinaten ein und bekommen: 

J J f 1 + cos -91) e-2yR(l+cos Utl dx dy dz < 
I 

f Ro n 

< 2n: f R 2 d R J(l + cos ..'11 ) e- 2rR(l+cosihl sin :J1 d:J1 • 

f Ro o 

~-.Ro oo 

< 2n:fdRfze-2rz dz = 1l:Ro · 
2y2 

i.Ro O 

Um das zweite Integral zu berechnen, führen wfr von dem 
Punkte x0 , y 0 , z0 aus Polarkoordinaten ein. Wir haben: 

fRo 7t: 

fI
~( clxdydz ') fd r sin :Jdß 
Jr2ll +r(l-cosi9)] 2 = .... n: rj[l+r(l-cos-9)]3 = 

0 0 
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Wir haben also: 

Wenn a eine solche positive Grösse ist, dass für R0 > 0: 

so fo]gt: 

22(1-a) rc2 log ( 1 + R ) ________ o_ < a2 
r2 ( 1 + Ro)1-20. , 

a 
1 <--· 

t 1 + Ro 

Wir betrachten jetzt denjenigen Teil, J 2, unseres Integrals, 
der von dem Raum zwischen der oben erwähnten Kugel und 
einer neuen Kugel herrührt, die den Mittelpunkt im Anfangs-

punkte und den Radius : R 0 bat. Wir haben hier: 

Folglich: 

2 fffv1 + cos :J 1 <- 1 e-r(R+x>dxdydz< 
2 Ro (1 + R)2-a 

II 

f Ro n 

4n:J RclR J-v . < - 1 + COS {) e-rR(I+cosi'1) Slll {) d:J < R
0 

( 1 + R)l-a i 1 1 

0 0 

4n;J00 

dR Joo -< - _ V z e-rz d z. 
Ro V R ( 1 + R)l-a 

0 0 

Wir betrachten endlich den letzten Teil ] 3 unseres Integrals. 
vVir haben ausserbalb der zuletzt eingeführten Kugel: 

Folglich: 

r l 
->-· R=3 
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00 n; 

1 <6n-rf dR fv1 + cos-91e-rB(1+cos'l'.t1) sin:J1d:J1 < 
3 ,/(/ (l + Rlt-a 

!& 0 

~ 00 00 

< 6n:f dR f,1- -rzd < 12n: Jv- -rzd 
R3/2 (1 + R)l-a V z e z Ro1/2 (1 + Ro)I-a z e z. 

fRo 0 O 

Aus den Ungleichungen für 11' / 2 und / 3 ist deutlich, dass 
man eine solche positive Grösse a finden kann, da.ss : 

Auf analoge Weise zeigt man, dass mana so wählen kann, da.ss: 

Jn r1 1 e-rCR+x) a 
) ~ (1 + R)2+f1 r[I + r (1 - cos ..'J)] dx dy dz < R

0 
• 

Aus diesen beiden Ungleichungen erhellt, dass man eine solche 
positive Grösse A 2 finden kann, dass: 

(i,k=l,2,3). 

Da aber das Integral links für alle Werte von x 0 , y 0 , z0 end
lich und stetig ist, so folgt, dass man auch eine solche posi
tive Grösse A3 finden kann, dass: 

(i,k=l,2, 3). III 

Wir gehen zu dem Studium der Funktionen : 

ff f Uik l/J dx dy dz 

über. Bei diesem Studium haben wir wiederholt einige Hülfs
sätze zu benutzen, die ich daher hier zusammenstelle. Der 
Erste ist die schon mehrmals benutzte Schwarzsehe Un
gleichung: 
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Der zweite Hülfssatz betrifft das Integral: 

({3 > 0). 

Dieses Integral genügt der partiellen Differentialgleichung: 

{)2 J ()2 J {)2 J e-rRo 

<7xos + ö Yo2 + {}zo2 - r2J = - (1 + Ro)1+f1 

Aus Symmetriegründen ist ersichtlich, dass J nur von R 0 

abhängt. Wir haben also: 

Wir setzen: 

und haben dann: 

und also; 

Ro 

lJf ~ Jrt ;d§ 
iJRo-2yf=- (I+§)1+ß+c. 

0 

Folglich: 

I = e2rRo ie-2r11 d1] r g d g + C + C e2yR,, 
J~ j(1+§)1+19 l 2 • 

Ro O 

Um die Integrationskonstanten c1 und c2 zu bestimmen, be
merken wir, dass: 

lim J = o i· R J o Ro= oo , im o = . 
Ro=O 
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Wir bekommen hieraus: 

Nach Einsetzen dieser Werte bekommen wir durch eine ein
fache Umformung: 

Wenn jetzt zunächst f3 < 1 ist, so haben wir ('J7 > 0): 

Bo+'Y/ Ro+11 

J §d§ ( dg - 1 {(1 R )t-a_(l )I-ß} 
(1 + §)I+P < j ( 1 + §)ß - 1 - (3 + 0 + 1J . + 1J • 

?] 'T/ 

l)ie Funktion : 

bleibt folglich, für al1e Werte von 1J ( > 0), unterhalb einer 
endlichen Grenze, wenn R 0 über alle Grenzen wächst. Man 
kann folglich eine solche positive Grösse a/1 finden, dass: 

wenn ß < 1. 

aße-rRo 
J< RP 

0 

Wenn fJ = 1 ist, so kann man offenbar, wie klein auch 
die positive Grösse e genommen wird, eine solche positive 
Grösse ae finden, dass: 

ae e-rRa 
J < R 1-E . 

0 

Wenn endlich (3 > 1 ist, so hat man: 

Ra+'T/ Ra+11 

J ;a; < (~L= i { i _ 1 }· 
(1 + §)1+ß =) (l + §).a (1- 1 (1 + 17)·a-1 ( 1+1J +R0)ß-1 

·r1 '>J 
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1 1 
< (3 - 1 . ( 1 +-17-);9--1 . 

Man kann also eine solche positive Grösse a finden, dass: 

wenn fJ > 1. 

ae-rRo 
J<---, 

Ro 

~7ir betrachten jetzt die Funktion: 

oo Ro+TJ 

-. _ (J e-rzo) = _ 'V _ + _o + __ o e-r(Ro+:z:o) e-2r'YJ dr1 + rl ( 1 X 1 X ) f fi §d§ 
dxo ' Ro Ro2 'Y RoS ., (1 + §)l+ß 

0 1} 

Wir scbliessen aus dieser Gleichung, dass man, wenn f1<1 
ist, eine solche positive Grösse ap finden kann, dass: 

1 
_!!_ (J e-r:&o) < ap (1 + Xo) e-r(Ro+xo) + ap e-r(Ro+zo) 
iJxo Roß Ro Rol+ß . 

Wenn fJ = 1 ist, so kann man, wie klein auch die positive 
Grösse 8 genommen wird, eine solche positive Zahl a8 bestim
men, dass 

a ( x) a < 8 l + ___Q e-11(Ro+mo) + _e e- y(Ro+xo) R 1-B R R 2 • 
0 0 0 

Wenn {1>1 ist, so kann man eine solche positive Grösse a 
finden, dass: 

-r - ( J e-r:r:) < - 1 + _o e- r<Ro+zo) + _
2 

e-r(Ro+xo) • 

1 
iJ 1 a ( x ) a 

Ö X R 0 R 0 R 0 

In den nachfolgenden Rechnungen kommt auch ein mit 
J eng verwandtes Integral, 

1 f~ ( re-r<R+r) 
K= 4n- JJ Rrs dxdydz 

00 
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vor. Um dieses Integral zu untersuchen, betrachten wir eine 
etwas allgemeinere Funktion: 

wo: 

K (x1' Yu z1) ist dann eine Funktion von Xp Yt> z1 und von 
x0 , y 0 , z0 • Der absolute Betrag dieser Funktion wächst über 
alle Grenzen, wenn R 10 , der Abstand zwischen den Punkten 
x1 , y1' z1 und x 0 , y0 , z0 , gegen Null konvergiert. Man i.i.ber
zeugt sich leicht, dass K in der Umgebung des singulären 

Punktes sich wie die Funktion log Rl verhält und dass also: 
10 

lim (R10
1-eK) = 0, (0 < e < l} . 

.Rio-0 

Um jetzt K (x1 , y1' z1 ) zu untersuchen, gehen wir denselben 
Weg wie früher bei der Untersuchung von J, nur mit dem 
Unterschied, dass wir K als eine Funktion von x1 , y1 , z1 auf
fassen. Wir erhalten: 

00 

K = 1_R , g = e2rR1o e-2r11 log ·r; d ·Y/ + c1 + c2 e2rRa. 
g (R ) e-rR10 1 

10 

10 

Ebenso wie früher findet man: 

Also: 

00 

c2 = 0, c1 = - J e-2r>J log r; d 11. 

0 

e-i' Rio foo ( R ) K = e-2r11 log 1 + _!_Q d 17, 
ll10 ~ 

0 

oder wenn wir jetzt x1 = y1 = z1 = 0 setzen und damit zur ur
sprünglichen X-Funktion zurückkehren: 
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K = _e-_r_Ro_f:-2r,,, log ( 1 + R_o) d 'Y/. 
Ro 17 

0 

Durch partielle Integration überzeugt man sich leicht: dass 

K in der Umgebung von R 0 = 0 wie log ~ unendlich wird. 
0 

Wenn jetzt a6 eine solche positive Grösse ist, dass: 

so folgt: 

Da, wie wir oben gesehen haben: 

lim R 0
1-e K = 0, 

Ro-=O 

so folgt, dass wir, wie klein auch die positive Grösse e ge
nommen wird, eine solche positive Grösse ae bestimmen kön
nen, dass: 

ae e-rRo 
K < R i-e. 

0 

Unser letzter Hülfssatz gilt dem Integral: 

fnrr dxdydz 
J J ( 1 + R)lH r2 (0 < cl < 2). 

00 

Wie ich an anderem Orte gezeigt habe, 1 kann man eine solche 
positive Grösse a bestimmen, dass dieses Integral kleiner als: 

1 Sur les formules de Green generalisees etc. Acta Math. Tome 34 
p. 264. 
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a 

ist. 
Nach diesen Vorbereitnngen kehren wir zu den Funk

tionen: 

ff J Uikl/Jdxdydz 

zurück. Nach unsrer Annahme ist: 

1 1 k' {V 1 + cos :J 1 1 } - CR+ ) 1 (J 1 
t/J < (1 + R)2-a + (1 + R)2+fl e „ :c' O<a< 8' O< < s· 

Folglich: 

3k' 
1 f/J 1 < e- r CR+z>. 

(l + R)2-a 

Um eine obere Grenze für den absoluten Betrag unsrer Funk
tionen zu finden, haben wir also nur die Integrale: 

fIJVI - cos fJ e-r<R+:c) 
---- e-r<r-x+:ca) . , dx dy dz 

r (I + R)2-a 

und: 

(IJe-r<r-x+x0 ) e-r<R+x) 

r2 · ( 1 + R)2-a dx dy dz 
u 

zu untersuchen. Wir betrachten zuerst das erste Integra1. 
Sein Quadrat ist nach der ScHWARZ'schen Ungleichung< 

---- e-1'(1·-:c+xo) . d X dy dz . JIJI - cos :J e-r<R+x> 

r (1 + R)2-a 

fjje-r<r-x+x0) e-rCR+x) _ 
(l R)9 dxdy dz -14 • 15 • r + ... -a 

Dabei ist: 

-fn ( ~(r - X + X0 X- X 0 ) e-r(r+R+xo) 
I, - J J ! rz - yrs (1 + R)2-a dxdydz + 

1„ ( (x - X e-r (r+R+a:o) 

+ )) rrs o (1 + R)2-a dxdydz. 
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Nach unsrem zweiten Hülfssatze kann man eine solche posi
tive Zahl a finden, dass das erste Glied rechts kleiner ist als: 

a ( x) a 1 + _o e-r(Ro+zo) + e-r(Ro+zo> . 
R 1-a R R 2-a 

0 0 0 

Wir haben ferner: 

lfn ( r e-r(r+R+xo) 2 

J J r2 (1 + R)2-a dxdy dz < 

f
rt( ( dxdydz frt( (e-2r(r+R+xo) 

< jj(I+R)S-2ar2 JJ Rr2 dxdydz. 

Aus unseren zwei letzten Hülfssätzen folgt, dass man, wenn 
e eine positive Grösse ist, eine solche positive Zahl a 8 finden 
kann, dass das rechte Glied kleiner als: 

.iv2a2 
_1 __ 8 _ e-2y(R0+z0) 

R 3-2a-c 
0 

ist Folglich: 

lfr(x - x e-r(r+R+zo> 1 a 
--

0 dx dy dz < 8 e-rCRo+~o>. 
rrs (1 + R)2-a R3f7.-a- ~ 

t./ V 2 

Wir können folglich eine solche positive Grösse a8 finden, 
dass fiir genügend grosse Werte von R 0 : 

1 < ae { (1 + Xo) + l } e-r(Ro+xo> • 
4 R 1-a R R 1-e 

0 0 0 2 

Andrerseits ist nach unsrem zweiten Hülfssatze: 

a I < e-r(Ro+Xo) 
5 R i-a • 

0 
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Wir setzen jetzt: 

8 = 1 - 4 (et + (3) 

und können dann aus unsren Ungleichungen den Schluss ziehen, 
dass für genügend grosse Werte von R 0 : 

fIJ V 1 - cos .(} e-r(R+a:) 
----- e-y(r-a:+xo) • d X d y d Z < 

r (1 + R)2-a 

a {V 1 + Xo + 1 } e-r<Ro+a:o). 
Rol-a Ro Roa+ß 

Wir gehen zu dem Integral: 

fI
,... ( e-rCr-a:+,,;o} e-r(R+a:> 

J r2 (1 + R)2-a dxdydz 

über. Sein Quadrat ist kleiner als: 

fI'"'( dxdydz J(l((e- 2r<r+R+zo) 

J (1 + R)3-2a r2 J J Rr2 dxdy dz. 

Wie klejn die positive Grösse 8 auch ist, kann man nach 
unsren Hülfssätzen ae so wählen, dass dieses Produkt klei
ner als: 

a 2 
__ e - e-2y(Ro+a:o) 
R 3-2a-e 

0 

wird. Wir setzen : 

c= l-2{a + (3). 

Wir sehen dann, dass wir a so bestimmen können, dass: 

Aus den jetzt erhaltenen Ungleichungen folgt, dass wir ein 
a so wählen können, dass für genügend grosse R 0 : 
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Da das Integral links für alle Werte von x0 , y 0 , z0 stetig ist, 
folgt schliessUcb, dass wir eine solche positive Grösse A, fin
den können, dass: 

1~ r r U~k ' 11 dxdydz < A k' {V 1 + cos ,9° + J J w --r = 4 ( l + Ro)l-a 

+ 1 } e-y(Ro+Xo) IV 
(1 + Ro)I+fl ' 

wenn: 

. o Xo 
COS v 0 = R, 

0 

Ohne die Ableitungen: 

( ( (Ditik d d d Jr-( (Ditik d fn( (auik d d J )J iJxo l/J x y z, J J ilyo l/J xdydz, J J iJzo l/J x ydz 

erschöpfend behandeln zu wollen, bemerken wir folgendes. 
Da: 

ß Uik 1 1 f} Uik 1 1 <7 Uik 1 A 1 A 1 

{) Xo ' a Yo ' a Zo < r [ 1 + r ( 1 - cos -9) J + r2 ' 

so haben wir, um eine obere Grenze für die absoluten Be
träge jener Ableitungen festzustellen, nur das Integral: 

fn ( ([ I 1 J [VI + cos :J 1 

JJ r(I+r-x+x0 ) +r2 • (1 +R)2-a + 

+ 1 J e-rCB+x> dxdy dz 
(I + R)2+fl 

zu untersuchen. Nun haben wir oben gesehen, dass: 

J„ (J[V 1 + cos:J 1 I J e-r<R+x> a 
Ju (f+ R)2-a + (1 + R)2-P r(l+r-x+xo)dxdydz< l +Ro. 

Nach unsrem vierten Hülfssatze ist überdies: 
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f
~(([Vl + cos,(J 1 ]e-r(R+x) 
J J {l + R)2-a1 + (1 + R)2+ß r2 dxdydz < 

fn({ dxdydz a 
< 3 JJ {l +RJ2-ar2 «1 +Ro)l-a· 

Wir schliessen hieraus, dass man die positive Grösse A5 so 
wählen kann, dass : 

lf f J'~~: ~dxdydz . • . < ( 1 + Ro )1-a. V. 

Diese rohe Ungleichung genügt für unsern Zweck. 

4. Durchführung des Existenzbeweises. Wir kehren zu 
den Integralgleichungen 1-3 zurück. Wir nehmen an, dass 
X, Y, Z abteilungsweise stetige Funktionen von x, y, z sind 
und dass man die positive Grösse k' so wählen kann, dass: 

1 l 
O<a< -, O<ß<-· 

8 8 

Das ist insbesondere dann der Fall, wenn X, Y, Z nur in 
einem endlichen Bereiche von Null verschiedene Werte be
sitzen. 

Wir führen in unsre Integralgleichungen eine Parameter 
)" ein und schreiben sie folgendermassen: 

u' (x, y, z)= 8! µff j<u11 X+ u 12 Y + u13 Z)d~ dlJ d~ + 
00 

+ s::,Jffi(v'w'-w'v')u11 + (w' u'-u'w')ul2 + (5) 
(X) 

+ (u' v'-v' u') u 13] d§ d11d~ 

u. s. w. Hier stehen X, Y, Z; u', v', w'; u/, v', w'; Uik für 



32 ARKIV FÖR MATEl\'IATIK, ASTRONOM! 0. FYSIK. BD 7. N:O }. 

X ( § , 17 , ~) , • • , u' ( § , 17 , ~) , • • ; u' ( § , 17 , ~) , • • ; Uik ( § , 17 , ~ ; x, y, z). 
Wir machen den Ans-atz: 

u' = u'0 + /11 u'1 + .Ä.n u'n + 

v' = v'0 + lv'1 + Jwnv'n + · · (6) 

w' = w'o + lw'1 + ;.,nw'n + .. 

und bekommen zur Bestimmung der Funktionen u'n, v'n, w'n: 

u'o = s!,ljJf (u11 X+ U12 y + U13 Z) dg d17 di;,' 
00 

Vo' = s!,tf ff (U21X + U 22 Y + U 23 Z)dgdr;di;,, 
00 

w'o= s! fl f J f (ita1 X + U32 y + U33 Z) d§ dr; di;,; 
00 

, e ,-, ,, fJJ[
i=n-1 

u„ = Sn:ft ao i~ (viWn-i-1-WiVn-i-1). U11 + 

i=n-1 

+ ~ (w'iU1
n-i-1-UiW'n-i-1). it. 12 + 

i=O 

i=n-1 

+ ~ (w'i u'n-i-1 - u';, w'n-i-1) . 'lt22 + 
•=o 
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i=n-I 

+ ~ (w'iu'n-i-1- 'lliW'n-i-1) · U.32 + 
i=O 

+ i=r1

(u1
;V

1
n-i-I - V'iU

1
n-i-I) · U33] d§ d·1] d~' 

i=O 

vorausgesetzt, dass diese Integrale einen bestimmten Sinn 
haben. Man sieht unmittelbar, dass unsre Formeln für u'0 , 

v'0 , w'0 bestimmte, stetige und stetig differenzierbare Werte 
ergeben. Aus unsren grundlegenden Ungleichungen folgt 
ferner: 

1 ' 1 f ' f 1 , 1 3 (J k' A s u 0 ' V 0 ' w 0 < 8 n: µ ( 1 + R) ' 

1
-, 1 ,-, 1 ,-, 1 3(Jk'A 4 { 1 "1 /-x 1 } -y(R+~> 
'llo' Vo' Wo< Sn:µ (I+R)l-aV l+R+(l+R)l+ß e , 

1 
o 'lt} 1 1 <1 w' 1 3 (J k' A 
fJ X o ' • • • i) Z o < 8 7l fl ( 1 + .R)l-a . 

Aus diesen Ungleichungen folgt wiederum. dass unsre For
meln fiir u'u v'1' wt1 bestimmte, stetige und stetig differen
zierbare Werte geben und dass: 

1 
{) u' 1 1 a w' 1 [ 3 (J ]s k'2 A A A 
<7x

1 

'. „ a/ < 8 rr. ft (1 +
3

R)~-:. 

Indem man so fortfährt, sieht man, dass in der Tat unsre 
Formeln für jedes n bestimmte, stetige und stetig differen
zierbare Werte von u'n, v'n, w'n geben und dass, wenn man 
mit an die durch die Gleichungen: 

.Ä.l'li:iv fö1· matematilt~, astronomi o. fysik. Bd 7. N:o 1. 
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i=n-1 

llo = 1, an=] aian-I-i 
i=6 

definierte Zahlenreihe bezeichnet, folgende Ungleichungen be
stehen: 

Nun besteht, wie man leicht zeigt, 1 die Gleichung: 

I-Vl-4x ~00 =I+x+···= a.nxn„ 
X 

0 

Die Reihe rechts konvergiert folglich unbedingt und 
gleichmässig, wenn: 

1 lxl<-· 4 

Folglich- konvergieren die Reihen: 

oo oo oo ooa f ooa 1 

~ ' '1n '1 f '1n ~ ' 'ln. ~ 'lt n 'ln ~ W n 'ln "'-' U n 11.. , ~ V n A , ~ W n 11.. , --:--J A , • • -,-~J - 11.. 
(1 X (1 Z 

0 0 0 0 0 

1m ganzen Raume unbedingt und gleichmässig, wenn: 

d. h. wenn: 

1 Vgl.: Sur les formules de GREEN generalisees ~"ltc. Acta Math. T. 34 
p. 256. 
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Die Reihen 6 definieren folglich für hinreichend kleine 
Werte von 1l1 k' Funktionen von x, y, z, A, welche in Bezug 
auf l analytisch sind. Die Reihen sind in Bezug auf x, y, z 
gliedweise differenzierbar. Sie befriedigen die Integralglei
chungen 5. 'Venn: 

können wir l = 1 setzen. Wir schliessen, qass unter dieser 
Voraussetzung: 

00 00 00 

it' = ~U'n, v' = ~ V1
n, W

1 
= ~W1.n 

0 0 0 

unsre Integralgleichungen 1 - 3 befriedigen. Die Formel 4 
definiert eine zugehörige, eindeutige und stetige Funktion q. 

Es bleibt uns nur noch übrig zu zeigen, dass die Lösung, 
deren Existenz wir nachgewiesen haben, sich für grosse Werte 
von R so verhält, dass die Integrale: 

J u' Uii cos nx ds, .. , f u',,. P• ds, f Ui,n q ds, 

J ,dui1d J du'a u dn s, .. UiJdn s, .. 
s s 

(i=l,2,3) 

wenn die Fläche S ins Unendliche rückt, gegen Null kon
vergieren. 

Aus dem obigen folgt unmittelbar: 

1u'1, 1 v' 1, 1 w' 1 < 1 : R ' 1 ~ :' I · . · I a{} ~' 1 < ( 1 + ~)1-a . 

Aus Formel 4 folgt unter Benutzung unsres letzten Hülfs
satzes: 

a 
1q1 < ( 1 + R)I-a . 

Diese Ungleichungen, mit den Ungleichungen: 
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1 A 3 1 1 a 1 <7 u ik 1 
1 Uik < r ( l + r - x + Xo) ' Pi < r2 , <7 x , 

1 
ßuikl 1 ouikl A 3 A 3 __ , --< +-, 
iiy fJz r(l+r-x+x0 ) r2 

verbunden, zeigen unmittelbar, dass die oben stehenden Inte
grale wirklich gegen Null konvergieren. 

Zusam1nenfassung. 

In dieser Abhandlung wird gezeigt, dass wenn auf eine 
reibende und unzusammendrückbare Flüssigkeit ein System 
von Kräften wirkt, welche der Richtung und der Intensität 
nach von der Zeit unabhängig sind, während die Angriffs
punkte sich mit konstanter Geschwindigkeit para11el der x
Axe bewegen, ein stationärer und singularitätenfreier Be
wegungszustand möglich ist, wenn erstens die Komponenten 
der Kraft X, Y, Z abteilungsweise stetige Funktionen von 
x, y, z sind, welche Ungleichungen von der Form: 

IXI, 1 Yj, IZI < k' {(l + ~)2-a V 1 + ~ + (1 + ~)2+ß} e-r<R+zl 

1 
a<s, ß>O, 

genugen, und wenn zweitens die Konstante k' hinreichend 
klein ist. 

Nachdem die Existenz dieses Bewegungszustandes fest
gestellt ist, treten die Fragen auf, ob er eindeutig bestimmt 
und ob er stabil ist. Diesen Fragen soll eine folgende Mit
teilung gewidmet· werden. 

• 

Tryckt den 4 maj 1911. 

Uppsala 1911. Almqvist & Wiksells Boktryckeri-A.-B. 


