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.!RKIV FÖR 1\tIATEMATIK, ASTRONOMI OCR FYSIK.

BAND 6.



N:o 4.



Zur Hydrodynamik der Kugel.

Von



C. W. OSEEN.

Mitgeteilt am 8. September 1909 durch A.



LINDSTEDT



und E.



PmtAGMEN.



I.

1.



Herr



BASSET



hat 1 das System:



au



ap



av



ap



at =-ax + ftdu,



ilt =-ay



aw

iJt



f)

=-



+ ftdv,



p



az + ftdw,



fJu+a·v+iJw= 0



ax



oy



f}z



mit den Nebenbedingungen:

Ut-o = Vt=O



lim u



=



=



Wt-o = 0 '



lim v = lim w = 0,



(r2=x2+ y2+ z2)

für r=a, t&gt;O:



u=T(t)y,



v=-T(t)x, w=O



gelöst. Wir stellen uns hier zunächst die Aufgabe dasselbe

System mit folgenden Nebenbedingungen zu lösen:
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Ut=-0



=



Vt:eO =



Wt-0 =



N:O



4.



Ü,



lim tt = lim v = Jim w = 0 ,

r=oo



für r = a , t



'J·=oo



&gt; 0:



n=ni



U= U



= ~ p m, n[am., n COS nrp



+ f3m, n Sill nrp],



n=O



n=m



V =V =~Pm, n [(r~, n + r~, n) cos n&lt;p



+ (ö~,n + ö~~J n) sin np],



n=O

n=m



" p

[(~(2)

.x(l) )

( (1)

(2) ) •

]

U'=W=~ m,n Um,n-Um,1i cosnrp+ rm,n-rm,n s1nncp.

n=O



Dabei ist:



x = r cos fJ, y = r sin .{) cos rp, z = r sin fJ sin cp .

Pm,n=Pm,n(cos-9) wird durch die Gleichung:



p



m,n



(x) = II( 1n -



ndm+n(



n ) (1 -



x2)2



II(2m)



~



x -



l)m,



=



dxm+n



{- l)n II( m + n ) (l-x2)-2

II(2m)



ndm-n(



2



x dxm-n



l)'n



i



definirt. a, ß etc. sind Funktionen von t, welche der Bedingung:



R



=



u cos fJ +



vsin fJ cos cp + w sin [) sin cp =



0



unterworfen sind, aber sonst willkühr1ich gewä.hlt werden

können.

Wir haben:

n=ni



R·= ~pm, n cos fJ [am, n cos n&lt;p +



/3m, n



sin ncp]



+



n=O

n=m



+ ~ Pm, n sin f) [y~, n cos (n -



1) cp



+ Ö~, n sin (n -



1 ) &lt;p]



+



n=O

n=m



~ Pm,n sin -9 [r~,n cos (n



+



+ 1) cp + o~,n sin (n + 1) &lt;p] =



n=O

1



Vgl.



HEINE,



Handbuch der Kugelfunktionen 2:te Aufl. I, 202.
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Pm, o cos :J am,, o + Pm, 1 sin :J r~~, 1



3



+ {Pm, 1 cos -9 am, 1 +



+Pm, 2 sin:Jr~L 2 +Pm, o sin:Jr~, o+ Pm, osinßr~, o}cosrp +



+ {Pm, 1 cos :J ßm, 1 +



Pm, 2 sin :J o~, 2 - Pm,o sin :J ö~~l,o



+



n=m-1



+Pm, osin-90~, o}sinrp + ~ [{Pm, nCOS 9am, n +Pm, n+I sin..9r~, n+I +



+



Pm,n-1 sin :Jr~,n-1} cos nrp



+ {Pm,n cos :Jßm,n +



+ Pm,n+1 sin :Jo~,n+l + Pm,n-I sin :Jö~,n-1} sin nrp +

, 1pm, m COS n am, m + p m, m-1 Sill

. vo. l'm,

(2)

"

+

T \

m-1j

COS m 'fJ

1J



+ { p,m, cos ,() flm, m + p m, m-1 sin :J ö~, m-1} sin m rp +

+ Pm,m sin !J r~,m cos (m + 1) rp + P„n,m sin :J o~~,m sin (m + 1) (p.

'111.



Aus den Definitionsgleichungen für Pm, n folgt für



l&lt;n&lt;m-1:

dPm,n(x)

nx

d

= - -- - -2 Pm,n(x)

1 -x

x

dPm,n(X)

dx



l



1



m-n

+ y--Pm,n+i(x),

I-x2



nx

m+n

Pm,n-1 (x).

2 Pm,n (x)-x

V I - x2



. .t\.lso:

&lt;JPm,n

iJ-9



aPm,n

i}:J



n cot:;. Pm,n-(m-n)Pm,n+I,



=



-



n cot:J. Pm,n



2 n cot -9 Pm,n = (m



+



+



n) Pm,n-1



(m



+



n) Pm,n-1,



+ (m- n) Pm,n+t.



Ausserdem ist:

f)Pm,o

{) .[)



=



8Pmm



ö.d



-



m p m, 1 '

p



=mcot:J m,m,



8Pm,m

B:J = -m cot-9 Pm,m

1



HEINE



I,



s.



258.



+ 2rnPm,m-t,
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N;O



4.



folglich:



cot :J Pm,m. = Pm,m-1.

Mit Hilfe dieser Relationen erhält man:

--



R=Pm,O cos :Jam,O



(1)

J

(m-2-Ctm,1

+1

+ Pm,1 sin-9? m,1

+ sin-9\Pm,0

+

1



(m -



(m



(1)

1

(1) J' l

. {Pm,o 2-ßm,1+

+1

1(2) )

+rm,o+i

m,o +Pm,2 2-am,1+rm,2

fcosrp+s1n:J



_\·(2)



+



Um, O -



+



sm.:J



.



,1'(1)



-2+ p m, 2 (ni

-



)



Um, O



~2



n=m-1



{Pm,n-1



l



0



f:Jm, 1



~(1) 2) } Slll

•

+ Um,

&lt;p +



( m+



)

( m-n

n

c2&gt;

2n CXm,n+rm,n-1 +Pm,n+I 2n CXm,n+



n=m.-1



2



U&gt;

•

+ l'm,n+1

)} cosncp + sm..9 ~



{Pm,n-I



)

+n n ßm,n + dm,n-1

c2&gt;

+

2



( 1n



- n c&gt;

~(J)

)l .

. a p m, m-1 (C!m, m +

+ P m, n+l (rn

2n

/Jm, n + um, n+1 Js1n nrp + Slll v

(2)



)



•

+ Slil

v



+



'Ym,m-1 COS fflfjJ



+



sin i9 Pm, m r~ m cos (m



Cl



Die Bedingung R

(1)



Ctm,o=O: rm,1 =0,



m +1

-2ßm,1

m



-



m



=



p m,m-1 ({:hn,m

t:J



+ 1) &lt;p + sin -9 Pm, m o~~l, m sin (1n + 1) &lt;p.

0 ergiebt also;



m +1



(I)



(2)



m-1



(1)



2-am,1 +rm,0 +rm,o=O, 2-C&lt;m,l +rm,2=0,



.(2)

,1'(1)

+ Om,o-um,O

=0,



+-etm

n

c2&gt;

n + 'Ym, n-1=0,

n.

'

2



+n



~(2)

)

•

+ Um,m-1

Slil mcp +



m-1

- - f3m, 1

2



.(1)

+ Om,

2=



m-n



2nam,n +



0,



(1)



rm,n+l



=0,



m-n

·(l)

n

f3m,n+Öm,n+i=0,

2



(2)



2 n /3m, n + om, n-1 = 0,



(2 &lt; n &lt; m -1),

am,1n



(2)

+ rm,m-1

=



0,



(3 m,m



+



,1&gt;(2)



Um,m-l = 0,



{2)



rm,m



= 0,



o~,m = 0.
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Wir berechnen ferner e = u sin

- w cos 3 sin rp. Wir erhalten:



5



cos .() cos &lt;p -



[)-V



0= Pm, o sin ßam, o-Pm, 1cos3r~,1-{(y~l, o + r~, o)Pm, o cos .:J-



Clm, i



Pni, 1 sin f&gt;+r~, 2 Pm, 2 cos i9} cosrp-{( o·~;{, o-o~:l, o) Pm, o cos 9-



- /3m, 1 p m, 1 sin .[)



+ o~~' 2 p m, 2 cos .0} sin rp -



n-=m-1



~ {r~,n-1 P'l1.,,, n-1 cos :J-am,n Pm,n sin .0



-



+



n=-2



n=m-1



p

Cl}

'""

+/m,n+l m,n+1COSv COSnrp-_...



f _1•(2)



(1)



lvm,n-1



p m,n-1C0SvCl



n=2



/.)



- · {Jni,n



p 11i,n Slß

. vCl



( (2)

p

- \f

m, m-1 m, m-1 COS



-



r~(2}



\Vm,1n-I



}i,·(l)

p m,n+I COS vCl} Slß

• nrp + Uni,n+I



p m, m Slll

. vQ"\i



COS



m cp



p m,m-I cos 1Ja -1.Jni,m

u

p m,m Slll

· 'Vn J\



•

8111



mrp -



Q



v



-



-r~~m P,11.,,,m cos :J cos (m



C&lt;m, 111,



+ 1) rp- o!~.~m Pm,m cos :J sin (m + I)rp.



vsin cp- w cos rp.



Wir berechnen endlich f/J =

1T



V..J =



,\'(1)



Um,I



p ·m,1



( ~(1) p m,2 + (Vm,0

~(1)

+ \.Um,2

-



-{r~!~2 Pm,2- (/;:i~o



-



~(2) )



Um,0



p m,O} COS rp -



n-m-I



1



+ 1~!~0) Pm,o} sin rp + ~ {o.~ i!n+1 Pm,n+1n=2



-



~(2)

Um, n-l



p m, n-11"\ COS n rp -



n=-m-1

~

~



f (1)

tl'm, n+l



p rn, n+I



-



n=2



-



(2)



/lm,n-1

(2)



+')'m,m-l



p m,n-l} Slll

. nrp- Um,m-1

,1·(2)

p m,'m,-1COS1nrp



+



p m,m-1S1nmrp-vm,m

.

~(2)

p



)



(2)

•

(

+ {m,m

SIIl 'In+



,cos(·ni+I &lt;p+



111 , 111



1) rp.



Um unseres Problem zu lösen, machen wir den Ansatz:

{)2 F1



+ -dz_2_



a2p



a2F2



1)=-



1+

iJx dy



W= -



-iJx-iJ-z -



a2 F1



a2 F 2



a2 F1



iJy 2



ox 2

a2 F2



iJy iiz



-



r72 Fa



dx iJy- iJx ßz '



a2F2



a2F's



ß2 Fs



&lt;72 Fa

iJy 2



+äz

-2- - dy iJz '

+



iJx 2



+



'
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genügen müssen.



6.



N:O



4.



Wir setsen:



'1l=17i



Fi = ~ P111,n [crn,n cos n cp



+ Sni,n sin nrp]'



n=O

n:::sni



F2 =



l



Pm:n [(c!~~n + c~~n) cos nrp



+ (s!!~n + s!!~n) sin np],



n=O

n=11i



F 3 = ~ Pm:n [(s!!!n - s~!!n) cos n rp



+ (c~~n - c~!n) sin nrp].



n=O



Diese ~,unktionen genügen der obigen Differentialgleichung, wenn c und s Funktionen von r und t sind, welche

der Gleichung:



~ + -~ !_ _ m (m



[fl r



r



2



fJ r



r



+ I )]

2



[!__ _

iJ t



2



t (



!



fJ

{) r 2



+ ~ !_ _ m (m 2+ 1 )) JC= 0

r iJ r



r



•



Genüge leisten.

Wir berechnen R = u cos .{) + v sin .:J cos cp + w sin -:J sin cp,

€J = U Sill fJ - V COS fJ COS rp - W COS .{} sin rp , (/)=V sin cp - W COS Cf •

Man findet nach längerer Rechnung:



(2 fJ



J



R=Pm,oCOS-9,l rör.

J

( 1 f)

+ Pm,' 1s1n

-9lm -r 8r



m( m +



r2



1)) Cm,o-(m+l) (1rür-r2

rJ

l ) O&gt; } +

Cm,l



- 91 ) Crn o + [2- iJa - m (m 9.+ 1) rw

'

r r

r""



{) l)J

n&gt;} f

. [(2fJ m(m+l))(&lt;2&gt;

c1&gt;) +

- (r1flr-r

Cm,o+cm,o

22 C.m,l + lPm,os1n.fJ r i}r---r- ++ 1n

2



1[m ~ -r1 r r,;;1) (Cm,O +

f)

-Ö -~



(2)



+



(2r ar



-T&lt;1



m ( m + 1)

r2



+



1t7r r1) Cni1-(1n+2)

(1r "r r1) ' +Pm,2s1n{J ,l_T_

2a

'

r r

m (m + 1) - 2 (1

1\} c m-1 (1-r t7t1-r - -r1) c +

---r

r i) r r



+-~--2



r



-



(1) )



Crn,0



(1) ] ]

-~-9 Cm2



&lt;1



&lt;7



2



r ['



•



&lt;1



(I)



2}



111



'



2-



(



)



&lt;1



2



m,



1
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1)



(1 ,,



1)



-r 2 Cm,1-(1n12) rOr-r 2

1



(1) } ] }



Cm,2



cosrp+



.

[ ( 2 a m (m + l )) (2&gt;

u&gt; . m + 1 { ( 1 {)

+ {Pm,os1n.[J

r ilr·- r2 (sm,o-Bm„o)

+ 2 m;: or-



0 &gt; }]

1 fJ

1 ) Bm2

•

[ { 2 {}

11n (m + 1 ) -(m+2) (-~,-+P111,2s1n.[)

-~2

r &lt;1 r r

'

'

r &lt;1 r

r2



(1a l)}



- 2 - -(J - - 2

r



r



r



+ -r1 -o,,r - r-12 ) Sm,' 1 1



+ .'~



n= n-l{



n=2



.



Pmn-1s1n.[)

'



[{2--iJ{) r



1·



(1)



Sm ') -



(m



'....



+ 2)



m(m +

').

r--



(1 a{) -1)



1) - - -



(rn -



r



r



(-1 -f) - -1 )

2



r



r



&lt;1 t•



r2



(1) }] }



Sm 2

'



Bm



•



Slil



1) +(n-1)(-:;--c;. 1 1)1

&lt;7



r &lt;1 r



r"'



1

'



+



m+

r



(2)

fCmn-1+



'



{)&lt;1 r - 9r1) Cmn-I

c2&gt;

(2

iJ

m (1n + I)

+ rn2+n n {cm-n + 1)(-rl T

+

--;;;--'

r &lt;1 r

r2

+ -nr



{)



n)

r



(m



1 - ---;-) Cm,n &lt;1 r



{) + n + 1) (-r1 -{)

r



. [{2-r {)r



+Pm,n+1s1n.[J



~&lt;1



&lt;1

1 ) C1n,n

- (1n-n) (-1 ~-9.

r &lt;1r

r



2 {}

m (m +

+ (r ör· r2



1)



1 ) Cni,n+l

n&gt; } ]



9

r-



(1



+



I)}



m(m+I} -(n+l} -{}a - r2

r r r2



ci&gt;

'



Cmn+I



r

1 ) Cm

(2)

+ m2- n n ,(m-n+

l} (-1 -{) - n-1 +

2

L

r 8r

r

'



n a n)

(1 {}

+----r {} r r cm, n - ( m+n+I ) r-ih·

2



-



1)



(1)

]

r 2 Crn,n+I



} COS



ncp +
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+ n~



n=~- {



[{2 {)



1



•



Pm,n-1sm..? ;: ör-



+ m + n {( m -



n + 1)



2n



a n)

r or-r



+n



2



,



(! _!!__ar -



1) + (n-1) (1rDrfJ

1) l

r2 {Sm,n-1 +

(2)



_!!__ - m (m 2+ 1)

r {) r

r



m,



I a

I ) c1 &gt; }]

+ n + 1) (r

iJr-r 2 Bm,n+l +



2



(1{} I)



Bm,n+



m(m+I)



r



2



m-n{

2 n (m-n+I)



. .() J~

+

+ Pm,m-1 Slll

lr _!!__m(m,

iJ

r

r

2



] )}



iir-r 2



,·



(s11i,m



J2 i}&lt;1 „ -



P m,m s1n .!Jy;:



+m



1



2



(1

r



1)



(1)

}]

r 2 Bm,n+I



}



2



m (m



r



+



2



1)



c2&gt;



Bm,n-1+



a-



1) - -



(!r!!_a r

_ _!_)1J·(Cm,

r'



•

+ Pni' m-1 Slll

·ß - -i) r r



ar



•

SIIl



'111,



ncp +



+



+



(2)

•

+ Sm,m-1)s1nmrp

+



. {2 a

m( m + l )

+Pm,mSinfJrO'tr2



+



I)



{2 {)



c2&gt;



Cm,m-1) cos mrp



(1rii'l.-r

fJ

1)



{)

n)2 Sm n - (m + n +

+ nr- -.

iJ r

r

,

-



f}



+



{)

m (m + 1)

( l &lt;1

1 ) } c1 &gt;

lrarr2

-(n+I)riJr-r

sm,n+1-



-(tn-n) ror-r 2



1

+ m;:

(



4:.



[ J2



•



+



N:O



_!_) s&lt;2&gt; n-1 + (~



r2



1"



Sni,n-\m



+Pm,n+1s1n-9



+ (-r2-a&lt;lr -



m.(m+

r2



6.



m(m +

r2



1 {}

1 ) l (2)

+m (riJr-r

2 fCm,mCOs(m+I)rp+



l} + m (1riir-r

fJ

1) lf 8111,m

c2&gt;

•

s1n (rn +-I)rp.

2



2



,,, •

{ ( f)

1 &lt;7 )

l {) (1) l

0-Pni,os1n.!J

~2 +-~ Cmo+(m+l)- ~Cm1 ·&lt;1 r

r &lt;1 r

'

r &lt;1 r ' 1



( {)2



-Pm, 1cos9 liJ r 2



Cl&gt;

m &lt;l }

f

[ (iJa2r +

+ r2 iJ{)r ) Cm,,

1 + r iJ r Cm.,o + lPm,o cos-9 2



&lt;1 ) &lt;2&gt;

Cl)

1n + 1 Jm c2 1

(I)

( l fJ

1)

+ -r1 -ö.

(crn,O

+

Cm.,o) +

12 (cm,o + Cm,o) + - T - 9

r

2

r

r &lt;1 r r-- Cm,1 +



9
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n&gt; }] +Pm,1s1n.:J-mrör-r

. [

(1 fJ

1 ) ( Cni,o+cm,o)+

c2)

c1&gt;

+ m 72+ 2 Cm,2

2

{)



+

+



2



( iJr2



r1 Or&lt;} ) Cm,I-r21 Cm,l + (m + 2) (r1 iJr(/ + r21 )



+



lJ 2



a)



3



( iJr2 +;: ör



Pm,2Cos.{) [ -



2



2



+ { Pm,O



cos 3 [ -



o&gt;

&lt;J

-Bmo+

--,

'

r i) r - r 2 sm, 1



+ r21)



2



r



r



J



(1 )



i



r



r~



...

n= 2



c1&gt;



1' Sm,2



n&gt;
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2



I

n ) Cmn-(m-n+I) ( I

c2 &gt;

~+-~-2

?

J

2

Cmn-1+

( &lt;1r

r vr

r

'

r &lt;1r

r

'

{)2



a + rn) Cm,n+l

(1)

+ (m + n + l} (r1 Ör

=

2



D2



( iJ r2



+ 2 +r n {)&lt;1r) Cm,(l) n+I -



m- n

--2-



n)



1 &lt;J



- (ror+r2

fJ



9



( a1· 2



+2-



n !!__)

r ßr



c2&gt;



Sm,n-1



+



_



m



{m - r2n + 1



Cm,n+



+

n {m 2



n)



1 {}

( iJr-r2 Sm,n



r



m



+



c2&gt;

Cm, n-I -



+ r2n + 1 Cm,n+1

Cl&gt;

}

c1&gt;

=rm,11+1,



n

r2



+ 1 Sm,n-I

c2&gt;

+



m+ r2n+



1 o&gt;



2



&lt;I



2



)



( &lt;1



&lt;1



}



.(2)



Om,n-1,



Bm,n+I =



1

n

(1

fJ

n)

~+--{) -2Bm,n-(m-n+1) - ? l - 2

r

r r

r

r r r

&lt;7



c2&gt;

'



Bmn-1-



a rn) sm,n+1

U&gt;

+ (m + n + 1) (rl Br+

=

2

2 + 2 + n &lt;J) c1&gt;

a

m - n[m r

ßr 8m,n+1---2-l

(iJr2



-- (r1 a + n)

{)r



r2



Bm,n



Ctm,n,



n



r2



+1



flm,n,



c2&gt;

Sm,n-1-



(1)

}

+ m + r2n + 1 Sm,n+1



=



(1)



Om,n+1,
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1



.f 2 -~q__ - ~n(!_~ +

1r f r



„„



1



9



)_



+ 'In ( 1 -,:-);~



--~)



-



r &lt;r



(Cm, m.



l.



r"'



+ c!!), 111.-1) =



1



=



J~ -~-- _

l r rJ r



'fn (ni _±} )_

r~



(1 _



iJ __ !_) l (s

, r 11 r

r 2 1 'III, m



+m



((.ni rn

'



+ 8 (2)



..,



j



·;



c(2)



·



( (.j·-·--9.

r--



)

+ r1-- 1n

----;;

Cni, 1n - r-



iJ:!.

~

( -&lt;1 r--



- mfJ

+2

--------r

u .r



il



2



(1



2



() ~



(iTr2



:J



+



-



m)



(2)



·7-:2 ,



(



Sm, 171,



-



l r rJ r



r-



?n)



(_!!__~_r- +· ~--=r "!_ !!_)r c&lt;2&gt;

'}

(



_!1!_ __

( ur...'.&gt;.

~



&lt;'}



9



1n, 1n



=



+ !_=_ m_ !!_) 8(2)

m, 1n r



(~J



'r,



""/(2)

111, 1n



=



()'(2)

ni, rn -



f



t.:



-



11i -



1n)



i)



--q Sm rn



r'"'



c2&gt;



&gt;

=

'In ni



'



·(2)

+ Om,ni-1

=



/'(2)



0,



1



m ni- ,



'



·



l!rn, m,



'



,(2)



= Oni ·m-1,

'



,



Sm., ni-1



2



•l



=



-; ·- - -



J_) \ R&lt; '

r"



r ·r



{'irn,ni



r...



r &lt;1r



1 fJ

1~ H1:. -1„2



J~ '~- _ rf!J!n -t_} l + m (-~ !L.

a 9.



(1



_



'In



Sm,1n-l -



'1

r~



c2&gt;



Crn, ni-1



--i;



r"'



0,



+i) =



_/l - ?n)') c.,,,.,,



m (} ,

r d ·r



m)



iJ

·- -:--- r &lt;1 r



ni 2 )



1 {)

;: {) 1~ -



I -



rn... ni-



v.



J



rn, m



=



+ _2_ ~ 11'! _IJ -- ni)

( -!~2&lt; r-r &lt; r r·,



+ "1'1n(2) m-1 =



= rlm, 'In'



u~&lt;rn&gt;' •Jn



2



= O'



0,



0



·



Diese Gleichungen (für r = a) geben ein System von hinreichenden Bedingungen für die Gültigkeit der GJeichungen

R=R, B=e, &lt;D=&lt;lJ fiir r=a.

Es sej zunächst 2 &lt; n &lt; m - 1. Von unseren soeben erhaltenen Gleichungen beziehen sich fünf auf die Funktionen

2

&lt;&gt;

n&gt; · D"iese f un

·· f Gl mc

. h ungen l assen s1c

. h nac11

Cm,n-1,

Cm,1i, Cm,n+l

geeigneter Umformung folgendermassen schreiben :

A1°ll~i1J



för



mafematU1~,



a.c:fl·onomi o. fysa·.



Bd G.



X:o 4.
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m)



r



1 fJ

c2&gt;

( ßr -1" 2 (cm,n-1



(1)



+ Cni,n -



_



Cm,n+l) -



6.



N:O



4.



Ü,



t7 + 1n

+ 1) [- (rn - n )(m- n + 1)

---"(r1- -:--)

r r

r-



(2)



Cm n-1



'



+



(



n 2) Cm



1n-') -



'



n



C:i.}

+ (1n + n) (m + n + 1) Cm,n+1]

=



a2



2 f)



m (rn



+ r2 r!!_'}r__ _



n~_( 1n



(j) r 2 + ;: iJ r 2



rJ

:J

( &lt;1r

.i



+ 1 ))



----~------ Cm,, n =



r



+



1 )_) c&lt;l)



0,



a1n, n ,



_



o&gt;



„



1n1 n+ 1 -



o



+



/1n, n+ 1 ·



. b es t•immen Je

. t z t Cm,n-1,

&lt;2&gt;

(1)

1 soc

l he

WIr

Cm,n un d Cm,n+1

as

Integrale der partiellen Differentialgleichung:

f) c



ii t



p



-



([) 2 c

j} ,2



+



r2 iJ rc -



1n (1n



f)



+ l)



--------r2 ------·



)



c



=



0'



welche für r &gt; a, t &gt; 0 regulär sind, im ·unendlichen (r= oo)

verschwinden, für t = 0 ebenfalls verschwinden und für r = a

den Gleichungen:



J

t



(~)



Cm,?,,.__l =,II



(2)



')'m, n-1



d f,



Cni,



11



=



0



,II



f



t



t



Ctm, n



d t,



(l)



Cm, n+I =



,li_;

1 (



(1}



')'m,n+l



dt



0



0



genügen. Man zeigt auf die übliche Weis.e, dass c!!!n-1 ,

c.m,n) c!!~n+1 durch diese Bedingungen eindeutig bestimmt sind

(wenigstens dann, wenn man sich auf solche Lösungen der

part.



Differentialgleichung beschränkt, für welche 1~ ~ 1 eine



obere Grenze besitzt).

rn



+n



.



- 2

--·--·n am ' n



identisch :



+ ,.Jm(2)' n--1 =

11



Nun ist wegen:

0



'



m- n

9·----·""'n



am,,11



c1&gt;

+ /m,11+1

=



0,
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(1)



/m, n-1



-(ni-n)(m-n



+ am, n -



(1)



/'m, n+l
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= 0,



+ l)/~~n-1 + (m 2 - n 2 )am,n +



+ (1n + n) (m + n + 1) /'~~~n+I =



Ü.



Die Funktionen: c~~n-1 + Cm,n - c~!~n+1

und:

-(m-n) (m-n+ l)c~~n-1 +(m 2 -n 2 )cm,n+ (m +n)(m+n + l)c!!~n+J

befriedigen also unsere Differentialgleichung für r &gt; a, t &gt; 0

und verschwinden im Unendlichen, für t = 0 und für r = a.

. Funktionen

.

1ß c~! n-1 , ~&lt;7Cm,n1 , -~-{) c!!~ n+l I eine

. obere

Wenn die

l1 1~

&lt;1 r

&lt;1 r

Grenze besitzen, so müssen wir also schliessen, dass diese

linnearen Kombinationen von c!!~n-1, Cm,n, c!!!n+1 identisch

verschwinden. Die zwei ersten Bedingungsgleichungen gelten

also dann für jeden Wert von r, somit auch für r = a.

·· Sm,n-1,

&lt;2 )

Cl&gt;

b ek omm t man f un

.. f B eF ur

Bm,n un d Bm,n+1

dingungsgleichungen, welche den eben behandelten vollkommen ähnlich sind und welche also zu derselben Randwertaufgabe führen.

Zur Bestimmung der Funktionen c~~o + c~!~o, Cm,1, c!1~~2

CI&gt; - Bm,o,

&lt;1 &gt;

&lt;1&gt; b ek omm t man Je

. f un

.. f GI e10

. h ungen,

un d Bm,o

Sm, 1, Bm,2

welche auf dieselbe Weise zu behandeln sind.

Zur Bestimmung von c~~m-l und Cm,m bekommt man

drei Gleichungen, welche fo]gendermassen geschrieben werden

können:

fJ



, --- (cm. 'lli

r1 r

·



(2)

+ Cm(2)' m-1) - 1n

-- (cm, ni + Cm, m-1) + 0,

r

'

'



'__iJ" _ + 2 !_ __ ?!!_(~_±_~2)

(f·1 r„ r r

r·

9



{)



9



c(2)



m.ni-



Wir bestimmen also Cm,m und

partiellen Differentialgleichung:



?~



iJ t



- u (·&lt;72fJ r c + r-~ iJ~~r 1



2



i



·



=



/· (2)

i

1n ni- .



'



c!!!m-I



~__(1n _j- -~)

r2



als Lösungen der



c) =



0
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nlit den Nebenbedingungen:

t



lim c = 0,

'}"=i



lim



C=



(c.m.,m.)r=u =



0,



t=O



00



.11fam,1n dt,

0



J

t



(2)



(cm,rn-1.)r=a



=



.fl



(2)



Yni,m-1 dt.



0



wegen am, m + r~! m-1 = 0' gilt die erste unserer drei

Gleichungen dann identisch in r.

Sm,m und s~~m-I werden auf dieselbe Weise bestimmt.

Die Bestimmung von 8~ 1 führt zu derselben Randwertaufgabe, welche uns schon mehrmals begegnet ist. 8~ 1 ist

übrigens dadurch nicht eindeutig bestimmt.

Die noch übrigen Gleichungen, welche für r = a gelten

müssen, lassen sich durch die Annahmen: Cm,o=O, c~ 1 =0,

c!~~ ni 0 , s~~ m == 0 befriedigen.

:=:;::



2.



Es sei:



=



r2 -



2 rr 0 cos 3



+ r~ ,



dann ist:



J

""'



l/Jm (k r) t/1m (k r 0 ) =



2



P,,,, (cos -3) sin .')



~i-f: !? d :J



1



0



und folglich, wenn t &lt; t 0 :



J

00



k 2 t/Jm (kr) tfJ,,,,(kr 0 ) e-.11 k'(to-tl d k



=



0



f J

oc.



0

HEINE



I,



s.



P .,,, (cos.-:J) sin ,') k si~--~-~ e-- 11 k'(fo-t) d k



dk



= 2



j



ff



347.



0



=
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(Pm (cos .')) .

.T.



2



SIIl



J



Jk-. sin- -·--""ko e- ·"

00



:J d .:J



0



k



V



0



2



(to-t) d k =



J



(r-ro} 2



n:



.„&amp; e - {n(to-t)

_!·~·o(l-co_s_Q')

_.- .'.._8··-···

--·e

2p,(to-t&gt; P

(cos -U) sin :J d .,'J =

3

111'

2 u:r (t - t)·2 0

~/



1



()



2



+ j&gt;21~1i"aiti [P,,.(I



-g)-P,,.(1) d;=}·



0



Nun ist:

(r-ro)2



__ 4_t_t_

l ;--7t e

µ,( o-)



- ----:. . ---·------n-



1·e



(·r-ro) 2



2



2 1(2 (t0 -t)2 ,

0



-.



rro~



---------



2.n&lt;to-t&gt;



._



V-··

-.f{l.t-t

Jl e

. ( o-)



Pm ( l) d; = -



rr 0



1



--=-==" ( 1-e



V .u (t 0 -t)



'Venn gm die obere Grenze der Funktion

IPn-,,(1-~)-Pm(l)

··-



...



·-



1



--------------------



Jm Intervalle 0 -~ § _&lt; 2 bezeichnet, so ist:

(r-ro) 2



2



l' ··· -4--(t-t)J

·rro !_!_?"!_!_____ .u o-.-- e -2~icct;~tY 1p (l - E) - p 1 ( 1) 1d S &lt;

'"'

3 (t

t) :i

m

_

n

_

•t2

·- 2

"'.1:

_. 1"-



0



0



A usserdem ist fiir r :&gt;-·-:: a. ' r IJ -:--::&gt;:::: a :



rro



------



.ucto-tl).
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lf 'fr



---. --- e

r r 0 11 ,u ( t 0 - t)



_



(r--1·0)_:_ ___ rro _

4,n(to-t)

,tt(to-t)



=



lf fl

r-----=- - :__



e



6.



(1·+ro)2

4,u(to-t)



N:O



-!.



&lt;



r r 0 V ,u (t 0 - t)



Wir haben folglich :



J

00



G (r, t; r 0 , t 0 )



=



k 2 l/Jm (kr) 1.f!m (lcr 0 )e ·" 1"



Cto t)



dk =



0



wo G1 eine für r &gt; 0, r 0 &gt; 0, t &lt; t 0 stetige und fiir t &lt; t 0 stetig

differenzierbare Funktion ist, welche fiir r ~ a, r 0 &gt; a der

Ungleichung:

1/-7(



(r+1·0) 2



' G. (r' t; ro' tu) 1&lt; ----- ,r====~~ e

rr0 v ll (t 0 -t)



genügt.

G (r,



t; r 0 ,



-------



4,,,, (fo-t)



+



t0 ) genügt der partiellen Differentialgleichung:

(&lt;7 2 v



f)v



- {} i =



,u iJr'i



2 av

m(m + 1) )

+ 1·"iJ r - ------r2 -- -v



·



Wir wurden im vorigen Paragraphe zu der Aufgabe geführt, eine Lösung der partiellen Differentialgleichung:



f~'u=



dt



u



'



2



('&lt;! -~~·2 + 2 f~~_m(m

dr



r iJ r



-t_ _ Du)



0



r'"' ·



zu finden, welche für r = a vorgeschriebene Werte T(t) annimmt und übrigens den Bedingungen:
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limu=O,

1·=



genügt.



Ut=-0



=



Ü,



Q()



Wir setzen zu dem Zweck:



r

t



ii =



-i-



(t) G (r, f; a, t) dt.



'o



Die so definirte Funktion befriedigt für r &gt; a, t &gt; 0 die

partielle Differentialgleichung und genügt den Bedingungen:

Jim



0,



it =



'U.t=O



r= oo



=



Ü.



Wir suchen jetzt r,(t) so zu bestimmen, dass auch:

it1·=a =



T (t) .



Wir bekommPn die Gleichung:



J

t



v-;.r,

~



a--9



u



1



rc (t) dt"

;~

1 t-t



0



f-



-. -_



t



+



rc(t)G 1 (a, t, a, t)dt-T(t).



0



Durch Multiplikation mit



~ 1 dt ·· ·

V t0



-t



und Integration m



Bezug auf t z\vischen 0 und t0 erhält man:



r

~



rr. ( t) d t



.,



f)



k



dt

+ a -V_ft jn -1===--:=

2



ff



J - -. -



V n:.0 1 t 0 - t 0

1



k



~



a



2



Vjif T (t)



r, (t) G 1 ( a , t, a, t) d t = ~-==

n 1 ff.



dt



"~:=

V



0



t 0 --t



Folglich:



t



(Wir bemerken, dass in unserem Probleme T(t) = uJain,ndt

1



0



u. s. w. für t = 0 verschwindet.)



0~ die Ungleichung:



0



Man findet leicht, dass für



·
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6.



N:O



4.



besteht, wo g2 eine gewisse Konstante bedeutet. Man hat also.:



f ----------·-····(}

to



2



a-V

-ll

nll%



1 &lt; ---·-··-.

g:t ,u

~t

a2

0



G (a , t; a , t)



dt

···-··--



dt



--



t



Man kann demnach die erhaltene Integralgleichung mittelst. der von Liouville angegebenen Methode auflösen und

bekommt so eine, fiir kleines ,u, sehr gut konvergirende

Reihe.

3. Man kann die im vorigen Paragraph erledigte Aufgabe auch auf andere Weise behandeln. Es sei Um-l ein

Integral der Gleichung:

f)u

-·iJ t



(o it + ·2-- -Du - --···--·----·------·(m - 1) mu} .

iJ r~

r ar

r

2



=



ll



--



1



2



Dann ist, wie man sich leicht überzeugt:

.m,-l



1



j)



--



ar r



(m

. ~ -



ß 'l.tm-1

------- -



'U1n-l _

---- -



f)



1n-l



r



- . ----------1) Um-1

r



ein Integral der Gleichung:

iJ u



(() 2 u



2



rTt = ,u iJ r 2- + r



{j u



iJ ;.- -



1) )

----1-:2+_________

u ·



1n (m



Statt ein Integral dieser Gleichung zu suchen, welches

für r = a die Werte T (t) annimmt, kann man also ein Integral jener Gleichung suchen, welches für r = a der Bedingung:

(l Uni-1

Um-1

- --:-----(rn-1)--------- =T(t)

iJr



r



genügt. Statt dessen kann man auch ein Integral der Gleichung:



u_

(iJ 2 it

(1 t - p (J r 2fJ



+



2



r af) ;:·it -



( ni



- 2) ( m - 1) )



----·-;,:2----- --·--- 'lf.,
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suchen, \Velches für r



=
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a der Bedingung:



genügt u. s. w. Man findet so, dass unsere Aufgabe sich auf

das folgende Problem zurückführen lässt: ein Integral der

Gleichung:



u)



~? u= u ([1-~u + ~- il

iJ t

' iJ r~

r iJ r



zu finden, welches für unendlich grosse Werte von r und

für t = 0 verschwindet und welches für r = a der Bedingung:

7



&lt;__

[( {} r



genügt.



-- ~~__!_)



r



(J!

_

~ -=-~) ,··(!!_- -1) !!_] u =

ßr

r

iJ r

1· Dr



T (t)



Wir setzen:

'll



u



=



r



U muss dann der Gleichung:



u



(l

------ =

jj t



genügen.



u



&lt;7 2

ll ------



'



d r2



Für r = a muss:



Das linke Glied dieser Gleichung schreiben wir:



Zur Bestimmung der Koefficienten Am,n bekommen wir

folgende Recursionsformeln:



Ai, 1=1, Am+l, 1=Am,1+'In+1, A11i+1,n=Am,n + (m +n)Am,n-1,

Am+I,m+1=(2m



+ l)Am,m·
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Sie ergeben:

A



_ (m



+ n) (ni + n -·· 1) ...



rn,n-



n



n



(m -



+ 1)



'··



-· ·



2 n.



Wir betrachten sodann die Funktion:



Sie muss der partiellen Differentialgleichung:

fJ V

&lt;7 2 V

-iJ t = .u iJ r2



genügen, für t = 0 verschwinden und für r = a die Werte

T(t) annehmen. Es ist ein Leichtes eine Funktion mit diesen

Eigenschaften zu construiren. Eine solche Funktion ist:



.

J

t



1



---



210t.



·-



T(t) (r-a) e



-



(~~2



-



-



4 ,u(t-t)



0



_



dt



_·- n-



V,u (t -



t )2



Wir setzen also:

TT



r



=



__



1

__ _

r-------



2 lt



'T( ,ll



t



J



-



T lt)

, (11·, -a) e



-



(r-a)2



--



dt



_:--



4.u(t-t)



_________ •



-



3



(t-- t)-2·



0



Wenn U = fm(r) ein partikuläres Integral der linearen Differentialgleichung V= 0 ist, welches fiir r = 0 den Bedingungen:

f)



U=O,



u-=0,



---;-J



&lt;r



am-2u



U



f)m-1



--=0 --=-1

iJrm-2



'



&lt;7 rm-l



genügt, so ist dann:



J



oo



U = ___a -2V ff.u



fm. (r -§} d§



• r



Wir bemerken, dass:



ft -



T (t) (~-a) c



0



-



Cs



a~-



dt



4 ,lt(t-t) - - _:___- - •

3



(t- tY!?·
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fji



lun



--,-J.



r= ao ( '1 4



u



-=0,



i=O, 1, 2 ...



r



DaR gesuchte Integral der Gleichung:



~ 11:_ =



(~2u



u



iJ t



iJ r 2



'



+ ~- qi~ _ ~· (!1!_2+ __ l_) ii)

r ßr



r



ist also endlich:



a.



[



am-1

-2-lr;;_n:_~~ r {J rm - ~ jj rm-1

{)m



Ami



+ ...



1



+(-1).,.Am,m]

r1n



f



oo



f (r-~)d§

m



Jt



T(t)(~-a)e-4.ci(t-t)



-



r



&lt;S--a&gt;2



-



_

(t



dt_--·

- t )~



O



Die Hauptschwierigkeit bei der Anwendung dieser Methode liegt in der Auflösung der Gleichungen :



x"n-A m, ixm-1



+ A 1n, 2xm-2 _



...



+ (- l)niA 1n,m =



0,



welche für die Bildung der Funktionen /m(r) notwendig ist.

In den Fällen m == 1 und m = 2 jedoch gelingt diese Auflösung sehr leicht und man findet:



Die Wurzeln der Gleichung:



sind:

wo:



-v

:J



!



r 1=2-·



---~---



1



,-



-- ---



i(V5+1)-



1



2-



-v3 -1-·- ·- ;-·-- -· - - - - - - - - - -



2-(1 5-1),
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und es ist:



r



,,.}

a .



2 (1 +r1) ---



2

--···---e



31"1



4. Wir wollen jetzt zeigen, wie man, wenn am,n, {lm,n etc.

stetige, differenzierbare und für t = 0 verschwindende Funk-



tionen sind, die im ersten Paragraph formulierte Randwertaufgabe auch in dem Fall lösen kann, wenn die aus der Bedingung R=O herfliessenden Beziehungen zwischen am,n, Pm,n

etc. nicht bestehen. Wir zeigen zunächst, dass man immer

durch eine Substitution erreichen kann, dass:

1na111,o

(



(1)

(2) )

ni - 1 ) m ( rm,

o + //m,

o-



( m - n) (m -



n



(1)

+ ( m + 1 ) 'Ym,o

=



(1n 2 -



1 )· C&lt;ni, 1 -



(



0,



m



+ 1) ( m + 2) Ym,(1) 2 =



0,



+n

(2)

}

+ 1) 11pn

---······-- a

+ ,. ,m,

1 2n

m,

nn,



'



pn-n

(1)

1

(2)

-(m+n)(m+n+l)l2?i-· l(m,n+Ym,11+1r=(m-n)(m-n+I)rm,n-1-



(m 2 -



n 2 ) C!m,n -



(ni



+ n) (1n + n + 1) r~!~n+l =



(m-l)ni(o~~ 0 -o~~ 0 )-(m 2 -l)/lm, 1 -(m

(m-l)(m-n



-



0'



+ l)(m + 2)0~~2=0,



fm + n

(2)

1

+ l)l---"

-(:lm,n + Om,n-1r21



rn - n 1~

-~(1)

}

(m+n)(m+n+l )Jl2n--f"'m,n+um,n+1

=



-(m 2 - n 2 ) (lni,n

2 _~ n



(



(2)

m-n ) ( m-n+ 1)-~um,n-1-



+ (m + n) (rn + n + 1) o~1i~n+l =

&lt;_ m-1.



'Vir betrachten die Funktionen:



0'
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'vo:

11=11·-l



Fo =



„-m I



P111-],11 (Om-1,11cos1tff



+ Sm-],Jt sin nrp),



uc:O



und 0 und S stetige, differenzierbare und für t = 0 verschwindende Funktionen von t sind. it 0 , v 0 , w 0 , Po genugen

dem System:



. .



.



.



(J u. 0



dx



..



.



iJv

f) W

. + ______

+ ··--·

0



. . . .

= 0



0



„



iJy



f)z



'



Wir wollen zeigen, dass u 0 , v 0 , w 0 als Funktionen von .:J

und rp allgemeine Kugelfunktionen m:ten Grades sind. Wir

berechnen zu dem Zweck R 0 = it 0 cos -9- + v 0 sin 11 cos &lt;p +

. , . . &lt;1F 0 l'2l

•

.

c

•

0

0

W&amp; Slfl t) Slil ff =·Br' f.!:7 0 ='lt0 S1Il-v-1j 0 COSv COS&lt;p-W 0 COS'l.J SIIl ff=

f) F

- rI 7FlF'

0



(j)o



=



•



_



Vo Slll tp



1



-- Wo cos &lt;f' = -- 1~.-sin ..'i



rl F 0



j) }j •



w·Jr



b



e-



kommen zunächst:

n=m-1



R0 = -



~ Pm-1, IL



?nr-lm+I)



(



0111-1,"



cos n&lt;p



+ Sm-1, u sin nrp),



11=0



·1•=111-1

.



(~)" =



-



1--



( 111 +l)



'"'



."-'



'JP

(



·



·



11·-llt(r!

'

111-l, 11



iJ~'J



J



COS n&lt;[



. 1lff ),

+ sm-1, n Slll



1r=O

„-(m+l) u= 111-l



&lt;J)o



= -



1



sill_..9_ ~ n P„,_J, „ (S,,,-1," cos 111f



-



Om-l:



11



sinn &lt;f).



?l=O



Nun bestehen aber die Relatio11en:

2nPm-l,u = (21n- l) (P111,n-1



1n P111-1,o



= (21n -



+ P111,11+1) sin :J~



1) (Pw:O cos .')



+ P.111, 1 sin -8),



fJPm-1,n_

( .

) rp

.(

2 n-----(j ,(} - - - 2m -1 n l w, 11-l COS {}



{! P.,,,_1, o

j)



.9



. .()c

p·

+ 9.P m, SIIl

,;,J



1,



= (21n- l) (Pw,o sin .'J - P.111,1 cos ,'J).



?11,



., ,



11+1 COS ,~ f
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4.



Wir erhalten demnach:

R0 =



2m-If""t

- /



-



------r m+1



·



1n (2

" rn - 1) s1n

2 r111+1 -



111



o P "71 o COS ·t),



-1 l



!



-



.o, n=tn-1

~

1

.



~n (Pm, 11-I



-



2ni-1



0 „,



- -------r,,,--·+-l - - / -1 l



. t~,

o P 111, 1 Slll



-



-



+ p m, n+1) (Cm-1, cos n(p +

1t



1.=l



+ 8111-1,usinntp),

-~--!fl

=-~! 0 rn -1 ' O p„u., O Sill .{) + ~ ~

~ l 0 m-1 ' O p

rn1+l

rm+l



€J 0 = -



2



-



l



1 COS



.:J -



n=m-I



'1 {Pm ' 7,-1 cos t9 + 2 Pm ' n sin fJ ...



· ·-:: +i

~



111,



rm



·11=l



-



1 11=111-l



?



1- = ()0



p m, u+l cos 19} ( 0111-I, n cos n&lt;p



~



.., "----+l

1n ~



~I

..-



r"'



(P



III



, 1t-l



+ Hm-1, n sin nrp ),



+ p m,n+J ) (S m-],n cos nrp -



11=1



-- Om-1," sinn 'f&gt;).



Hieraus:

'ltc, =



R 0 COS



,')



+ (~o ~1Il

-0 =

r._



-.·



,



9



- ... _ '!rm

'"' +·.1-



l



m - 1 0 ·11·-1 o p 111 o -2 ------------r111+1

·

,

,



-



71=111-l



~,

,..-



·



Pm n ( O'lll-1. n



. cos nmI



'



+ 8111-i. n sin n&lt;f),

.



7t=l



'Vo =



.R sin

11



,&lt;]



cos 'l' - 0 0 cos -:1 cos tp



21n-l



+ &lt;JJiJ sin 'f =



1 _



1

= - --+1 0,1.-1 1 Pm o--111 -+·-1-„\(21n-l}0111-l

o_r.,,,

9

'

' 1"

'



+



2m-l

----2 r-m+1



s „, -1 ,.. p

'&gt;



.



III:



1 8111



'f'



+



--2m-I

--------2 r111+1



2m-I

- 2



0'111-1,2J\Pm,1



cosrp+



n=m-2



~



11=2



-



2m

- 1 p m, 111-1 [ Q m-1, m-2 COS ( m-1 )&lt;p--f-- Om-1,

o

· (

J

-- r 1;+1·-m-2 SIIl rn-1 )tp 2



-



1

2_ _ 2_______

m - +_1__1 p III 111 (G/m-1

r111

, ' '11l-1 cos mm

,-



.

)'

+ S m-1., m-1 s1nm'P
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w 0 = R 0 sin ,'J sin rp -



e



cos :J sin &lt;p -



0



&lt;l.J0 cos rp



---1 C' -1

1 ) C'..,,, -1 ' o. - ·2 m 2"'



1 {(

- --··-r"' +1 2 rn -



=



l s1n

. m. -



·&gt; !



....



J



I



2 m-l 1t=111-2

r, +

~ P„,,n [(S„.-1,.+1-·-S„,_1, •. -1) cosnrp- (O,m-1,„t+12 11 1

.,,=2



.



- 0111-1,11-1) s111 ntp)]



2m-I



+ - 2 rm+C



.



-



Om-1,111-2



s1n (m -1) 'P]



-



0111-1, m-1



sin m&lt;p).



Pm~m-1[8111-1,111-2 eos (m- l)tt -



2ni- I

r ;-- ··Pm, 111

2 11



+-



(8111-1,111-1



Wir bestimmen die Funktionen 0

Gleichungen:

(4 m 2 -



I)Cm-1,0

a'111+1



=



-



(ma,,,,o



cos rnrp ·-



und S durch die



+ (m +



u&gt;)

1 J\ /m,

1 '



"

&lt;1&gt;

&lt;2&gt; ) - (m--I

"

) etm, 1 1 ) Om-1,

m (4 m„-a +1 1 = (ni-I ) m (rm,o+Y,m,o

111



-(m



+



Cm-1, u = ( rn-n ) ( 1n-n+ 1 ) 'Y (2&gt;

m (4 m 2 - l) -----~-·

a-m+1

n-1 -



(



'III,



2

rn (4 m -



l) Sm-1,

am+l 1 -_



. (.x(2l

.1n -· I) 1n

Uw,0



(



..\'(1&gt; )



-



Urn,0



-



1n,( 4 1n 2 -



-



(m



l)(m



(



m 2 -n 2 ) u.„,, ,, -



m2 -



+



+ 2)11 ~,!?2~



,.&gt;

1 .) [-&gt;m,l



I)(m



-



+ 2) 0~1~.)2,



l) ßm-l,1~

-(

2

2) (Jm,

/.:/

am+l -- (m - n ) (m - n+ 1) U..i'(2)

m-n

111 , 11 _1

-



2 ,&lt;:: n ~- ni -



(m

l .



+ n ) (rn + n +



~(l)



11 -



1) um, 11+1,
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Wir richten jetzt unsere Aufmerksamkeit auf die Funktionen 'U - 'U 0 , v - v 0 , w -w0 • Die Bestimmung dieser Funktionen ist eine Aufgabe derselben Art wie die Bestimmung

der Funktionen it, v, w selbst und bei dieser neuen Aufgabe

bestehen die Relationen:



etc. Um das so vereinfachte Prob]em zu lösen, machen wir

wieder den Ansatz:

'lt -



iJ 2 F



'lt



o



= . . ------ 1_

iJ



y'2



ß F

+ -------



fJ 2 F



2



iJ Z :!.



1_ - - _____• _2 -



iJ X iJ y



iJ 2 F s



iJ X



f} Z



etc.,

?l='11l



~

F 1 = ,,..Pm,n

(c,,,,u cosn&lt;f-



.

+ 8m,n s1nnrp)



n=O



etc. Wir versuchen wieder die Funktionen

·welche der part. Differentialgleichung:



-+ 2_

[ -./~~

dr

r iJ r

2



,j) - -



~-(_~~~

2

r



l)_J [-ai!_t -



lL

1



Cm,n,



Sm,n



etc.,



J



(-,!~~2 + ~- -~~ - '!"' ('!!". „~-_!l) c === 0'

r~



r iJ r



iJ r



genügen müssen, so zu bestimmen, rlass für r = a:



R=R, 0=0, &lt;fJ=&lt;lJ.

Die Gle:ichungen, welche wir so bekommen, haben wir

schon im ersten Paragraph aufgestellt.

Unter diesen Gleichungen befinden sich fünf, welche nur

die Funktionen c~;;n_ 1 , Cm,n, c.~~,&gt;11-1 entha]ten (2 &lt; n &lt; m - 1,

1n _&gt; 3), nämlich:



J~_

lr



.!!Dr__ ni_(~~---f-~2

+ (n-1) (~- --~----· ~-) 1rc~,~)11-1 +

r

r fl r

r

2



2



+ n··1(m-n

f

+ m.·--------+

2n l

n iJ - -n)2 Cm

+ ---:-r dr



r



l



1)



iJ

1) ( ··-- -.-2-



r är



r



(



(2)



Cm "-1



1L-(1n+n+ 1) ·1- .f)--- '

'

r '1 r



'



'



+



(2- -~_ ~~E~_±_!_l

~, "

+

1· ''



r



19. ) Cw,

o &gt;1t+11·) =m

+n

-- --2

r-.

n



r--



(2)

+ )'w,11-1'
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2 fJ

m (m + 1)

-(n

{-r -{)r rw,,



1)



iJ

+ 1) (-1r (-:---}

r -9

r--



+ m-n{

- 2 n- (m-n + 1) (1-r



n



iJ

ur



1)



r



+ (2-r



(1



1)



c2&gt;



~-2 Cm,n-1



n)



(1)



+



Cm,n+l



&lt;7



~-



&lt;1r



m(m "+ 1) r



(l

a

(1)

1

-r{)r+r2 Cm,n-(m+n+l) rar-r2 Cm,n+1f=



m- n



-



iJ 2



(:J9

&lt;1



r...



+ 2 -r



n {) ) c2&gt;

m +n

-Ö Cm, 1z-l r

2n



+

2

tJ

(~

&lt;1 r 2



a - n+ -1

-{)

r r

r

2



2



)



fJ

n)

r1 ßrr2



(



Cm,n



{m - n + 1



Cm,11



r



+



2



2n



am, n



(2)



+



Cm, n-1



+n +1



m



2



(1



r



(2)



a + .n)

(1)

+ (m + n + 1) (1-r ~

2 Cm,n+1&lt;1 r

r



n)



{)



l



c1&gt;



Cm,n+lf = /'m,n-1,



r2



&lt;l

-(m-n+I) ('I-~--;;

r &lt;1 r

r~

(~



(1)



+ rm, 12+1,



c2&gt;

Cmn-1==amn,



'



'



&lt;l ) (1)

m - n {m - n + 1 c2&gt;

+ 2 +r n -{)

Cm,n+i--- Cm,rz-lr

r

2

9



- (r1 (Jr{) + r2n)



Cm,n



+



m



+n + 1

r2



l



c1&gt;



Cm,n+I( =



o&gt;

Ym,n+I ·



Sie lassen sich auch folgendermassen schrieben:

(m



1 a

m) (2)

(2)

+ 2) (r

{)r-r 2 (cm,n-1 + Cm,n-Cm,n+1)=

(2)



= rm,n-1



+ am,n



a m r+ 1) {-(m-n)(m-n+I)cm,n-1+(m

o&gt;

(1rar+

2



2



(1)



-rm,11+1,



2

-n)c

111 ,n+



+ (m + n) (m + n + 1) c!!,&gt;11+1} =



0



a~

2 a

m (m + 1 )) (2)

(2)

(m+2) ({)r2+TÖ'J·r2

Cm,n-1=(m+n+2)rm,n-1+



m +n



+ - 2-am,11,

.Al'l.:iv fih- niatematilc, astronomi o. fysik.
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a2



a



2



+ 2) (rJr2 + r f7r-



(m



m (1n + 1 ))

r2

Cm,n=(m



+ 3)am,n +



+ (m- n + 1) r;;~n-1 -



(m



~ !__ _m(ni + 1)) c1&gt;

__

_

9 (~

+ -)

{)r2 + r iJr

r2

Cm,n+I - (m



(m



1) r~~n+1,



+n +

n



+



-



-



..,&lt;i&gt;

2) /'m,n+I -



rn- n

-



....9



Clni, n



•



Um die Differentialgleichungen:

2



2



fJ + - f}- - 1n(m+

[&lt;7 r 2

r {) r

r2



l)J[--lt-+--&lt;7t ' (iJor r2iJ{)r m(m+

I))J

U&gt;

c

r2

m,

2



2



{)



n-l



=0



etc. mit diesen Nebenbedingungen zu lösen, setzen wir:

(c) (t)

Cm,n= T 'Jn,n

. r



.



(1



und Cm,rz+l als Integrale der



(ß- iu} + -2 -ö

flu

2



lt



'



r



r



+ r m,n (r, t )

(1)



r m,n



(2)



un d b es t immen Cm,n-i,

Differentialgleichung:

Du

~J t -



(m+l)



m(m



r



r



+



1) ) -



u - 0



2



init den Nebenbedingungen:



(c~~n-1)t=o=O, lim c!!~n-1=0,

1·r:: 00



J



J .



t



c2&gt;



(Cni,n-I)r=a=



1n



++

n +2

,ll



'Jn



2



t



c2&gt;



/m,n-1di



+n

+ 2m

(m + 2 ),u Cim.,ndt,



0



(I'ni,n)t=O =



0



0, lim I'm,n

t:=J



ni +-3 ll

(I'ni n)r=a = 2

'

ni+'



f

0



0,



=



00



J

t



t



Cim ndt



'



+ m -m+n +2 l



lt



·



2



c&gt;

'Ym

n-1 dt-



'



0



J

t



1n



+ n++2



-- m



1



c1&gt;

/m,n+1dt;



,u



0
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(c!~~n+1)t==O



0, lim o!!~n+l = 0.



=



r== oo



J

t



O&gt;



(cm,n+1)1·=a



=



+ +2



m- n

m



2



c1&gt;

m- n

"/m,n+l dt - 2 (m + 2) ,ll



,u



J

t



0



Clm.,ndt.



0



Da:

-(-m-n)(m-n



f

l)l(m



+



c2&gt;

m +-ani,n

n

}+

+ n + 2)/'m,n-1

+2



+ (m 2 -n 2 ){(m +3)am,n +(m-n + l)y~~n-1-(m +n+ 1) r!~~n+1}+

-r,



(1n



+ n)(m + n +



1) {(m-n



= - 2 (m-n) (m- n



+



c1&gt;

m- n am,n} =

+ 2)/m,n+i2



+ 2 (m 2- n 2}am,n +



1) r~!~n-1



+



2 (1n



+ n) (m + n +



l} r!!!n+l = 0'



so folgt:



(rl {)rfJ + m r2+ 1) {- (1n -



n) (1n - n



Cl)

+ (m+n)(m+n+ l)cm,n+1}

=



+ 1) c!!~n-1 + {m 2-



n 2) I'm,n



(2)

+ 1) Cm,n-1

+ (11i„ - n 2 ) Cm,n +

9



(1 or{) + r2

m+ 1) 1\.-(m-n) (ni-n+

;:



+ (m + n) (m + n +



1) c!!!n+1} = 0.



Die zweite Bedingungsgleichung ist also von selbst erfüllt. Um die erste zu befriedigen, bestimmen wir endlich

die Funktion T~!n aus der Gleichung:



T!~~ n =

(.2m +] )(m + 2.)am+B



(



rn



-



1 {)

m) ( (2) , ,

+ 2 ) 1f (r

ßr-r 2 Cm,n-1 Tl

(1)



Cm,n+l



}



r==a



-



(2)



/m,n-1 -



Clm„n



11i,n-



+ /'m,n+I.

(1)



Die Funktionen s.~!!n-1, s,n,n, s~1~~n+1 (2~ n &lt; 1n- I, m &gt; 3)

(2)

(1)

(1) •

(2)

(1)

(1) (

l

lllld Om.,O + Cm,,O, Om,1, Cm,2, Sm,O 8ni,O, 8 17i,1, Sm,2 rri &gt; 2) assen

sich auf dieselbe Weise bestimmen.
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6.



N:O



4:.



Die Funktion s!1;~ 1 wird auf dieselbe Weise wie oben bestimmt.

Zur Bestimmung der Funktionen Cm,o und c~~ 1 (m &gt; 2)

erhält man vier Gleichungen, welche fo]gendermassen geschrieben werden können:



(



{)



1



m. (



r ßr-r2



1

{)

(r r

-



-{jr -



{)

(



2



(1)

Cm,1 -



)



+



m



--9 -



r-



1) (m



2 {)



iJr2+r iJr-



l7 2

(() r2



+



. ) _

Cm.,O -



Cm,0



m (m



+



r2



(1)

/lm,1- Clm,O



m



+2



;



(1)

+ (m + l} Cm,

1) =



l ))



0,



(l)

m (m + 1 )

o&gt;

Cm,i=(m+2)(2m+ I)(rm,1-am,o),



2 iJ

m(m + l})

(1n + 1) 2

c1&gt;

T {) r r2

Cni,O = -(m + 2)(2m + 1) (Ym, i



-



Clm,o),



Wir setzen:

Cm,O =



(c)

T m,O



und bestimmen c~! 1 und



au_,l (iJ

iJ t



2



u



{) r 2



-(m+l)

· 1·



r m,o



+~



+ r m,O



als Integrale der Gleichung:



+ 1) u)



fJu_m(m



r~



r {) r



=0



'



mit den Nebenbedingungen:

(1)

(cm,1)t=O

= 0, i·1m



(l)

Cm,I



= 0,



'1'=00



( ci&gt;



. Cm,I)r=a



= (m



+ 1)

+m 2(m

) ( 2 m + l) U

1



f



t



&lt; (1)



/Im, 1-Clnz.,O



)



d .

t,



0



(I'm,o)t=o=O, lim I'm,o=O,

r= oo



J

t



2



(I'm,o)r=a=-(m



+(1n2 )(+2 1)

m +



O&gt;



(rm,1-Ctm,o)dt.



l)'u



0
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Dann jst:

(2 ni



T~~~o _ r!~i!1 - ani,o _ J(! !__ _ rn)(c&lt;1&gt; _ r )l

+ 1) a1n+3

m + 2

l r ßr r2 m,1

m,O {r==a.



Zur Bestimmung der Funktionen Cm,m., c!!!m.-1 und Bm,m.,

s!!!m-I (m &gt; 2} erhalten wir je drei Gleichungen. Die GJeichungen fiir Cm,ni und c~!m-l können auf die folgende Weise

geschrieben werden:



__ m)(

+ Cni, 1n-1 )-C&lt;1n,-ni+/m,m.-I

Cni, 1n

'

(lr a

2

r

r

m +2

(2)



{}



2



ß



({) r 2



(



_!!:___



a1·



2



(2)



+~~-m(m+I))c&lt;2&gt;

r2



r &lt;7 r



+~ {)

r



ar



,



1))



_m (ni +

r2



_ =mam,m+2(m+l)r~-~m=1,

m



m, m.-t



Cm m=



(m



'



+



2



+ 3)am,m + r!!~m=l,

m +2



Wir setzen wieder:

(c)

(t) • r -(ni+l)

T m,m,



Cm,ni =



+ r m,m,,



bestimmen c~~m-1 und I'm,ni als so]che für r

verschwindende Integrale der Gleichung:



au= lL (iJ 2 u2 + ~



at



1



{)



r



1'



oo und t = 0



=



iJu_m(m + 1) u)

r

r2



a



'



welche für r = a den Bedingungen:



c2&gt;



_



J



--~

+ 2 ,u



Cm,m-1-m



_L



Um,mdt '



0



J

t



t



2 (1n + 1)

-m+2



1ll



&lt;2&gt;



/lm,m-1dt,



0



genügen und bestimmen T~~~m durch die Gleichung:
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(2 m



T (c)

+ 1 ) __Ei,



11i



am+B



(!

l



= 1



~



1' fj



+ c&lt;2&gt;



)



m (r(c&gt;



_l _



r



r2



m, m



6.



N:O



i.



(2)

+ rm,m=-~.

m +2



)



)_ _



am,m



m, m-1 Jr=a



Auf dieselbe Weise bestimmt man Sni,m und s!!~m-1 ·

Wir betrachten endlich die GJeichungen:



_

~

{ ~r !!_

&lt;1 r

J~



m (m +

r



1)



2



!!__m(1n +



l r ar

iJ 2



{ fj r 2



f D2



\Dr 2



r



l}



2



_!)" l



_

+ m (~r !!_

~r

u



r--



_

+ rn (!1· !!__

~

&lt;1 r



_!)1j

9



r-



1



+



I-m !!_\ c2&gt; _ c2&gt;

r

{) ?'"f Cni, m - Ym,m,



+



1 - m {) } c2,

c2&gt;

- r - ßr Sm,ni= O.m,m,·



c2&gt;



_



c2&gt;



fCm,1n-rm,m,



c2&gt; _ ~(2)

' m - U1n ' 1n,



Sm



Sie ergeben:

1 (J~



(

2

a

+ 2 !!_ (&lt;1~ r 2 r iJ, r



+ l )) Cm(2) m. --



ni (1n

r



r &lt;l r -



2



m)

r2

(2



'



L)) 8 &lt;2&gt;



{) 2 +~ fJ _m(m+

( &lt;7 r 2

r ß 1'"

r2



~(2)



Sm, m



+2 '



Um m„



(2)



= ni



3) r!!! m

m +2



m+



'



_(2m+3)o~;~m.



1



m



n, m -



+2



Wir setzen:

(2)



Cni 1 1n =

(2)



_



8 m,m-



bestimmen,

Gleichung:



.

Wle



p(2, c) ( )

ni,1n



t · 'r



T(2, s)



rn,'ln



0 b en,



(t)

2



.



&lt; &gt;

I' m,-m



2



r



-



( m+ 1)



-(m+l)



Uil d



+ r(2)

m,·m,



+ ...~(2)

'11i,rn'



~&lt; 2 &gt; m

,..m,



a 1S



tJu= t(tJ u+2 fJu_m(m+I),u)

iJ t

! iJ r2

1" {} r

r2



mit den Nebenbedingungen



Integrale der
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(T'!!~ m)t=O = 0 etc.,

(2)

2m + 3

(I'm,m)r=a= m + 2 ,u



f



t



c2&gt;



Y,m,m



d



t,



0

t



y(2) ) .

( --m,m

'l=a



dt

++23 ftjöc2)

m,m



= 2m

m



0



2

2

uncl berechnen T&lt;m,m

,c&gt; und p&lt;m,m

,s&gt; aus den Gleichungen:



(2ni



2m

(



(2, c)

+ 1) T m,1:7'

={



am+3



+l



(2, 8) _

T m,m



) am+3 -



(1r



{ (_

1



7



_l



ar



)



l



_m2 r~~)m\

r



'



_!_?__ m )



1" f) r



r2



~(2)



(2)



-



Jr=a



}



rm,m'



m



_!&gt;(2)

um,m.



_



m, m r+a



+2



m



+2



Wir haben in unseren letzten Betrachtungen den

Fall m = 1 ausgeschlossen. Wir wollen daher zum Schluss

die auf diesen einfachsten und deshalb wichtigen Fall bezüglichen Formeln kurz zusammenstellen. Man hat:

5.



R



=



P 1,0 COS ,9 lXJ,O



· ,9 \.rp1,1 Yl,1

CI&gt; + p 1,0 (et1,1 + /'1,0

CI&gt;

c21) COS (p +

+ Sill

+ Yl,O



11

+ u1,o

..1'(2) + P 1,0 (/Jl,1

r.:.~



\7



=



on&gt;)

.

+ P 1,1Y1,1COS

c21

2 tp

1,0 Sliltp



p 1,0 Slll

. ,{) et1,o - p 1,1 COS ,() Y1,1

(1)

-



-a1, 1 P1,1



=



(1)



(2)) p

+ YI,O

1,0 COS .[) -



sin ..9} cos cp-{(öi:b-ö~~b) P1,o cos -9-(11,1 P1,1 sin -i?}sincp-



&lt;D



f(



\ Y1,o



+ P 1,1u1,1SIU

~c2' • 2 CJJi,

"'



öe~ P1, 1 + (o1~b -



r~~~ P1, 1 cos ß cos 2rp - öi~i P 1, 1 cos ß sin 2 r.



oeb) P1, o cos tp + (reb (2)



rf~b) sin cp -



- 01, 1P1,1 cos 2rp



• 2

+ y 1(9)71 s111

rp,



Um das Problem zu lösen, setzt n1a.n zuerst:
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T(t)



it =



6.



N:O



4:.



{) (1) + v' '



iJ~ (~) + it',



v = T (t) - , -



iJy r



w= T(t)



{:z (~) + w',



dT 1

,

p=-dtr+p,



wo:



a2

U&gt;

T (t) = -3 (a1,o + 21'1,1).

Man erreicht durch diese Substitution, dass zwischen den

Funktionen ai,o und rel in dem neuen Probleme die Beziehung:

a1 ' o + 2 11,

.vU)1 = 0



besteht. In dem ·wir statt u', v', w', p': it, v, w, p schreiben

und die neuen Koefficienten in u', v', w' wieder mit a 1,n

u. s. w. bezeichnen, können wir unseres Problem durch

den Ansatz:



etc.,



F 1 = P1,o c1,o



etc. lösen.



+ P1, 1 (c1,1 cos cp + s1, 1 sin cp)



Wir erhalten:



1 &lt;7 --(c10-C11)-P11s1nß---1)

(1)

•

( 1 {)

1 ) (c10R=2P1ocosß--,

2

(

'

r ör r

,

'

'

r ar r 2

'

-



(1)



C1, 1)



•

{

(1

+ 3 s1n,9

P1,o r



(1



{)

1 ) (2)

iJr -1.2 (c1,o



(1)

+ C1,o

+ C1,1) cos &lt;p +



(1



1)



i) C1,1cos2rp+

c2&gt;



a r2 (s1,o-81,o

c2&gt;

(1)

•

a

+ P1,o ror+s1, 1)s1np+ P1, 1 ;. ar - r2



•

}

+ P1, 1 (1r i)&lt;7r -r21 ) 81,(2)1 Slll

2 rp '



e=



2



r ora)



.

{( 0

1

P1,o s1n 9 ar2 +



C1,o



a C1,1

ci, } + r {}r

2



a

P1,1 cos ,9 lö r2 +

1



2
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() ) c1(1)1 + -1 -i} c1,o } + { P1,o cos :J [ + -r2 ~

r '

r 8r



(



(1



2



D '). +-1 -{) ) (c1,o

(2)

u r...

r 0r



+ c1,o) +

(1)



:J



2

a

1)

J

.

[(

lJ

rJ )

+ r2 (c1,o + C1,o) + r fj r- r2 C1,1 + P1,1 Slll -3 ar2 + ;:1 ör

C1,11



c2&gt;



ci&gt;



(I



1 (1 1)

]l

f

[

- r C1,1- rßr-r (c1,o+c1,o) Jcoscp+1P1,0COS-9 f)



(2)



(1)



2



2



a ) (81c2&gt;o + -r1 -iJ r

'



u&gt;o)



81



+ -ri2 (81c2&gt;·' o -



'



c1&gt;o)



81



'



• ,{) [ ( - f)2 + -1 -,

iJ ) 81 1 + P1 ' 1 Slll

iJ r 2 r iJ r '

(1)



- s1, 0 )



J



:J2



•



s1ncp-P1, 1



'



i) J +



&lt;I - + (ri- -,

iJ r r 2



1



- 2 81 1 r

'



81 1

'



1)



-2

r



(2)



'



:J2



(2)



•



cos:J fJr 2' cos2rp-P1,1s1nß iJr 2' s1n2rp,



c1



2



2



1



'



'



(1



(



a + -2 -,

a - -i ) (81 o iJ rr iJ r r

2



c2)



~,



2



1) J



(1)

(2)

(1)

&lt;7

-s10)--(s10-810)+--_

--811 cosm+P10

'

r '

'

r d r r2 '

r

'



- r2

-2) (c1(2),o)



(2)



(81 0 -



&lt;1 81 1



•



,1 - -2 ) s1 1&gt; + P11 [ ({)ar + r-2 -,

iJ r r



1 -



(-1 -iJ, r iJ r



&lt;1 C1 1



2



&lt;/J = P1



(iJr

{) 22 +



+ c1(1),o + r2

-1 (c1(2),o + c1(1),o) -



(



'



[(-,-.+--,

iJ

1{) iJ r

r iJ r

2



2



J.



-r1 {j-&lt;7r - r2

-1 ) c1 ,1 s1n m

r -



a2 8&lt;2&gt;

- p 1, 1 7f r 1, 1 COS 2 rp



+ p 1,1 {)2{) c&lt;2l

• 2

r1,2 1 Slll

rp.



2



Wir erhalten also folgende Gleichungen, welche für r = a

gelten müssen (es ist zu bemerken, dass P 1,o sin -3 = P1, 1 cos ,9):



i)



a



2 (1- - - - 2 (c1 o - c1(1)1) =

r fJ r r

'

'

i a. (-r iJ r



i )



&lt;/2

-,

- (c1 ' o (j r2

2



,1

((J r2



0-



-. (C1



r2



o&gt;1) =



C1



'



(1)



r il r -



'



1

' o - I~ 1 , i



2) n&gt;



r~ 81' 1 =



'



n&gt;



'



(1)



a1



o



~1 1 1



-



'



c1 ' i) =



+2 a



a1



'



001, &gt;1 •



'



'
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1 {)

1)

r

{)

r

r2

(c1,o + C1,o + C1, 1) =

(

(2)



a



i

( -r -...

iJ r



i )



r- 2



c2&gt;



(81 0 '



(1)



c1&gt;



81 0

'



+ 81 ' 1) =



1



(1)



6.



N:O



4:.



(2)



3 (a1,1 + r1,o + Y1,o),

i



- (RJ 1

3 JJ '



+ 01(2&gt;' 0 - 01u&gt;' o) '



2



a i a - -i2 ) (c1o+c10)rn&gt;

o&gt;

(i -&lt;1, - i ) c11="l11o+r10

u&gt;

c2&gt;

(-,,.-+--,

iJ r 2

r iJ r r

'

'

r iJ r r 2

'

' '

' '

(-,i)ar- 2 + -ri -aar - r-i2 ) c1' 1 2



a



( i- -



ar -



r



2

,1 + -i -a - -1 ) (81c2&gt;o ( f} r 2

r ar r2

'



u&gt;o) -



81



,



-1 ) (c1(2)o + c1o&gt;o)

r2

,

,



i)



(-1 -,

&lt;1

r ö r - -.

r2



i) 811- (-ri -,iJar - -1 )



2

a

i ---,

,7

2

(-„-+iJ r

r &lt;7 r r 2



1 &lt;7

3 (- -



r



3 (~



r



~9.



ar



1)



-2



r



(2)



C1 1

'



(2)

1

1



(2)



=



r1,1,



~2

(J



'



&lt;2&gt;



n&gt;



'



'



,



'



01.c2&gt;o - 01.(1)o

,



'



'



i~



'



(2)



= Y1



1



J



i_

ar - r2_!_) 81,(2)1 --



&lt;rc1



iJr2



-



81 1 =



a1 1



(810-810)=811.



r2



'



=



'



0(2)



1, 1 '



(2)



81, 1 -



7fr2 -



0(2)



1,1.



Die zwei ersten dieser Gleichungen sind wegen a 1, 0 +

+ 2 rel = O gleichbedeutend. - Mittelst den im allgemeinen

Falle angewandten Methoden bestimmt man leicht aus der

partiellen Differentialgleichung, welche sämtliche Funktionen

befriedigen müssen, und aus den obigen Bedingungen die

.

(1)

(1)

(2)

(1)

(2)

(2)

(2)

F unk tionen c1,o-c1,1, s1,1, c1,o + c1,o, C1,1, 81,0-81,0, 81,1, c1,1,

s1~l. ceb, cl~~ und sf~b können also beliebige Integrale der

partiellen Differentialgleichung sein. Man setzt dann am

einfachsten: ci!~ = cl!l = se&amp; = 0. übrigens ist zu bemerken,

dass



sl!~



nur bis auf eine Funktion von der Form



bestimmt werden kann.



~.~t)
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II.

1.



Die Grundlösungen des System:



ap +ftdu



au



- = - - ,-



lJt



flx



(1)



sind, wie wir an anderer Stelle 1 gezeigt haben:

fj2 p

'lt1 =



{)y2



V?- =



{)2 p

{)-2

X



(J2 p



+ i)z2



&lt;1~



{)2 p



' V1 = U2 =-iJx iJy' W1



[)2 p



+~

Z '

(1



p



„



()2 p

V3 =



W2 =



-



lJ y &lt;}Z



(}



p



=



_



(



e„,0



U3 =



{)2 p

Wg= i)-2

X



'



-



iJx iJz'

{)2 p



+~

y '

&lt;1



„



d ..



t2



1



=



;

e --~4 .ii (to-t) ---==--=== ,



Vt 0 - t



Es ist demzufolge eine Hauptaufgabe der Hydrodynamik

der Kugel das adjungirte System:



(2)



mit den Nebenbedingungen:



lim u = lim v = lim w

'1'=00



1



'1'=00



=



0,



'1'=00



Zur Theorie der Bewegung einer reibenden Flüssigkeit.

Bd. 3. N :r 20.



i\'Ia,t., Astr. och Fys.



Arkiv f.
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für



t&lt;to:



r=a,



(i= l, 2, 3);



U=Ui, V=Vi, W=Wi



zu integrieren. Man kann zu dem Zweck die ~,unktionen

Ui, Vi, Wi in Reihen entwickeln, welche nach allgemeinen

Kugelfunktionen fortlaufen, und dann die oben dargelegten

Methoden anwenden. Wir ziehen aber vor einen direkteren

Weg einzuschlagen

Es sei:



rl =



(x ·- x 0 ) 2



+



(y-y0 ) 2



+



z0 ) 2 = r 2 -



(z -



2 rr 0 cos



l/J +



r~ .



Dann ist für r ~ r 0 , t 0 &gt; t :



Die Reihe konvergiert, wfo man leicht zeigt, unbedingt

und gleicbmässig für alle Werte von k. Man hat folglich:



J

00



e-µk2(to-tl



sin kq kd k =

~



0



=



1 ni= oo



4



_t



(2 m



+



f



1) Pm (cos 1./J)



00

2



e-,uk Cto-t)



f/Jm.(kr) l/Jm (kr 0 ) k 2 d k



O



ni==O



und also:



Nun ist: 2

Q



-l



~



....

)



0



d'=



- - _s_ =

e-4,u(to-t)

s2



Vt 0 -



t



1}



-



2



HEINE I, s. 346.

Vgl. Zur Th. d. Bew. eine r. Fl.

N:r 24. S. 19.



t



d 'C



-e-4,u(to-i;)

(}2



-oo



(t0



-



Jl •



i-)2



1



2



Ark. f. Mat., Astr. o. Fys. Bd. 3.
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Folglich:



·Ir -



Die Reihe konvergiert unbedingt und gleichmässig für

r0 1&gt; e. - Wir setzen der Kürze wegen:



p(m) (r



t t )=



r

'



0'



'



=



p(m)



=



0



2



~:;/2 m + 1)



JJ

t



00



dx



-



e-tik'(to--r:)



!/Jm(kr) l/Jm(kr0 ) k 2 d k



0



00



und haben dann:

m= oo



P



~



=



Pm(cos i/J)



(r, r 0 , t, t 0 ).



p(m)



m=O



Wir setzen ferner:

&lt;12

( iJy2



u&lt;m) =



-,-



i



v(m)

1



=



u&lt;rn)



{)2 )

+ -,

- P m (cos l./J) p(rn) '

öz2



= _



2



,



f)2

,



i}x iJy



p



m



(cos 111) p&lt;m&gt;

~



etc. und stellen uns die Aufgabe das System 2 mit den Nebenbedingungen:



lim ii = lim v = lim w = 0 ,



r= oo

U =



für t=t 0 :



fJw

--



iiy



Dv



r= oo



r= oo



u(m)

fJ) v(m)

i

, { - '/,'



ou



Dw



ov



w -- u i(m)



(i = 1, 2, 3)



Du



-=----=----=0

öz

{)z

öx

iJx

ay



zu integrieren.

Wir setzen:



x



=



r cos -9, y = r sin -9 cos cp, z = r sin :J sin tp,
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6.



N:O



4.



Dann ist:

cos t/J = cos [) cos -9 0



+ sin {) sin -:J0 cos (&lt;p- rp0 )



und:

n=1n



Pm (COS l/J)



~ am,n P m,n ( COS :J) P m,n ( COS 3 0 )



=



COS



n (&lt;p- rp 0 }



n=O



·wo:

a



. 3 ... (2 m - 1) ] 2

'ln,n- - II(m + n) II(m-n)

9 [1



_



•



Um die Schreibweise noch bequemer zu gestalten, setzen wir:



am,n Pm,n (cos 3 0 ) sinn cp 0



pCm) (r,



r0 ,



t, t 0 ) = Bm,n.



Wir haben dann:

n=m



Pm(cos ·tp) pCm) = ~ (Am,n cos n&lt;p + B„n,n sin nrp).

n=O



2. Um die Fälle i = 1, 2, 3 n1it einem Schlag zu erledigen suchen wir das System 2 mit den Nebenbedingungen:



lim u



lim v



=



r= oo



für r = a: u = u



+ ({J + r) u~m) +



(ß- r) u~)'



a V~n)



+ (ß + y) V~m) +



({3- y)



W= W= aw~n)



r7w



fJF



'l)



+



fJ Fo

=--



{)y



aF

öz



{)v



au



0



f}z -ax = ox.-öy =



Wir setzen zu dem Zweck:



U=--o



Ox



V~n),



+ (/3 + r)w~m) + ((J-y)w~m),



ou ow



&lt;7v



i)y -öz =



zu integrieren.



0,



=



1·= 00



u~n)



=Cf.



V =V =



lim w



=



r= oo



W = - -0- -



{)2



F' 1



iJy2



+



a2 Fi +

axöy

fJ 2 F



1



öx iJz



-



a2 F



a2 F 2



fJ2F 3



ßz 2



öx &lt;1 y



iJx öz



D2 F 2

ßx 2



a2F2



1



a2 F 2

iJy fJz



+

+



ßz 2



a2Fs

&lt;1x 2



-



+



02 F 3

ily



oz



&lt;72Fa

&lt;Jy2



..



'



47



C. W. OSEEN, ZUR HYDRODYNAMIK DER KUGEL.

n=1n-1



F 0 = r-m. ~



Pm-1, n ( Cm-1, n



cos n rp



+ Sni-1, n sin n rp)



n=O



n=rn



Fl = ~



Pni,n (cm,n



cos ncp



+



Sm,n



sin ncp)'



n=O

n=m



~ p

[( (1)

F 2 == .....

m, n Cm, n



(2) )

( (1)

(2) ) •

]

+ Cm,

n COS n cp + Bm, n + Sm, n Slll n CfJ ,



n=O



n=m



F3 =



~

~

12=0



p ni,n [( 8m,n

(2)

-



(1)



)



Sm,n COS



n&lt;p



(1)

(2) )

•

]

+ ( Cm,n-Cm,n

Sll1 n&lt;p .



Damit u, v, w das System 2 befriedigen, müssen c und s

der partiellen Differentialgleichung:



r_2_ + u ( &lt;12 2 + ~ _2_ -



l iJ t



l



{)



r



r iJ r



m (m



+ 1 )) } r {}2 2 + ~ _2_ l ar r rJ r



m (m + ~) l c = 0

r2

J

•



r2



geni.igen.

Wir berechnen mit Hilfe der im ersten Abschnitte gegebenen Formeln R = u cos :J + v sin fJ cos cp + w sin ,[} sin cp,

0 = u sin :J - v cos :J cos cp - w cos :J sin cp, &lt;D = v sin cp - w cos cp ,

R = u cos 3 ~ ... , e und W und suchen die Bedingungen

dafür, dass für r = a: R = R, e = e, &lt;1J = ©. Wir erhalten

so zur Bestimmung der Funktionen 0 und c folgende Gleichungen, welche für r = a gelten sollen:



(



a 1n( mr + 1 )) (cm,o- aAm,o) -(m + 1) (r1 ar-r

a 1 ) (cm,1-/JAm,1)~

r2 or(1)



2



2



-



f2 {)



'\r &lt;J 1. -



m,(m+I)

r2

-



(1rfJr-r

{) l)}

2



(2)



(1)



~



CI)



a

(m + 1))

(r2Ör--r(cm,o + Cm,o 2 -



rm +i Om-1 ' o = O,



Cl



(/1



Am,o)-



(1rOr·-r1) (cni,o&lt;7



(cm,1-pAm,1)-m



-



111,



2m-l



2



2m-l

r



m+l



011i-I,O



= 0,



l{ m (1riJr{)



m +

+ r)Am,o) + - 2
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1)



CI&gt;



&lt;2)



- r 2 (cm,o+Cm,o-(ß+y)Am,o)+



6.



(2r iJr&lt;l

m (m+ 1) 1{)

1)

r

+ ri)r-r

2



4:.



N:O



21



(cm,1-



1 {)

1 ) (1)

}

-aAm,1)-(m.+2) (rör-r

2 (cm,1-flAm,2) m(2m-I) ,

2 rm+I Cm-1, 1 = 0 '



-



2 &lt;7

m (m + 1)

(1 a

1 )} (2)

r2

+(n-l) rar-r2 (cm,11-1-rAm,n-1)+

{iar-



+-n {(m-n + 1) (1- {} - -1) (Cmn-1-.vAmn-1)

c2&gt;

{)- +m+ (22n

r aT r 2

'

r {) T

I



m(m+I)

-



9



r~



'



n) (Cmn-a.Amn)-(m+n+I)

(l&lt;J

'

'

r r



n&lt;I



+--[} - , .



r r



1)



--i} -



r~



(1)



m ( 2 m - 1) t

2 nrm+l Om-1,n=O,



}



- r 2 (cm,n+1-ßA~m,n+1) -



{2 -&lt; n -&lt; m-I),



J2 a



lr&lt;l1·-



m (m + 1 )

( 1 f)

1 ) , (1)

r2

+(n-1) rör-r2 {Cm,n+1-ßAm,n+1)+



('l



1)



m- nJ

&lt;J

c2&gt;

+2nl(m-n+ 1) rör-r 2 (cm,n-1--rAm,n-1)+

- m (m 2+

r



(2rfJr&lt;7



1) - n(1- -iJ&lt;1, - -rI)·)(Cmn-aAmn)-(m+n+l) (1--,

t1 r iJ r

r



1)



r



2



'



'



l



o&gt;



- r 2 (cm,n+1-{lAm,n+1){-



m(2m-I)

2 nrm+I Cm-1,n=O,



a



2 {)

m (m + 1)

(1

1)}

(2)

{riJrr2

+m r&lt;Jr-r2 (Cm,m+Cm,m-1-



CL



Am,ni -



r Am,m-1) =



2 a m (m + 1)

( 1 (J

1)}

rorr2

+m r ar-r

(cm,m-rAm,m)=O,



{



(2)



2



0'



49



C. W. OSEEN, ZUR HYDRODYNAMIK DER KUGEL.



a + -i a-~ ) (Cm.,O (-;-}----;

l r"'

r vr

2



a Am,o)



a (1 &gt;1 + (ni + 1 )--ri (~J-(Cm,

'r



2m-l



-



&lt;72

( -l1r~9



+ -2r



&lt;l ) CI&gt;

(cm,1- t3Am,1)

&lt;1 r

i~



T



o



{)Am, 1) -



1„m



+l



Om-1 ' n =



0,



()

+ -mr i)-(Cni,o-aAm,O)r

_2m-1 0

=O

rm+l

m-1, 0

'



2



&lt;1

( :J7&gt;

&lt;1



r-



[) ) c2)

(1)

+ -r1 ~

(cm,O + Cm,o&lt;1 r



(fj0



{m



+ ;1 ) Am,o) + m 2+ 1 2r



c2&gt;



(Cm,O



n&gt;

+ Cm,0-



1 fJ

1)

.

ni + 2 c1&gt;

l

-(ß+r)Am,o) + (- -l~J - - 9 (cm,1-aAm,1)+ -9-(cm,2-ßAm,2)J- +

r 'r rr-



2m-I



+ 2 r~m+I

fJ



2



( -j}-2

r



{)

+ r-1 -j}

r



1)



-Q



r



(cm, 1 - - a Ani, i) -



(] &lt;7



m - -;--j

rlr



1 ')



-2



-



r



Om-1,1=0,



(1)

+ Cm,,O

-



(2)



(cm,O



( 1 {)

1 ) (1)

2 ni - 1

0

-((J+r)Am,0)+(1n+2} or+ r 2 (cm,2-/;Am,2)- rm+i Om-1,1=0,



r



&lt;7



2



( (Jr2



&lt;7 ) u&gt;

~

+ r3 iJr

(cm,2-{:JAm,2)-



m-2 I{mr 2 (cm,o+cm,o)-(tJ+r)Am,o)(2)



c1&gt;



{)

l)

m+2

1 2m-l

- (r1 iJr-r2

(C11i,1-aAm,1)+~-(Cm,2-ßAm,2)f-2rm+1 Cm-1,1=0,

{l)



rJ 2



( ilr 2



+



2-n&lt;7)

r



-')l.Am&gt;n-1)



c2l

lJr (cm,n-1-rAm,n-1)--



1



m+nJm-n+l



l



2



r2



(2)



(cm,n-1-



1 &lt;1

n)

m + n + 1 (cm,n+1n&gt;

+ (- 9 (cm,n-etAm,n) +

r l1 r r

r9



.A1·kiv fiir matematik, astronomi o.



;.)



[:i Am&gt;n+l

fy.~ili.:.



}



+



2m-l

2 rm+I Cm-1,n = 0'



Bel 6. N:o 4.



4
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fJ - n)2 (cmc2&gt;n - 1 + -1 "iJ" ? l -n-2) (cm,n-etAm,n)-(m-n+I) ( -1 T

2



a2



(~



'' r-



r (/ r



r



r r1 r



+ (ni + n + 1) (r-l



-rAm,n-1)



r



'



n) (cm,n+1-pAm,n+1)(1 &gt;

+ r-2



fJ



~

r1r



"1



2m-l

rm+i



Om-1,n= O,



fJ 2



2 + n {}) CI&gt;

„

m-n Jm-n+l c2&gt;

+

~ (cm,n+1-/1Am,n+1)l---9

r-r

r

r-- - (cm,n-12



(~

(1



-



r1



l t1

1)

m + n + 1 Cl&gt;

r2

(cm,n+1(r fJr - r 2 (cm,n-aAm,n) +



11 Am,n-1) -



-ßAm,n+1) } .



2m- l

') m+l Om-1,n=O,

.;Jr



2 - m &lt;I

m) (2)

( 1 f)

m)

+

- - T - 9 . (Cni,m-1-/Am,m-1)-ni -- T - -9." (cm,m-·

r

&lt;1 r

r--,

r r1 r

r"" ·

.a



iJ 2



( r2



-aAm,m)=O,



+1

--r fJr



2



iJ '&gt;

(--;---}

r. r...



2



-f} -



1n )

-9



r"" .



(cm,m - aAm,m) -



(1-r ~

fJ - m) (cm,m-1

c2&gt;

r1 r

r-9.



-rAm,ni-1)

&lt;7



2



(_iJr2



1



+m



+ -r-



=



0„



fJ )

or

(cm,m-rAm,m)=O.

(2)



Diese Glejchungen lassen sich folgendermassen schreiben;



(r! r1~~r -~){c!~~1-ßAm,1·-(Cm.,o-etAm,o)}=O,

r



(rl &lt;I



iJr



+ rn r2+



1)



r (

·\.m Cm,o-



f!



A m,0 )



JI&gt; - {:,,~ A m,l)J

'"\ +

+ (m + 1) (Cm,1



+



4m 2 - l

(m- I) rm+i C11i-1,o = 0,
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