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Vorwort.

Die Kräftigung des räumlichen Vorstellungsvermögens und der räumlichen Gestaltungskraft gehört unbestritten zu den wichtigsten Zielen

eines jeden geometrischen Unterrichts. Um sie zu erreichen, ist für den

Lehrenden wie für den Lernenden — von Modellen abgesehen — die

Kunst guter zeichnerischer Darstellung unentbehrlich. So selbstverständlich dies auch erscheinen mag, haben doch die mannigfachen Bemühungen der Hochschullehrer, den Studierenden die leichte Ausübung dieser

Kunst zu vermitteln, noch keineswegs vollen und allgemeinen Erfolg

gehabt. Sicherlich muß der mathematische Unterricht an den höheren

Schulen darunter leiden. Ich habe den Wunsch, durch meine Schrift an

der Beseitigung dieses Mangels mitzuhelfen.

Das Gebiet der wissenschaftlichen darstellenden Geometrie hat allmählich eine so große Ausdehnung erfahren, daß jede Behandlung des

Stoffes sich auf eine Auswahl zu beschränken hat. Sie kann für den

Vertreter des höheren Lehrfachs eine andere sein als für den Techniker

und Architekten. Diese Erwägung ist für die Abfassung dieser Schrift

maßgebend gewesen; ihr Inhalt ist bereits mehrfach in Vorlesungen und

Übungen von mir nicht ohne Nutzen behandelt worden. Es erschien mir

zweckmäßig die Auswahl so zu treffen, daß sie so knapp wie möglich

ausfiel, und doch alles berücksichtigt, was für das zu erreichende Ziel

notwendig ist. Vor allem war es mein Streben, mich nur der allerelementarsten Mittel zu bedienen und doch in dem Leser neben der Kenntnis

der Methoden die volle Überzeugung von ihrer Richtigkeit zu erwecken.

Ich hoffe, daß sie jeder, der über die einfachsten geometrischen und

stereometrischen Sätze verfügt, mit Nutzen und ohne erhebliche Mühe

lesen kann.

Es gab eine Zeit, in der man an die Spitze geometrischer Bücher

den Ausspruch Steiners setzte »stereometrische Betrachtungen seien

nur dann richtig aufgefaßt, wenn sie rein, ohne alle Versinnlichungsmittel, durch die innere Vorstellung angeschaut werden«. Befinden wir

uns mit unseren heutigen Bestrebungen etwa in direktem Gegensatz

zu dieser Sentenz?—Ich glaube dies verneinen zu dürfen. Die Kräftigung des räumlichen Vorstellungsvermögens ist auch in ihr mittelbar

als Haupterfordernis enthalten, und als letztes und höchstes Ziel geometrischer Ausbildung und Denkweise kann die Steinersche Forderung

auch heute noch bestehen bleiben. Die Frage ist nur, wie wir uns dem

in ihr gesteckten Ziel am besten annähern können. Ein Steiner, der als

sechsjähriger Knabe auf die Bemerkung des Lehrers, daß drei Ebenen

eine Ecke bestimmen, sofort ausrief: »es gibt ja acht«, mochte allerdings



Vorwort.



IV



Figuren und Modelle entbehren können; die glänzende räumliche Intuition, die er besaß, gab ihm einen Ersatz dafür. Aber für das Genie

gelten besondere Regeln. Wir andern müssen uns auf andere Weise helfen und sollen füglich jedes wissenschaftliche Hilfsmittel erfassen und

benutzen, das uns zu nützen vermag. Je besser es gelingt, kompliziertere

räumliche Gebilde durch richtig konstruierte und wirksam gezeichnete

Figuren zu unterstützen, um so besser, um so schneller und sicherer wird

Studium und Unterricht auf die räumliche Gestaltungskraft einwirken

können. Liegt doch dieser Weg auch im Interesse der sogenannten Ökonomie des Denkens, die wir heute als einen obersten Grundsatz jeder

wissenschaftlichen Betätigung zu betrachten pflegen.

Ein letztes Wort widme ich den Figuren. Die meisten sind vom Herrn

stud. math. Bluhm im Anschluß an Übungen, die ich kürzlich gehalten

habe, gezeichnet worden. Sie sind von ungleicher Anlage und werden

dadurch am besten erkennen lassen, welche Zeichnungsart das Auge

bevorzugt; es liebt starke Konturen und kräftige Hervorhebung alles

dessen, worauf es seine Aufmerksamkeit in erster Linie zu lenken hat.

Auch hängt die Anlage der Figur davon ab, ob sie einen guten räumlichen

Eindruck vermitteln soll, oder ob in ihr gewisse geometrische Tatsachen

in Evidenz treten sollen. Sicher sind die Figuren mehr oder weniger auch

der Vervollkommnung fähig; ich habe sie aber deshalb so gelassen wie

sie sind, um dem Leser durch ihren Vergleich ein eigenes Urteil über die

beste Zeichnungsart zu ermöglichen. So hoffe ich auch, den Hauptzweck

jeder Schrift über die Gesetze der zeichnerischen Darstellungsmethoden

am besten zu erreichen, nämlich die Kunst, mit wenigen geeigneten und

geeignet ausgeführten Strichen freihändig ein gutes Bild eines räumlichen Gebildes zu entwerfen. Gerade das ist es, was wir nötig haben und

was die sichere Beherrschung der zeichnerischen Gesetze uns gewähren

soll.

Endlich sage ich Herrn Oberlehrer Dr. Nitz für die freundliche Unterstützung bei der Korrektur, sowie dem Verlag für sein bekanntes auch

diesmal stets bewiesenes Entgegenkommen besten Dank.

Königsberg i. Pr., im September 1908.

A. Schoenflies.
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§ 1. Die Grundgesetze.

I. Das physiologische Grundgesetz. Der Entstehung unserer

Gesichtswahrnehmungen liegt folgende Tatsache zugrunde. Das Auge

besitzt die Fähigkeit, die Richtung zu empfinden, aus der die auf der

Netzhaut einen Sehreiz auslösenden Lichtstrahlen kommen. Diese Fähigkeit ist die wesentlichste Grundlage aller zeichnerischen Darstellung.

Physiologisch ist sie folgendermaßen bedingt. 1 )

1. Alle von einem Punkt P in das Auge

eintretenden Lichtstrahlen vereinigen sich,

nachdem sie durch die lichtbrechenden Medien hindurchgegangen sind, in einem Punkt

Pn der Netzhaut (Fig. 1) 2 ), und zwar geht

der Strahl P Pn ungebrochen durch das Auge

hindurch. Dieser Strahl kann daher als geoFig. 1

metrischer Repräsentant aller übrigen Strahlen gelten; seine Richtung ist es, die das Auge empfindet. Man bezeichnet ihn auch als den von P kommenden Sehstrahl.

2. Alle Sehstrahlen, die von irgendwelchen Punkten P, Q, R . . . eines Körpers Σ ins Auge gelangen, gehen durch

einen festen Punkt K des Auges, der

auf seiner optischen Achse liegt und

Knotenpunkt heißt (Fig. 2). Sie bilden

also einen Teil eines Strahlenbündels

Fig. 2

mit dem Mittelpunkt K. 3 ) Das auf der

Netzhaut erzeugte, aus den Punkten Pn , Qn , Rn , . . . bestehende Netzhautbild Σn des Körpers Σ ist daher geometrisch als Schnitt der Netzhaut

mit den Strahlen dieses Bündels zu bezeichnen.

Hieraus ergibt sich bereits diejenige grundlegende geometrische Tatsache, der jede zeichnerische oder räumliche Abbildung Σ0 eines Gegenstandes Σ zu genügen hat, wenn sie im Auge dasselbe Netzhautbild

entstehen lassen soll, wie der Körper Σ selbst. Aus 1. folgt nämlich

(Fig. 2), daß wenn P 0 ein lichtaussendender Punkt auf dem Sehstrahl

P Pn ist, der zu P 0 gehörige Sehstrahl mit P Pn identisch ist. Um also

1



) Die folgende Darstellung enthält nur eine Annäherung an die wirklichen Verhältnisse. Das Genauere findet man im Anhang, VI.

2

) Die Figur ist nur schematised gezeichnet.

3

) Als Strahlenbündel bezeichnet man die Gesamtheit aller durch einen Punkt des

Raumes gehenden geraden Linien oder Strahlen; der Punkt selbst heißt sein Scheitel

oder sein Mittelpunkt.
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ein Abbild Σ0 herzustellen, das im Auge die gleichen Lichtempfindungen

erzeugt, wie der Gegenstand Σ selbst, würde es an sich genügen, jeden

Punkt P von Σ durch irgend einen Punkt P 0 des von P ausgehenden

Sehstrahls P Pn zu ersetzen. Handelt es sich insbesondere um ein ebenes

Bild, was hier zunächst allein in Frage kommt, so ist der Bildpunkt P 0 als

Schnittpunkt des Sehstrahles P Pn mit der Bildebene zu wählen. Da nun

gemäß 2. alle Sehstrahlen einem Strahlenbündel mit dem Mittelpunkt

K angehören, so ist das in der Bildebene entstehende Abbild Σ0 genauer

als ihr Schnitt mit den Strahlen des ebengenannten Strahlenbündels zu

definieren. Also folgt:

I. Das Netzhautbild Σn und das ebene Bild Σ0 sind als Schnitte

eines und desselben Strahlenbündels mit der Netzhaut und der Bildebene

anzusehen; der Mittelpunkt dieses Strahlenbündels liegt im Knotenpunkt

des Auges.

Die ebengenannten physiologischen Tatsachen stellen allerdings nur

eine Annäherung an den wirklichen Sachverhalt dar; überdies sind sie

für die Beurteilung und die richtige Deutung der Gesichtseindrücke

nicht allein maßgebend. 1 ) Die zeichnerischen Abbilder werden daher

nur solche Sinneswahrnehmungen auslösen können, die den durch die

Gegenstände selbst vermittelten mehr oder weniger nahe kommen. Das

Auge ist aber ein höchst akkommodationsfähiges Organ. Wenn es auch

den Unterschied zwischen Bild und Gegenstand jederzeit erkennt, ist

doch seine Kunst, aus einem Bild die wirklichen Eigenschaften des dargestellten Gegenstandes zu entnehmen, erstaunlich. 2 ) Andererseits ist

das Auge für gewisse Dinge auch ein strenger Richter. Abweichungen

von der Symmetrie und der Gesetzmäßigkeit einfacher Formen wie Kreis,

Ellipse usw. wird es sofort störend empfinden. überhaupt soll man das

Auge als den obersten Richter für die Beurteilung eines Bildes ansehen,

und Korrekturen, die von ihm verlangt werden, auch dann ausführen,

wenn man eine den geometrischen Vorschriften entsprechende Zeichnung

hergestellt hat.

Das Auge stellt sich besonders leicht auf unendliche Sehweite ein,

also so, als ob sich der Gegenstand in unendlicher Entfernung befindet.

Physiologisch beruht dies darauf, daß diese Einstellung der Ruhelage

des Auges entspricht. Andererseits nähern sich die von einem Gegenstand Σ ausgehenden Lichtstrahlen um so mehr dem Parallelismus, je

1



) Vgl. Anhang, VI.

) Eine ausführliche Würdigung dieser Verhältnisse findet man bei Helmholtz,

in dem Aufsatze: »Das Auge und das Sehen«, Populäre wissenschaftliche Vorträge,

Heft 2.

2
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weiter er vom Auge entfernt ist. Dies bewirkt, daß Bilder, die man auf

Grund der Annahme paralleler Sehstrahlen herstellt, vom Auge ebenfalls leicht aufgefaßt werden. Diese Darstellung zeichnet sich überdies

durch Einfachheit aus und ist daher von besonderer Wichtigkeit.

II. Das geometrische Grundgesetz. Wir nehmen jetzt an, daß auf

einer Ebene β, die wir uns vertikal denken wollen, auf die vorstehend genannte Art ein Bild hergestellt werden soll.

Wir haben dazu jeden Sehstrahl, der

von einem Punkt P des Körpers Σ

ins Auge eintritt, mit der Bildebene

β zum Schnitt zu bringen, und wollen

den so entstehenden Schnittpunkt wieFig. 3

der durch P 0 bezeichnen. Das geometrische Grundgesetz besagt nun, daßjeder Geraden g des Gegenstandes

Σ eine Bildgerade g 0 des Bildes Σ0 entspricht; genauer allen Punkten

A, B, C . . . von Σ, die auf einer Geraden g enthalten sind, solche Bildpunkte A0 , B 0 , C 0 . . ., die auf einer Geraden g 0 enthalten sind (Fig. 3). Die

Sehstrahlen, die von den Punkten A, B, C . . . der Geraden g ins Auge

gelangen, liegen nämlich sämtlich in einer Ebene, und zwar in derjenigen,

die g mit dem Punkt K verbindet; ihr Schnitt mit der Ebene β liefert

die Bildgerade g 0 . Auf ihr liegen also auch die Punkte A0 , B 0 , C 0 . . ..

Wir treffen noch einige Festsetzungen. Zunächst kann die Tatsache

außer Betracht bleiben, daß wir es mit Sehstrahlen zu tun haben; wir

fassen also diese Strahlen in ihrer geometrischen Bedeutung als gerade Linien auf und stellen sie uns überdies als unbegrenzt vor. Ebenso

ersetzen wir auch die Bildebene β für die Ableitung der weiteren geometrischen Gesetze durch eine unbegrenzte Ebene. Den im Auge liegenden

Knotenpunkt K, also den Scheitel unseres Strahlenbündels, nennen wir

von nun an S0 , bezeichnen die auf der Ebene β entstehende Figur Σ0

auch als Projektion des Gegenstandes Σ auf β, und nennen den Strahl

P S0 , der durch seinen Schnitt mit β die Projektion P 0 des Punktes P

liefert, den projizierenden Strahl des Punktes P . Der Punkt S0 , durch

den alle projizierenden Strahlen gehen, heißt Zentrum der Projektion,

und Σ0 deshalb auch Zentralprojektion. 1 )

Wird die Zeichnung insbesondere so angefertigt, als ob sich das Auge

in unendlicher Entfernung befindet, so daß also alle Sehstrahlen einander

parallel werden, so sprechen wir von einer Parallelprojektion. Sie heißt

1



) Als Projektion bezeichnet die Sprache zwar auch den Prozess des Projizierens,

zumeist aber sein Ergebnis.
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orthogonal, wenn die projizierenden Strahlen auf der Bildebene senkrecht

stehen, sonst schief.

III. Das zeichnerische Grundgesetz. Dieses Gesetz stellt eine

Art allgemeiner Vorschrift auf, nach der man das Bild eines Punktes

oder einer Geraden von Σ in der Ebene β herzustellen pflegt. Sie zerfällt

in zwei Teile.

1. Das Bild einer Geraden g, die zwei Punkte A und B enthält,

bestimmen wir so, daß wir die Bildpunkte A0 und B 0 zeichnen und die

Gerade g 0 ziehen, die beide verbindet. 2. Analog bestimmen wir das Bild

P 0 eines Punktes P in der Weise, daß wir uns durch P zwei Geraden a

und b legen und ihre Bildgeraden a0 und b0 zeichnen. Deren Schnittpunkt

ist der Bildpunkt P 0 von P .

Wir bestimmen also die Gerade als Verbindungslinie zweier Punkte

und den Punkt als Schnittpunkt zweier Geraden.

Freilich liegt in der vorstehenden Vorschrift

zunächst ein Zirkel. Praktisch schwindet er dadurch, daß wir lernen werden, die Punkte A und

B und die Geraden a und b in bestimmter geeigneter Weise so anzunehmen, daß die Vorschrift

ausführbar wird. Hier beschränke ich mich auf

folgende vorläufige Bemerkungen:

Unter den Punkten, durch die wir eine GeraFig. 4

de g räumlich bestimmen können, gibt es zwei,

die sich am natürlichsten darbieten, und die wir

deshalb als ausgezeichnete Punkte ansehen können. Der eine ist der

Punkt, in dem sie die Bildebene durchdringt, der andere ist ihr sogenannter unendlichferner Punkt 1 ) (Fig. 4). Der erste Punkt wird auch

Spur oder Spurpunkt der Geraden g genannt; wir bezeichnen ihn durch

G0 . Offenbar fällt er mit seinem Bildpunkt zusammen. Man sieht zugleich, daß hierin eine Eigenschaft aller Punkte der Bildebene zutage

tritt. Es besteht also der Satz:

II. Jeder Punkt der Bildebene fällt mit seinem Bildpunkt zusammen.

Um den Bildpunkt des unendlichfernen Punktes G∞ von g zu konstruieren, haben wir zunächst die Gerade S0 G∞ zu ziehen, also durch S0

eine Parallele zu g zu legen, und dann ihren Schnitt mit der Bildebene

β zu bestimmen. Dieser Schnittpunkt ist der Bildpunkt G0∞ . Wir wollen

1



) Eine ausführlichere Erörterung der unendlichfernen Punkte kann erst in § 6

gegeben werden.
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ihn kürzer durch G bezeichnen und ihn den Fluchtpunkt der Geraden g

nennen. 1 ) Der Fluchtpunkt einer Geraden ist also derjenige Punkt der

Bildebene β, der dem unendlichfernen Punkt dieser Geraden entspricht.

Auf seine zeichnerische Bestimmung kommen wir noch näher zurück.

Ich schließe mit einer Bemerkung, die die Herstellung der Figuren

betrifft.

Um die räumliche Wirkung zu erhöhen, zeichnet man die Bilder

zweier windschiefer Geraden am besten so, daß sie sich nicht schneiden.

Vielmehr soll die hintere Gerade (vom beschauenden Auge aus gedacht)

an der Stelle des geometrischen Schnittpunktes etwas unterbrochen sein.

Gerade dies bewirkt, daß das Auge sie als eine zusammenhängende, aber

hinter der anderen liegende Gerade auffaßt. Diese Zeichnungsart trägt

außerordentlich zur körperlichen Wirkung der Bilder bei, wie man an

den einzelnen Figuren erkennt. 2 )



1

2



) Es ist also G der Fluchtpunkt und G0 die Spur von g.

) Vgl. den Anhang, VI.



§ 2. Die allgemeinen Gesetze für die zeichnerische

Darstellung ebener Gebilde.

Wir behandeln zunächst die Herstellung der Bilder von ebenen Figuren. Insbesondere wollen wir uns die gegebene Figur Σ in einer horizontalen Ebene γ liegend denken, die wir zur Fixierung der Begriffe

mit dem Fußboden zusammenfallen lassen und Grundebene nennen. Die

Bildebene, die wir uns, wie bereits erwähnt, vertikal denken, heiße wieder

β. Endlich denken wir uns das Auge S0 vor der Bildebene β befindlich;

die Figur Σ, von der auf β ein Bild zu zeichnen ist, befindet sich dann

naturgemäß hinter der Bildebene.

Die Schnittlinie von γ und β soll Achse oder Grundlinie heißen; wir

bezeichnen sie durch a. Da sie eine Gerade von β ist, so fällt sie (§ 1, II)

mit ihrer Bildgeraden Punkt für Punkt zusammen.

Wir beweisen nun zunächst den folgenden Satz:

I. Die Fluchtpunkte aller Geraden von γ liegen auf einer zur Grundlinie parallelen Geraden, dem sogenannten Horizont.

Zum Beweise ziehen wir in

der Ebene γ irgendeine Gerade

g und konstruieren ihren Fluchtpunkt. 1 ) Gemäß § 1 erhalten

wir ihn, indem wir durch S0 die

Parallele zu g legen und deren

Schnitt G mit der Bildebene β

bestimmen. (Fig. 5) Diese Parallele liegt, welches auch die GeFig. 5

rade g sein mag, in derjenigen

Ebene η0 die durch S0 parallel

zur Grundebene γ geht, und die wir Augenebene nennen. Daher liegt G

auf der Schnittlinie dieser Ebene η0 mit β, womit der Satz bewiesen ist.

Die so bestimmte Gerade nennen wir den Horizont und bezeichnen

ihn durch h. Seiner Definition gemäß ist er Ort der Bildpunkte aller unendlichfernen Punkte von γ. Deren Gesamtheit bezeichnet die Sprache

als Horizont; als dessen Bildgerade heißt h ebenfalls Horizont.

Aus der Definition des Fluchtpunktes folgt unmittelbar, daß alle

parallelen Geraden g, g1 , g2 . . . denselben Fluchtpunkt haben; für jede

1

) Bei unserer Festsetzung über die Lage des Auges zur Bildebene kommt hier

nur derjenige Teil der Geraden g in Betracht, der hinter der Bildebene liegt. Näheres

in § 6.
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von ihnen ergibt er sich als Schnittpunkt von β mit dem nämlichen

durch S0 gezogenen Strahl. Also folgt:

II.

Jeder Schar paralleler Geraden

g, g1 , g2 . . . der Grundebene entsprechen in der

Bildebene Geraden g 0 , g10 , g20 . . ., die durch einen

und denselben Punkt des Horizontes gehen.

Unter den Scharen paralleler Geraden von

γ nehmen vier eine bevorzugte Stellung ein; die

zur Bildebene normalen Geraden, die beiden

Scharen, die mit ihr einen Winkel von 45◦ einFig. 6

schließen, und die zu ihr parallelen Geraden.

Für die zu β normalen Geraden n erhalten

wir den Fluchtpunkt, indem wir von S0 ein Lot auf β fällen. (Fig. 6)

Der Fußpunkt N ist der Fluchtpunkt; er heißt Augenpunkt.

Die Fluchtpunkte der gegen β unter 45◦ geneigten Geraden l und r

seien L und R. Sie heißen Distanzpunkte. Ihrer Definition gemäß bilden

nämlich S0 L und S0 R mit β je einen Winkel von 45◦ , folglich ist

1)



S0 N = N L = N R.



Die beiden Punkte L und R bestimmen

daher die Entfernung des Auges von der

Bildebene; hierauf beruht es, daß die

Richtungen l und r praktisch wie theoretisch als bevorzugte Richtungen aufzufassen sind.

Ist endlich p eine Gerade von γ, die

zur Bildebene, also auch zur Grundlinie

a parallel ist, so gilt dies auch für die

Bildgerade p0 . Für diese Geraden besteht

Fig. 7

deshalb eine einfache metrische Eigenschaft, die sich in folgenden Sätzen ausdrückt (Fig. 7).

1. Ist B der Halbierungspunkt der Strecke AC, so ist auch B 0 der

Halbierungspunkt von A0 C 0 .

2. Sind A, B, C irgend drei Punkte von p, und A0 , B 0 , C 0 deren

Bildpunkte, so ist

2)



AB : BC : CA = A0 B 0 : B 0 C 0 : C 0 A0 .



§ 2. Allgemeinen Gesetze für zeichnerische Darstellung ebener Gebilde.
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Beides folgt unmittelbar aus dem bekannten Satz, daß irgend drei

durch denselben Punkt gehende Geraden von zwei sie kreuzenden Parallelen nach demselben Verhältnis geschnitten werden. Der Satz 1. ist

übrigens nur ein Spezialfall von 2.

Ist in der Bildebene außer den Distanzpunkten L und R auch die

Grundlinie a gegeben, so ist damit nicht allein die Entfernung des Auges von der Bildebene, sondern auch seine Höhe über der Grundebene

bestimmt, und zwar können a, L und R beliebig angenommen werden.

Damit ist alsdann die Lage des Auges im Raume durch zeichnerische

Bestimmungsstücke festgelegt.

Um die Entfernung des Auges von der Bildebene zu bestimmen,

kann man übrigens statt L und R die Fluchtpunkte E und F irgend

zweier Geraden e und f von bekannter Richtung auf dem Horizont h

beliebig annehmen. Zieht man nämlich in der Augenebene η0 durch

E die Parallele zu e und durch F die Parallele zu f , so gehen beide

Parallelen durch S0 und bestimmen damit wieder die Lage des Auges

zur Bildebene. 1 )



1



) Man vgl. Fig. 5, in der man außer dem Fluchtpunkt G der Geraden g nur noch

den Fluchtpunkt einer Geraden anderer Richtung anzunehmen braucht.



§ 3. Die praktischen Regeln der zeichnerischen

Darstellung.

Eine Figur von γ, von der wir in β ein Bild herstellen sollen, muß

geometrisch oder zeichnerisch gegeben sein; am besten auf demjenigen

Blatt, auf dem wir die Zeichnung wirklich ausführen. Hierzu drehen

wir die Ebene γ um die Grundlinie a als Achse so lange, bis sie in die

Ebene β hineinfällt, und zwar unter dasjenige Stück von β, auf dem das

Bild entstehen soll. Beide Ebenen sind so auf demselben Zeichnungsblatt

vereinigt.

Durch diesen Kunstgriff wird die zeichnerische Herstellung des Bildes außerordentlich

erleichtert. Um nämlich zu einem Punkt P von

γ den Bildpunkt P 0 zu konstruieren, lege man

(Fig. 8) gemäß dem zeichnerischen Grundgesetz von § 1 durch P je eine Gerade l und

r 1 ), und bestimme P 0 als den Schnittpunkt

der Bildgeraden l0 und r0 . Diese beiden Bildgeraden lassen sich unmittelbar zeichnen. Ist

nämlich L0 der Schnitt von l mit a, so ist L0 der

Spurpunkt von l, seine Verbindung mit dem

Fig. 8

Fluchtpunkt L liefert also die Bildgerade l0 .

Ebenso erhalten wir die Bildgerade r0 , wenn wir den Punkt R mit dem

Schnittpunkt R0 von r und a verbinden.

In dem Vorstehenden ist die Hauptregel des praktischen Zeichnens

enthalten. Hat man in γ insbesondere eine Figur, die irgendwie aus

Punkten und deren Verbindungslinien besteht, so wird man in der

angegebenen Weise zunächst die Bildpunkte zeichnen, und dann die

Verbindungslinien ziehen. Im übrigen wird man jedes Hilfsmittel, das

eine Vereinfachung der Zeichnung gestattet, und jeden hierzu führenden

Kunstgriff gern benutzen. Ich mache besonders auf folgende Tatsachen

aufmerksam:

1. In erster Linie empfiehlt sich die Benutzung solcher Geraden von

γ, die der Grundlinie parallel sind; denn ihre Bildgeraden sind gemäß

§ 2 ebenfalls zur Grundlinie parallel.

2. Enthält die Figur Σ eine Reihe paralleler Geraden g, g1 , g2 . . .

(Fig. 5), so wird man zunächst zu einer, z. B. zu g, die Bildgerade g 0

bestimmen; in ihrem Schnittpunkt mit dem Horizont h hat man dann

1



) Man beachte die richtige Lage der in γ enthaltenen Stücke von l und r in der

Zeichnungsebene. Es muß l nach links unten und r nach rechts unten gehen, damit

beide Geraden beim Zurückdrehen in die Ebene γ in ihre richtige Lage kommen.



§ 3. Die praktischen Regeln der zeichnerischen Darstellung.
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sofort den Fluchtpunkt G dieser Geradenschar, und damit einen Punkt,

durch den alle Bildgeraden g10 , g20 . . . hindurchgehen.

3. Hat man es mit einer Figur Σ zu tun, die zwei ausgezeichnete

Richtungen hat, die übrigens beliebige Neigung gegen die Grundlinie

a haben können, so vereinfacht man sich die Zeichnung, indem man

von vornherein deren Fluchtpunkte statt L und R auf A als gegeben

annimmt. 1 )

4. Man beachte, daß die Wahl der Fluchtpunkte die Entfernung

des Auges von der Bildebene bestimmt. Da man einem Gegenstand,

von dem man einen guten Gesichtseindruck erhalten will, nicht zu nahe

stehen darf, so wird man, um gute Bilder zu erzielen, die Fluchtpunkte

demgemäß annehmen müssen. Erfahrungsgemäß ist es zweckmäßig, die

Distanz L N gleich der doppelten Höhe oder Breite des Gegenstandes

anzunehmen. 2 )

5. Um möglichst genaue Bilder zu erhalten, empfiehlt es sich, zeichnerische Überbestimmungen zu benutzen. Um z. B. zu einem Punkt P

den Bildpunkt P 0 zu bestimmen, kann man P als gemeinsamen Punkt

von drei durch ihn gehenden Geraden betrachten und zu ihnen die

Bildgeraden zeichnen; ist die Zeichnung vollkommen, so werden sie alle

drei durch einen Punkt gehen. 3 ) Die Genauigkeit der Zeichnung wird

auch dadurch erhöht, daß man zunächst solche Punkte bevorzugt, in

denen eine Symmetrie oder eine sonstige Regelmäßigkeit der Figur zum

Ausdruck kommt, wie dies bereits in § 1 erörtert wurde.

Nach den vorstehenden Regeln sind die folgenden Aufgaben behandelt worden, bei denen

wir außer a im allgemeinen L und R als gegeben

angenommen haben.

1. Den Fluchtpunkt einer Geraden g zu zeichnen. (Fig. 9) Ist P ein Punkt von g, so lege man

durch P die Geraden l und r, konstruiere ihre

Bildgeraden l0 und r0 , und verbinde ihren Schnittpunkt P 0 mit dem Spurpunkt G0 , in dem g die

Achse a trifft. Diese Verbindungslinie schneidet

Fig. 9

den Horizont h im Fluchtpunkt G.

1



) Hier wird immei vorausgesetzt, daß wir die Lage des Auges beliebig annehmen

dürfen.

2

) Freilich konnte dies bei den Figuren dieser Schrift mit Rücksicht auf den Platz

nicht immer geschehen.

3

) In Fig. 8 gehen N P 0 und das von P auf a gefällte Lot durch denselben Punkt

der Achse.



§ 3. Die praktischen Regeln der zeichnerischen Darstellung.
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2. Das Bild einer quadratischen Teilung zu zeichnen, deren Linien

senkrecht und parallel zur Achse verlaufen. (Fig. 10) Die Diagonalen

unserer Teilung sind lauter Linien l und r; jeder Teilungspunkt ist also

ein Schnittpunkt je zweier solcher Geraden. Damit sind die Bildpunkte

unmittelbar bestimmbar, und ebenso deren Verbindungslinien.

Hier kann man auch die

zur Achse senkrechten Linien n

und ihren Fluchtpunkt N statt

der Linien l oder r benutzen.

Vor allem aber ist zu beachten,

daß jeder zur Achse parallelen

Geraden der Grundebene eine

zur Achse parallele Gerade der

Bildebene entspricht.

3. In γ ist eine reguläre sechseckige Teilung gegeben; man soll ihr Bild zeichFig. 10

nen. (Fig. 11) Da die Sechseckteilung stets zwei bevorzugte

Scharen paralleler Linien enthält, die nicht zugleich der Achse parallel

sind, wird man am besten tun, deren Fluchtpunkte als gegeben anzunehmen, und mit ihnen zu operieren, wie es Figur 11 erkennen läßt.

Auch hier wird man von vornherein suchen, die Zeichnung öfters durch

Überbestimmung zu kontrollieren, zumal wenn die Teilung Parallelen

zur Achse enthält.

4. Analog kann man die Zeichnung anderer Figuren ausführen. Als

Beispiele eignen sich besonders quadratische oder rechteckige Teilungen,

sowie irgendwelche mittels regelmäßiger Teilungen hergestellte Muster.

Ich schließe mit folgender Bemerkung. Bereits in § 1 wurde erwähnt,

daß eine an der Hand der geometrischen Vorschriften, ausgeführte Zeichnung erhebliche Ungenauigkeiten aufweisen kann. Die Quelle solcher

Ungenauigkeiten liegt zum Teil darin, daß die zeichnerisch herzustellenden Punkte vielfach nur durch Vermittlung einer ganzen Reihe von

Linien (Geraden oder Kreisen) gewonnen werden. Dadurch können sich

die Fehler addieren. Sie können besonders dann sehr stark werden, wenn

man Punkte als Schnittpunkte von Geraden bestimmt, die einen kleinen

Winkel einschließen. Dies ist daher stets zu vermeiden. 1 )

1



) In neuerer Zeit hat man sich auch der Frage zugewandt, wie man eine Figur

durch ein Minimum zeichnerischer Schritte (Anlegen des Lineals, Schlagen eines

Kreises usw.) erhalten kann. Diese Untersuchungen, die wesentlich von E. Lemoine ausgehen, können ebenfalls zur Vereinfachung der Ausführung beitragen; vgl.



§ 3. Die praktischen Regeln der zeichnerischen Darstellung.
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Fig. 11



seine Schrift: Géométrographie ou art des constructions géométriques Paris 1902.

Allerdings steht hier auch die Genauigkeit der Zeichnung in vorderster Linie.



§ 4. Die Grundgesetze der Perspektiven Beziehung.

Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, den allgemeinen geometrischen

Inhalt der vorstehenden Ausführungen in kürze zu entwickeln. Dazu

lassen wir die Vorstellung fallen, daß die eine Ebene Grundebene, die

andere Ebene Bildebene war, betrachten beide Ebenen als geometrisch

gleichwertig und bezeichnen sie insofern durch ε und ε0 . Zu ihnen fügen

wir wieder einen außerhalb von ihnen liegenden Punkt S0 (Fig. 12).

Ein durch den Punkt

S0 gelegter Strahl p0 trifft

die Ebenen. ε und ε0 in

zwei Punkten, die wieder P und P 0 heißen

sollen, ebenso wird eine

durch S0 gelegte Ebene

γ0 die Ebenen ε und ε0

in je einer Geraden g

und g 0 schneiden. Gemäß

dem allgemeinen Sprachgebrauch der Geometrie

ordnen wir die Punkte P

und P 0 und ebenso die

Fig. 12

Geraden g und g 0 einander zu, nennen sie entsprechende Elemente beider Ebenen, und sagen,

daß die Ebenen ε und ε0 perspektiv aufeinander bezogen sind; den Punkt

S0 nennen wir das Zentrum der perspektiven Beziehung.

Die Schnittlinie der beiden Ebenen ε und ε0 hat wieder die Eigenschaft, daß jeder ihrer Punkte sich selbst entspricht; sie heißt Perspektivitätsachse und soll jetzt durch s = s0 bezeichnet werden.

Aus unserer Definition ergibt sich gemäß den Erörterungen von § 1

unmittelbar die Richtigkeit des folgenden Grundgesetzes der perspektiven Beziehung:

I. Den Punkten A, B, C,. . . einer Geraden g entsprechen Punkte A0 ,

B , C 0 ,. . . der entsprechenden Geraden g 0 , und den Geraden g, h, k . . . ,

die durch einen Punkt P gehen, entsprechen Geraden g 0 , h0 , k 0 . . . , die

durch den entsprechenden Punkt P 0 gehen.

0
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Ferner ergibt sich, weiter für je zwei entsprechende Geraden g und

g das Theorem:

0



II. Zwei entsprechende Geraden g und g 0 beider Ebenen schneiden

sich auf der Perspektivitätsachse.

Der Beweis folgt unmittelbar aus dem grundlegenden Satz, daß der

Scheitel einer dreiseitigen körperlichen Ecke zugleich Schnittpunkt ihrer

drei Kanten ist. Ihn wenden wir auf die Ecke an, die von ε, ε0 und der

Ebene γ0 gebildet wird, die g und g 0 enthält und durch S0 geht. Die

Kanten dieser Ecke sind die Schnittlinien von je zweien dieser Ebenen,

nämlich

s = (ε, ε0 ), g = (ε, γ0 ), g 0 = (ε0 , γ0 )

mithin gehen s, g, g 0 in der Tat durch einen Punkt.

Auf derselben Tatsache beruht der Beweis eines weiteren Satzes, aus

dem wir zwar erst später Nutzen ziehen werden, der aber schon hier

eine Stelle finden möge.

Wir betrachten dazu eine dreiseitige Ecke mit dem Scheitel S0 , und

fassen ihre Schnitte mit den Ebenen ε und ε0 ins Auge (Fig. 13). 1 ) Diese

Schnitte sind zwei Dreiecke; ihre Seiten, die a, b, c und a0 , b0 , c0 heißen

sollen, bilden je ein Paar entsprechender Geraden von ε und ε0 . Nach

Satz II schneiden sich also je zwei entsprechende von ihnen in einem

Punkte von s. Die drei Punkte

A00 = (a, a0 ),



B 00 = (b, b0 ),



C 00 = (c, c0 ),



liegen daher auf der Geraden s. Dies ist unser Satz. Also folgt:

III. Satz des Desargues 2 ): Werden aus einer dreiseitigen Ecke durch

zwei Ebenen ε und ε0 zwei Dreiecke ausgeschnitten, so treffen sich die

entsprechenden Seiten dieser Dreiecke in Punkten, die auf einer Geraden

liegen, und zwar auf der Schnittlinie von ε und ε0 .

Der Satz und sein Beweis bleiben gültig, wenn der Punkt S0 ins

Unendliche rückt, also die Ecke in ein dreiseitiges Prisma übergeht.

Dies folgt unmittelbar daraus, daß die Lage von S0 für den Beweis in

keiner Weise benutzt wird.

1



) Die Figur stellt zugleich die Durchdringung eines dreiseitigen Prismas und

einer dreiseitigen Pyramide dar.

2

) Vgl. den Anhang, VI.
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Für besondere durch den Punkt S0 gehende Ebenen bestehen wieder

Gesetze einfacher Art. 1 ) Ich führe zunächst die folgenden an:

1. Eine zur Achse s senkrechte Ebene ν0 schneidet die

Ebenen ε und ε0 in zwei ebenfalls zur Achse s senkrechten

Geraden n und n0 .

2. Eine zur Achse s parallele Ebene π0 schneidet die

Ebenen ε und ε0 in zwei zueinander und zu s parallelen

Geraden p und p0 .

3. Für drei Punkte A, B,

C einer solchen Geraden p

und die entsprechenden PunkFig. 13

te A0 , B 0 , C 0 von p0 besteht die

Relation

AB : BC : CA = A0 B 0 : B 0 C 0 : C 0 A0 ,



1)



was sich ebenso ergibt wie die analoge Tatsache in § 2. Dem Halbierungspunkt einer Strecke von p entspricht also wieder der Halbierungspunkt.

Ein besonderer Fall der perspektiven Lage tritt dann ein, wenn die

Ebenen ε und ε0 parallel sind. Dann sind je zwei entsprechende Geraden

parallel, und je zwei entsprechende Figuren einander ähnlich. Ebenen

dieser Art heißen ähnlich aufeinander bezogen.



1



) Auf weitere durch S0 gehende Gerade und Ebenen besonderer Art kommen

wir in § 6 ausführlicher zurück.



§ 5. Die parallelperspektive Lage.

Rückt das Perspektivitätszentrum S0 ins Unendliche, so werden alle

projizierenden Strahlen einander parallel, und die Figuren der einen Ebene werden Parallelprojektionen von denen der anderen. In diesem Fall

nennen wir die Ebenen ε und ε0 parallelperspektiv aufeinander bezogen.

Für diese Lage bestehen gewisse einfachere Beziehungen, die uns später

nützlich sind, und die ich hier zunächst im Zusammenhang folgen lasse.

Sie ergeben sich meist als unmittelbare Folgen bekannter Satze über

parallele Linien und Ebenen.

1. Parallelen Geraden der einen Ebene entsprechen parallele Geraden der anderen; einem Parallelogramm entspricht also wieder ein

Parallelogramm. 1 )

2. Die Relation 1) des vorigen Paragraphen gilt jetzt für je zwei

entsprechende Geraden g und g 0 beider Ebenen; sind also A, B, C drei

Punkte einer Geraden g, und A0 , B 0 , C 0 ihre entsprechenden Punkte in

ε0 , so ist stets

AB : BC : CA = A0 B 0 : B 0 C 0 : C 0 A0 .



1)



Man kann diese Relation auch in die Form

B0C 0

C 0 A0

A0 B 0

=

=

=%

2)

AB

BC

CA

setzen; sie sagt dann aus, daß jede Strecke von g 0 das %fache der entsprechenden Strecke von g ist. Je nach dem Wert von % erscheinen also

die Strecken einer jeden Geraden von ε in ε0 nach einem konstanten

Verhältnis vergrößert oder verkleinert. Wir nennen % den zugehörigen

Proportionalitätsfaktor.

3. Der Proportionalitätsfaktor % ist für die einzelnen Geraden im

allgemeinen verschieden; für alle zueinander parallelen Geraden hat er

den gleichen Wert. Sind nämlich g und f zwei parallele Geraden, von

ε, und werden auf ihnen (Fig. 14) 2 ) die Punktepaare AB und CD so

angenommen, daß ABCD ein Parallelogramm ist, so ist auch A0 B 0 C 0 D0

ein Parallelogramm, also A0 B 0 = C 0 D0 , und daher auch

A0 B 0

C 0 D0

=

.

AB

CD

1



) Die Ebenen, die zwei parallele Geraden von ε mit S0 verbinden, sind nämlich

in diesem Fall parallel und schneiden daher auch ε0 in parallelen Geraden.

2

) Die Figur enthält zugleich die Durchdringung eines dreiseitigen und eines

vierseitigen Prismas. Diese ist also so zu zeichnen, daß Satz III von § 4 für jedes

Paar entsprechender Geraden erfüllt ist. Vgl. auch § 14, Beispiel 4.
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4. Da in der Schnittlinie s von ε

und ε0 je zwei entsprechende Punkte vereinigt liegen, so hat der Proportionalitätsfaktor für s den Wert

% = 1. Nach 3. gilt dies also auch

für jede zu s parallele Gerade.

5. Die Gesamtheit aller Strahlen,

die durch zwei entsprechende Punkte P und P 0 gehen, nennen wir entsprechende Strahlenbüschel. Sind a,

Fig. 14

a0 und b, b0 zwei Paare entsprechender Strahlen, so werden die von ihnen gebildeten Winkel (ab) und (a0 b0 )

im allgemeinen voneinander verschieden sein. Es liegt aber nahe zu

fragen, ob diese Winkel für gewisse Strahlenpaare einander gleich sein

können. Dies soll zu einem Teile beantwortet werden, und zwar beweisen

wir folgenden Satz:

I. In zwei entsprechenden Strahlenbüscheln der beiden Ebenen ε und

ε gibt es stets ein Paar entsprechender rechtwinkliger Strahlen.

0



Dies ist zunächst für den Fall unmittelbar evident, daß die Richtung der projizierenden Strahlen auf einer der beiden Ebenen, z. B.

auf ε0 senkrecht steht, daß es sich also um eine Orthogonalprojektion

(§ 1, II) handelt. In diesem Fall entsprechen sich nämlich sowohl die

beiden Strahlen, die durch P und P 0 parallel zur Achse s laufen, wie

auch diejenigen, die auf ihnen senkrecht stehen. Dies gilt auch dann

noch, wenn die Richtung der projizierenden Strahlen in eine zu s senkrechte Ebene fällt, sonst aber beliebig ist. Immer sind in diesen Fällen

die Geraden, die parallel und senkrecht zu s durch P und P 0 gehen,

entsprechende Geraden beider Ebenen und bilden daher entsprechende

rechte Winkel. 1 )

Wir haben den Beweis also nur noch für

den Fall zu führen, daß die von P und P 0 auf

s gefällten Lote keine entsprechenden Geraden

sind. Dazu erinnere man sich, daß sich je zwei

entsprechende Strahlen a und a0 gemäß § 4, II

Fig. 15

auf der Achse s schneiden. Sind also (uv) und

(u0 v 0 ) entsprechende rechte Winkel, so schneiden sich u und u0 in einem Punkt U von s, und v und v 0 in einem Punkt

) Die Geraden, die durch P und P 0 parallel zu s laufen, sind übrigens stets

entsprechende Geraden.

1
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V , und es sind U P V und U P 0 V rechte Winkel. Man drehe nun (Fig. 15)

die Ebene ε0 um die Achse s in die Ebene ε hinein, so werden unserer obigen Annahme gemäß P und P 0 nicht auf einer zu s senkrechten

Geraden liegen. Andererseits liegen P und P 0 auf dem Kreis mit dem

Durchmesser U V . Damit sind aber U und V konstruierbar, nämlich

als Schnittpunkte von s mit demjenigen eindeutig bestimmten Kreis,

dessen Mittelpunkt M zugleich auf s und auf dem zu P P 0 gehörigen

Mittellot liegt. Es folgt noch, daß wenn P 0 nicht auf P fällt, es nur ein

solches Punktepaar U und V , also auch nur ein Paar entsprechender

rechter Winkel mit P und P 0 als Scheiteln geben kann. Damit ist der

Satz bewiesen. 1 )

6. Um zwei gegebene Ebenen ε und ε0 parallelperspektiv, aufeinander

zu beziehen, genügt es, einem beliebigen Punkt der einen Ebene einen

beliebigen Punkt der anderen als entsprechend zuzuweisen; denn diese

Punkte P und P 0 bestimmen durch ihre Verbindungslinie die Richtung

der projizierenden Strahlen und damit die perspektive Beziehung. Damit

ist zu jedem Punkt Q der Ebene ε der Bildpunkt Q0 von ε0 unmittelbar

bestimmt und ebenso umgekehrt.

7. Wir wollen uns nun vorstellen, daß wir die Ebenen ε und ε0

in andere Lagen bringen, aber das durch die perspektive Beziehung

vermittelte Entsprechen der Punkte und Geraden bestehen lassen. Dann

ist klar, daß die unter 1. bis 5. genannten Eigenschaften, da sie nur die

in ε und ε0 vorhandenen Strecken und Winkel betreffen, unverändert

bestehen bleiben Dagegen wird die ebengenannte Möglichkeit, zu einem

Punkt Q der Ebene ε den Bildpunkt Q0 von ε0 zu konstruieren, hinfällig.

Ihr Ersatz besteht in folgendem Theorem:

II. Zu einem Punkt P der Ebene ε kann man den Bildpunkt P 0

zeichnerisch bestimmen, sobald drei Paare entsprechender Punkte A, B,

C und A0 , B 0 , C 0 bekannt sind.

Zieht man nämlich (Fig. 16 und 17) durch P je eine Parallele zu

den Seiten AB und AC, sind B1 und C1 ihre Schnittpunkte mit diesen

Seiten, und B 0 und C 0 wieder deren Bildpunkte in ε0 , so hat man

AB1 : B1 B = A0 B10 : B10 B 0 ,

AC1 : C1 C = A0 C10 : C10 C 0 ,

) Fällt P auf P 0 , so sind je zwei entsprechende Winkel beider Strahlenbüschel

einander gleich.

1
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Damit sind die Punkte B10 und C10 konstruktiv bestimmt. Man hat

daher nur noch durch B10 und C10 je eine Parallele zu A0 C 0 und A0 B 0 zu

ziehen, und erhält in ihrem Schnittpunkt den Punkt P 0 . 1 )

8. Wichtig ist endlich noch, daß man zwei

Ebenen ε und ε0 in parallelperspektive Lage bringen kann, wenn man

weiß, daß die unter 1.

bis 5. genannten EiFig. 16

Fig. 17

genschaften für sie erfüllt sind; es reicht sogar

schon die Kenntnis eines Teiles dieser Eigenschaften hin. Es besteht

nämlich der Satz:

III. Sind zwei Ebenen so aufeinander bezogen, daß für sie die unter 1.

und 2. genannten Eigenschaften bestehen, und daß in ihnen mindestens

ein Paar entsprechender Geraden existiert, für das der Proportionalitätsfaktor den Wert % = 1 hat, so können sie in parallelperspektive Lage

gebracht werden.

Ist nämlich s und s0 ein Geradenpaar, für das % = 1 ist, so daß also

für drei Paare seiner Punkte A, B, C und A0 , B 0 , C 0 die Gleichungen

AB = A0 B 0 ,



BC = B 0 C 0 ,



CA = C 0 A0



bestehen, so bringe man ε und ε0 irgendwie in eine solche Lage (Fig. 18),

daß s0 auf s fällt, und A0 , B 0 , C 0 auf A, B, C, was möglich ist. Dann ist,

wie sich zeigen wird, die parallelperspektive Lage bereits hergestellt. Ist

nämlich a eine Gerade von ε, die durch den Punkt A von s geht, und

sind A1 , A2 , A3 . . . irgendwelche Punkte auf ihr, so geht auch a0 durch

A, und man hat überdies gemäß 2). die Relation

AA1 : A1 A2 : A2 A3 . . . = AA01 : A01 A02 : A02 A03 . . .

Daher bilden die Verbindungslinien A1 A01 , A2 A02 , A3 A03 . . . ein Büschel

paralleler Strahlen.

Denkt man sich nun die beiden Ebenen ε und ε0 durch Strahlen der

so bestimmten Richtung parallelperspektiv aufeinander bezogen, und

bezeichnet den so zu einem jeden Punkt P zugeordneten Punkt zunächst

durch P 00 , so ist nur noch zu zeigen, daß P 00 mit P 0 identisch ist. Dazu

verbinde man P mit einem Punkt B von s und einem Punkt An von a

1



) Man kann offenbar irgend zwei entsprechende Seiten der Dreiecke ABC und

A B 0 C 0 zu diesem Zweck benutzen.

0
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so, daß P BAAn ein Parallelogramm ist, dann ist nach Voraussetzung

auch P 0 BAA0n ein Parallelogramm, und ebenso ist gemäß 1. P 00 BAA00n

ein Parallelogramm. Da nun A0n mit A00n identisch ist, so gilt dies auch

für P 0 und P 00 , womit der Beweis erbracht ist. 1 )

9. Hieraus folgern wir endlich noch,

daß zwei Ebenen, denen die im Satz III

vorausgesetzten Eigenschaften zukommen, auch alle übrigen in diesem Paragraphen genannten Eigenschaften besitzen.

Fig. 18



1



) Vgl. den Anhang, VI.



§ 6. Die unendlichfernen Elemente.

Die Theorie der sogenannten unendlichfernen Elemente hat sich im

Anschluß an die Lehre von der perspektiven Beziehung entwickelt. Wir

werden daher ebenfalls diesen Weg einschlagen und gehen zu der in § 4

erörterten perspektiven Beziehung zurück. Naturgemäß soll es sich hier

in erster Linie um eine systematische Darlegung handeln.

Sei p0 ein zur Ebene ε paralleler Strahl des Strahlenbündels S0 , so

ist er zu ε0 nicht parallel und wird daher ε0 in einem Punkt P 0 schneiden,

während ein eigentlicher Schnittpunkt mit ε nicht vorhanden ist. 1 ) Die

in § 4 dargelegte Grundlage der perspektiven Beziehung, die jedem Punkt

der einen Ebene einen Punkt der anderen zuordnet, erleidet also für

den Strahl p0 zunächst eine Ausnahme. Wir beseitigen sie, indem wir

auch zwei parallelen Geraden einen und nur einen gemeinsamen Punkt

beilegen; wir nennen ihn ihren unendlichfernen Punkt. Die Bedeutung

und die Tragweite dieser Festsetzung erhellt aus folgendem.

Zunächst folgern wir, daß allen einander parallelen Geraden derselbe

unendlichferne Punkt beizulegen ist. Ist nämlich G∞ der gemeinsame

Punkt zweier parallelen Geraden g und g1 und ist auch g2 zu g parallel, so

haben unserer Festsetzung gemäß auch g und g2 ihren unendlichfernen

Punkt gemein, und da es für jede Gerade nur einen geben soll, so geht

sowohl g1 als auch g2 durch G∞ hindurch.

Nun denke man sich in der Ebene ε irgendeine Gerade p gezogen, die

zu dem oben angenommenen Strahl p0 parallel ist, so haben auch diese

beiden Geraden ihren unendlichfernen Punkt gemein; es geht also p0

durch den unendlichfernen Punkt P∞ von p hindurch. Die obenerwähnte

Ausnahmestellung des Strahles p0 ist damit beseitigt; er hat jetzt mit

ε und ε0 je einen Punkt gemein, nämlich P 0 und P∞ und ordnet auch

diese Punkte einander zu.

Übrigens ist, was zu bemerken ist, der zu P 0 so zugeordnete Punkt

P∞ davon unabhängig, welche zu p0 parallele Gerade von ε wir zu

seiner Definition benutzen; in der Tat gehen alle diese Geraden durch

denselben Punkt P∞ hindurch.

Sei nun wieder (Fig. 19) η0 diejenige durch S0 gehende Ebene, die zu

ε parallel ist, so wird sie ε0 in einer Geraden h0 schneiden, während eine

Schnittlinie mit ε zunächst fehlt. Um diese Ausnahme zu beseitigen,

legen wir auch den Ebenen ε und η0 eine ihnen gemeinsame Gerade bei,

die wir ihre unendlichferne Gerade nennen und durch h∞ bezeichnen.

Wie oben, folgern wir zunächst wieder, daß alle zueinander parallelen

Ebenen dieselbe unendlichferne Gerade enthalten.

1



) Die Bezeichnung weicht in diesem Paragraph von der früheren ab.
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Wesentlich ist weiter, daß die so

eingeführte unendlichferne Gerade

h∞ die allgemeine Eigenschaft besitzt, die einer Schnittlinie zweier

Ebenen zukommt, daß sie nämlich

Ort aller in ε enthaltenen unendlichfernen Punkte ist. Falls nämlich wieder p irgendeine Gerade von ε ist,

und p0 der durch S0 gehende zu p

parallele Strahl, so liegt p0 in η0 , und

Fig. 19

daher gehört der Punkt P∞ , den p0

mit ε gemein hat, zu den Punkten, die η0 mit ε gemein hat; er ist also

in der Tat ein Punkt von h∞ . Der Schnittpunkt P 0 von p0 mit ε0 liegt

aus demselben Grund auf h0 . In Übereinstimmung mit § 2 bezeichnen

wir h0 als die Fluchtlinie von ε0 .

0

Ebenso kann man in der Ebene ε0 eine unendlichferne Gerade k∞

definieren; sie entspricht der Geraden k von ε, in der ε von der zu

ε0 parallelen durch S0 laufenden Ebene geschnitten wird, und die die

Fluchtlinie von ε darstellt.

Man folgert endlich noch unmittelbar den folgenden Satz:

I. Bei parallelperspektiver Beziehung zweier Ebenen ε und ε0 entspricht dem unendlichfernen Punkt einer Geraden g von ε der unendlichferne Punkt ihrer Bildgeraden in ε0 , und der unendlichfernen Geraden

von ε die unendlichferne Gerade von ε0 .

Die so eingeführten unendlichfernen Punkte und Geraden bezeichnet

man auch als uneigentliche Elemente.

Ihre allgemeine Bedeutung ist die, daß sie für die Geometrie eine

ähnliche Rolle spielen, wie die irrationalen oder komplexen Zahlen für

die Arithmetik. Sie verbürgen die Ausnahmslosigkeit der Grundgesetze

und bewirken dadurch die Abgeschlossenheit des Lehrgebäudes. Ich will

dies für die einfacheren grundlegenden Sätze hier ausführen. 1 )

Beschränken wir uns auf eine Ebene, so gelten jetzt für sie ausnahmslos die folgenden Sätze:

1. Zwei Geraden bestimmen einen Punkt, nämlich ihren Schnittpunkt, und 2. zwei Punkte bestimmen eine Gerade, nämlich ihre Verbindungsgerade.

1



) Vgl. den Anhang, VI.
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Sind nämlich im ersten Fall beide Geraden eigentliche Geraden, so

haben sie entweder einen endlichen oder einen unendlichen Punkt gemein; ist aber eine der beiden Geraden uneigentlich, so hat sie mit der

eigentlichen Geraden deren unendlichfernen Punkt gemein.

Sind zweitens von den Punkten beide eigentlich, so bestimmen sie eine eigentliche Gerade, und ebenso erhellt, daß zwei uneigentliche Punkte

die unendlichferne Gerade als Verbindungslinie bestimmen. Ist endlich

der eine Punkt ein eigentlicher Punkt P , und der andere ein uneigentlicher Punkt Q∞ , so ist dieser seiner Definition gemäß der unendlichferne

Punkt einer Geraden q bestimmter Richtung, und die durch P zu q gezogene Parallele ist die Verbindungslinie beider Punkte. Die Grundgesetze

bleiben also in der Tat für die uneigentlichen Punkte und Geraden in

Kraft. Hiermit ist zugleich die Berechtigung ihrer Einführung nachgewiesen. Zugleich erfährt so das in § 1 aufgestellte zeichnerische Grundgesetz

eine nachträgliche Motivierung.

In ähnlicher Weise kann man auch für den Raum uneigentliche Elemente definieren und die Permanenz der Grundgesetze für sie darlegen.

Ich beschränke mich auf die Angabe der grundlegenden Festsetzungen.

Diese sind:

1. Alle zueinander parallelen Geraden haben einen und denselben

uneigentlichen Punkt miteinander gemein, nämlich ihren unendlichfernen.

2. Alle zueinander parallelen Ebenen haben eine und dieselbe uneigentliche Gerade miteinander gemein, nämlich ihre unendlichferne.

3. Alle zu einer Geraden parallelen Ebenen enthalten den unendlichfernen Punkt dieser Geraden.

4. Alle die Geraden und Ebenen, die gemäß den Sätzen 1. und 3.

durch einen unendlichfernen Punkt hindurchgehen, hat man als die sämtlichen Strahlen und Ebenen eines Strahlenbündels anzusehen, dessen

Scheitel S0 sich ins Unendliche entfernt hat. Die Parallelperspektive

erscheint also auch bei dieser Betrachtung als derjenige Spezialfall der

allgemeinen Perspektive, bei dem der Scheitel ins Unendliche gerückt

ist.

5. Die Gesamtheit aller unendlichfernen Punkte und Geraden des

Raumes hat man als die unendlichferne Ebene des Raumes einzuführen. 1 )



1



) Vgl. den Anhang, refanhang:7.



§ 7. Anwendung auf einige zeichnerische Aufgaben.

Für die folgenden Zwecke denken wir uns die Ebene ε wieder horizontal und ε0 vertikal, und fassen zunächst die Achse, die Fluchtlinien

und die unendlichfernen Geraden ins Auge. Sie bilden drei Paare entsprechender Geraden, nämlich (Fig. 20)

1. h∞ , h0 ,



2. s = s0 und



0

3. k, k∞

.



Diese Geraden teilen die Ebenen ε und ε0 in drei entsprechende Teile,

die wir durch I, II, III und I0 , II0 , III0 , bezeichnen wollen. Wir denken

uns nun, daß eine Figur Σ0 sich in der Ebene ε0 bewegt, und betrachten

die Bewegung der entsprechenden Figur Σ in ε. Sobald die Figur Σ0 die

Fluchtlinie h0 erreicht, wird sich die entsprechende Figur Σ in ε zunächst

bis ins Unendliche dehnen, und wenn Σ0 die Fluchtlinie h0 überschreitet,

also aus dem Teil I0 in den Teil III0 übertritt, wird Σ das Unendliche

durchsetzen und ebenfalls teils zu I teils zu II gehören, also scheinbar

in zwei getrennte Stücke zerfallen. Die Permanenz der Gesetze, die wir

für beide Ebenen zugrunde legen, führt uns aber dazu, auch die Figur

der Ebene ε durch das Unendliche hindurch als zusammenhängend zu

betrachten. Dies ist nichts anderes als was wir in § 6 für die Gerade g

einführten; auch sie soll im Punkte G∞ ebenso zusammenhängen, wie

die Bildgerade g 0 im Fluchtpunkt G 1 ). Hiervon wollen wir nun einige

Anwendungen machen.

Sei zunächst K 0 ein im Gebiet II0 von

0

ε enthaltener Kreis, so wird ihm in der

Ebene ε eine im Gebiet II enthaltene Ellipse entsprechen; die sämtlichen Strahlen, die den Punkt S0 mit den Punkten

von K 0 verbinden, bilden nämlich einen

Kegel zweiter Ordnung, und sein Schnitt

mit der Ebene ε stellt die ebengenannte

Ellipse dar 2 ). Wenn wir jetzt den Kreis

Fig. 20

K 0 so annehmen, daß er die Fluchtlinie h0

berührt, so wird die in ε gelegene Ellipse in eine Parabel übergehen, und

wenn K 0 die Fluchtlinie h0 kreuzt, so erhalten wir in ε eine Hyperbel. Wir

1



) Die zueinander parallelen Geraden g, g1 , g2 . . . von ε bezeichnet man deshalb

auch als Parallelstrahlenbüschel und nennt G∞ seinen Scheitel. Die ihnen entsprechenden Geraden bilden in ε0 einen gewöhnlichen Strahlenbüschel mit dem Seheitel

G.

2

) Ich setze als bekannt voraus, daß jeder Kegel, der durch Projektion eines Kreises

vom Punkte S0 aus entsteht, durch eine Ebene in einer Kurve zweiter Ordnung

geschnitten wird.
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haben uns also vorzustellen, daß auch Parabel und Hyperbel geschlossene Kurven sind, daß die Parabel von der unendlich fernen Geraden

berührt wird, und daß die beiden Äste der Hyperbel im Unendlichen

zusammenhängen. Die Einheitlichkeit der Auffassung wird hierdurch außerordentlich gesteigert. Überhaupt besteht der allgemeine Nutzen der

perspektiven Betrachtung darin, daß wir lernen, in den verschiedenen

Einzelfällen das Gleichbleibende und Unveränderliche zu erkennen und

die Einzelfälle zu einer höheren Einheit zusammenzufassen.

Es leuchtet ohne weiteres ein, daß wir die vorstehenden Tatsachen

benutzen können, um analog zu § 3 Ellipsen, Parabeln und Hyperbeln

zeichnerisch herzustellen; nur tritt für die praktische Ausführung eine

kleine Modifikation ein. Wir wollen nämlich, wie eben geschehen ist,

den gegebenen Gegenstand in der Ebene ε0 liegend annehmen, und in ε

die ihm entsprechende Figur herstellen. Dabei gehen wir wieder so zu

Werke, daß wir die Ebene ε um die Achse s in die Zeichnungsebene ε0

hineingedreht denken, haben aber nun, um zu einem Punkt P 0 von ε0

den ihm entsprechenden Punkt P von ε zu finden, die in § 3 angegebene Vorschrift in umgekehrter Reihenfolge auszuführen. Sind also jetzt

(Figur 8, S. 9) P 0 , L und R gegeben, so ziehen wir zunächst l0 = LP 0

und r0 = LR0 , bestimmen die Schnittpunkte mit s, und ziehen durch sie

unter 45◦ die Geraden l und r, die in ihrem Schnittpunkt den Punkt P

liefern. In dieser Weise sind die folgenden Figuren gezeichnet worden.



Fig. 21



Fig. 22



Fig. 23



Die Figuren 21, 22 und 23 enthalten die dem Dreiecke A0 B 0 C 0 entsprechenden Dreiecke ABC der Ebene ε. Sie entstehen unmittelbar,

indem man zu A0 B 0 C 0 in der ebengenannten Art die Bildpunkte konstruiert 1 ). In Fig. 22 liegt eine seiner Ecken im Unendlichen, in Fig. 23

zieht sich die Dreiecksfläche mit der Spitze C durch das Unendliche

hindurch; man zeichnet es am besten so, daß man auf A0 C 0 und B 0 C 0

1



) Die Hilfslinien sind in den Figuren nachträglich wieder getilgt worden. Übrigens

sind auch die nicht sichtbaren Punkte A für die Zeichnung benutzt worden.
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je einen Punkt D0 und E 0 beliebig auswählt und deren Bilder D und E

konstruiert. Damit sind die Richtungen von AG und BC bestimmt.

Ich schließe mit einigen Winken, die die Zeichnung von Ellipse, Parabel und Hyperbel betreffen. Die Zeichnung kann zunächst in der Weise

erfolgen, daß man zu einer Reihe von Punkten des Kreises die ihnen

in ε entsprechenden Punkte konstruiert, und die diese Punkte verbindende Kurvenlinie annäherungsweise herstellt. Um ein möglichst gutes

Kurvenbild zu erhalten, können folgende Hinweise dienen (Fig. 24):

1. Den beiden zur Achse parallelen Tangenten p0

und p01 des Kreises entsprechen zwei zur Achse

parallele Tangenten p und

p1 des Kegelschnitts; sollte

der Kreis die Fluchtlinie h0

berühren, so daß der Kegelschnitt eine Parabel ist, so

ist eine dieser Kegelschnitttangenten die unendlichferne Gerade.

2. Dem Kreisdurchmesser d0 , der die Berührungspunkte der ebengenannten Tangenten enthält, entspricht deshalb ein Durchmesser d des Kegelschnitts.

3. Einer Sehne A0 B 0

des Kreises, die auf diesem Durchmesser d senkrecht steht, entspricht gemäß § 4 eine Sehne AB des

Kegelschnitts, die durch

den Durchmesser d halbiert

wird.

Fig. 24

4. Ist der Kegelschnitt

eine Ellipse, so erhält man den zu d konjugierten Durchmesser d1 und

die zu d parallelen Tangenten t und t1 der Ellipse wie folgt. Da t und t1

unter sich und mit d parallel sind, so schneiden sich die entsprechenden

Tangenten t0 und t01 des Kreises auf der Fluchtlinie h0 und gehen insbesondere durch den Schnitt von h0 und d0 . Diese beiden Kreistangenten

sind aber in ε0 leicht konstruierbar. Man hat daher nur die ihnen in ε
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entsprechenden Geraden zu bestimmen, und auf ihnen noch die Punkte

P und Q, die den Berührungspunkten P 0 und Q0 der Kreistangenten

entsprechen.

5. Ist der Kegelschnitt eine Hyperbel, und sind E 0 und F 0 die Punkte, in denen der Kreis K 0 die Fluchtlinie kreuzt, so entsprechen den

Kreistangenten in E 0 und F 0 die Asymptoten der Hyperbel.

Eine zweite Methode besteht darin, die Kurven als Enveloppen ihrer Tangenten aufzufassen, und zu einer Reihe von Kreistangenten die

Bildgeraden zu zeichnen. In allen Fällen wird man übrigens auf die

Symmetrie der Figuren in erster Linie bedacht sein und alle Vorteile

benutzen, die aus ihr fließen (vgl. § 3, 5). 1 )



1



) Es ist sehr zu empfehlen, die Zeichnung von Parabel und Hyperbel selbst

auszuführen, sowohl nach der ersten, wie nach der zweiten Methode. Man kann

übrigens auch beide Methoden verbinden.



§ 8. Die allgemeinen Gesetze der ebenen

Darstellung räumlicher Figuren.

Die allgemeinen Gesetze und Vorschriften von § 1 gelten ihrer Ableitung nach auch, für die zeichnerische Darstellung beliebiger räumlicher

Figuren. Wir werden daher auch im Baum Punkte und Geraden als die

einfachsten Gebilde betrachten, mit denen wir zeichnerisch operieren,

stellen den Punkt wieder als Schnitt zweier durch ihn gehender Geraden

und die Gerade als Verbindungslinie zweier ihrer Punkte, insbesondere

von Spur und Fluchtpunkt dar, und suchen zunächst wieder solche Geraden, denen besonders einfache zeichnerische Eigenschaften zukommen.

Die Bildebene β denken wir uns nach wie vor vertikal. Unter den horizontalen Ebenen des Raumes wählen wir eine aus, die den Fußboden

darstellen soll, und die wir die Grundebene γ nennen; ihre Schnittlinie

mit der Bildebene heiße wieder Grundlinie und werde durch a bezeichnet. Die Gerade von β, die die Fluchtpunkte aller in der Grundebene

liegenden Geraden enthält, nennen wir wieder den Horizont h; er hat

die gleiche allgemeine Bedeutung wie in § 2. Insbesondere behalten auch

die Punkte N , L, R ihre in § 2 dargelegte theoretische und praktische

Bedeutung. Zusammen mit der Grundlinie a sind sie diejenigen in der

Zeichnungsebene β enthaltenen geometrischen Elemente, die die Lage

des Auges zum Bild und zur Grundebene festlegen, und zwar ebenso wie

in § 2.

Als zeichnerisch ausgezeichnete Geraden können wir — abgesehen

von den Geraden l und r — solche betrachten, die zu einer der beiden Ebenen β und γ parallel oder senkrecht verlaufen. Über sie gilt

folgendes 1 ):

1. Der Fluchtpunkt einer zu γ parallelen Geraden g liegt auf dem

Horizont h. Denn in γ gibt es eine zu g parallele Gerade g1 , und gemäß

§ 6 haben alle zueinander parallelen Geraden denselben unendlichfernen

Punkt, also auch denselben Fluchtpunkt.

2. Ist p eine Gerade, die zu β parallel ist, so ist die Bildgerade

p0 zu p parallel. Dies folgt unmittelbar daraus, daß p und p0 in einer

durch S0 gehenden Ebene π0 liegen, und ihr gemeinsamer Punkt auch

gemeinsamer Punkt von β und p ist.

Für zwei solche Geraden p und p0 gelten daher auch die Sätze

1). und 2). von § 2; sie bestehen ja für je zwei entsprechende parallele

Geraden. Für solche Geraden geht also der Halbierungspunkt wieder in

den Halbierungspunkt über.

1



) Man vergleiche die Figuren 5 bis 8.
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Ist p insbesondere horizontal, so ist auch p0 horizontal; horizontale Linien, die zur Bildebene parallel sind, bleiben also auch im Bilde

horizontal.

3. Sei v eine Gerade, die auf γ senkrecht steht. Eine solche Gerade

ist zu β parallel, und damit steht gemäß 2). auch die Bildgerade v 0 auf

γ senkrecht. Dies ist aber, da v 0 in β liegt, nur so möglich, daß v 0 auf

der Grundlinie a0 senkrecht steht. Jeder Geraden v entspricht also eine

zu a senkrechte Gerade v 0 ; vertikale Linien bleiben also auch im Bilde

vertikal. In der Tat erscheint alles Vertikale dem Auge ebenfalls vertikal.

4. Sei endlich n eine zu β senkrechte Gerade. Sie ist alsdann zu

γ parallel und eine Gerade der ersten Gattung, hat aber noch einige

besondere Eigenschaften. Zunächst ist ihr Fluchtpunkt der Augenpunkt

N . Ihr Spurpunkt N 0 spielt ebenfalls die Rolle eines ausgezeichneten

Punktes; sein Abstand von der Grundlinie bestimmt nämlich unmittelbar die Höhe der Geraden n über der Grundebene (Fig. 25); er liegt also

über, auf oder unter dem Horizont h, je nachdem die Gerade n über,

auf oder unter der Augenebene η0 liegt 1 ).

5. Eine besondere Rolle spielen endlich

auch diejenigen Geraden des Raumes, die

durch S0 gehen. Allen ihren Punkten entspricht auf β derselbe Punkt, nämlich ihr

Durchdringungspunkt mit β. Fragt man nun,

was diese Geraden zeichnerisch bedeuten, so

ist die Antwort sehr leicht. Sie sind sozusagen

verbotene Gebilde. Man wird sich bei der BeFig. 25

trachtung eines Körpers kaum so stellen, daß

Geraden des Körpers als Punkte erscheinen; man wird daher auch für die

Zeichnung die Stellung des Auges nicht so wählen, daß dies eintritt. 2 )

Liegt der Punkt S0 im Unendlichen, haben wir es also mit einer

Parallel projektion zu tun, so kommen noch einige weitere einfache Eigenschaften hinzu.

Erstens besteht jetzt für je drei Punkte A, B, C einer jeden Geraden

und ihre Bildpunkte die Relation 2) von § 2, also

AB : BC : CA = A0 B 0 : B 0 C 0 : C 0 A0 ,

und es geht der Halbierungspunkt in den Halbierungspunkt über; handelt es sich insbesondere um eine zur Bildebene parallele Gerade p, so

1



) Die Geraden p, v, n stellen drei zueinander senkrechte Richtungen dar, was

ebenfalls ihre bevorzugte Benutzung erklärt.

2

) Für Darstellungen, die nur die Bedeutung konstruktiver Hilfsmittel besitzen,

geschieht dies allerdings doch. Vgl. § 12.
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geht die Proportionalität in Gleichheit über. Jede zu β parallele Strecke

ist also ihrem Bilde gleich.

Sind zweitens g und g1 parallele Geraden, so sind auch ihre Bildgeraden in β einander parallel, was eines Beweises nicht bedarf.

Auf diesen Tatsachen beruht die leichtere Herstellbarkeit und damit

auch die Bevorzugung der Bilder, die nach den Methoden der Parallelprojektion, hergestellt werden. Ihre zeichnerische Zweckmäßigkeit liegt,

wie in § 1 erwähnt wurde, darin, daß es dem Auge besonders leicht wird,

sich auf unendliche Sehweite einzustellen. Es ist sehr zu empfehlen, bei

der Betrachtung der Parallelprojektionen dem Auge diese Einstellung zu

geben; man wird dann leicht den Eindruck der Körperlichkeit erhalten.

(Vgl. auch S. 63 Anm. 1.)



§ 9. Die zeichnerische Darstellung der räumlichen

Figuren.

Um das ebene Bild einer räumlichen Figur Σ zeichnerisch herzustellen, denken wir uns zunächst wieder die Bildebene β durch Drehung um

die Achse in die Grundebene γ hineingedreht, in derselben Weise wie in

§ 3; auch nehmen wir wieder die Grundlinie a, sowie die Distanzpunkte

L und R als gegeben an. Alle in § 2 und 3 abgeleiteten Regeln und Sätze

bleiben dann unmittelbar für denjenigen Teil der Figur Σ bestehen, der

in der Grundebene γ enthalten ist. Also folgt als erstes Resultat:

I. Diejenige Teilfigur von Σ, die in der Grundebene enthalten ist, ist

nach den Vorschriften von § 3 zeichnerisch bestimmbar.

Da die Grundebene γ in § 8 beliebig gewählt werden konnte, überträgt sich dies sofort auf jede horizontale Ebene, vorausgesetzt, daß man

mit ihr ebenso operiert, wie mit der Grundebene γ. Dazu ist offenbar

notwendig und hinreichend, daß die Schnittlinie dieser Ebene mit β (und

selbstverständlich die in ihr enthaltene Teilfigur) bekannt ist. Nennen

wir sie ihre Spur, so folgt:

II. Jede in einer horizontalen Ebene liegende Teilfigur von Σ kann

gemäß § 3 gezeichnet werden, sobald ihre Spur in β bekannt ist.

Diese Spur ist eine horizontale Gerade; sie ist daher bestimmt, sobald man einen ihrer

Punkte kennt. Einen solchen

Punkt stellt z. B. der Durchdringungspunkt einer in ihr liegenden Geraden mit der Bildebene β dar.

Beachten wir noch, daß jede Vertikale des Gegenstandes

Σ gemäß § 8 im Bilde vertikal bleibt, so können wir bereits einfachere Beispiele erledigen. Ein solches bilden die nebenstehend gezeichneten Würfel (Fig. 26), von denen zwei bis

Fig. 26

an die Bildebene heranreichen.

Die in der Bildebene liegenden Flächen ABCD und BCF E stellen sich
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daher in ihrer natürlichen Größe dar. Die Ecken S, T , U , V des oberen

Würfels sollen in die Mitten der Quadrate fallen, auf denen er steht.

In Anlehnung an § 3 (Fig. 10) können wir die Zeichnung in diesem

Fall sogar direkt ausführen, ohne die in der Grundebene und den andern

Horizontalebenen vorhandenen Teilfiguren zu benutzen. Wir zeichnen

zunächst das der Grundebene entsprechende Bild in der gleichen Weise

wie bei Figur 10. 1 ) Gemäß Satz II verfahren wir dann ebenso mit der

Ebene, die die Bildebene in der Geraden DCF schneidet. Wir verbinden

also die Punkte C, D, F mit L, N und R, ziehen durch die Schnittpunkte die Parallelen zur Achse, und erhalten so das Bild der oberen vier

Würfelflächen; übrigens kann man für ihre Zeichnung auch den Umstand

benutzen, daß je zwei Punkte der oberen und der unteren Flächen auf

einer Vertikalen liegen. 2 ) Da die Mitten S, T , U , V dieser Würfelflächen zugleich vier Ecken des obersten Würfels sind, hat man nur noch

dessen obere Fläche W XY Z zu zeichnen. Deren Ecken liegen zunächst

wieder auf den durch S, T , U , V gehenden Vertikalen. Wir bestimmen

nun noch die Bildgeraden der in dieser Fläche enthaltenen Diagonalen

W Y und XZ, deren Fluchtpunkte R und L sind. Dazu sind nur ihre

Spuren P und Q zu ermitteln; wir erhalten sie unmittelbar, indem wir

die Kanten AD und EF um sich selbst bis P und Q verlängern. Die so

bestimmten Geraden liefern in ihrem Schnitt mit den eben genannten

Vertikalen bereits die Punkte W , X, Z und Y . Eine Überbestimmung

liegt darin, daß W , X und Z, Y auf je einer Parallelen zur Achse liegen.

Ähnlich kann man auch eine Reihe von Würfeln zeichnen, die so

hinter einander liegen, daß ihre Grundflächen ein Rechteck bilden.

Wir erörtern nun die allgemeine Frage, wie wir das Bild P 0 eines

gegebenen Raumpunktes P in β zu zeichnen haben. Dies kann offenbar

auf verschiedene Art geschehen, je nach der Wahl der Geraden, als deren

Schnitt wir ihn betrachten. Drei Fälle wollen wir besonders hervorheben:

1. Zunächst betrachten wir ihn als Schnittpunkt einer zu γ senkrechten Geraden v und einer zu β senkrechten Geraden n (Fig. 27). Sei

P1 der Schnitt von v mit γ, P2 der von n mit β, und P1 P0 das von P1

auf die Grundlinie gefällte Lot, so bilden die vier Punkte P P1 P0 P2 ein

Rechteck, und es ist

P P 1 = P2 P0 .



1)



Diese einfache Tatsache läßt uns leicht erkennen, daß wir die Bildgeraden v 0 und n0 und damit auch den Bildpunkt P 0 von P zeichnen können,

sobald uns seine Projektion P1 und die Höhe P P1 gegeben sind (Fig. 28).

1

2



) Die nicht sichtbaren Linien sind nachträglich getilgt worden.

) Zur Kontrolle der Zeichnung wird man dies immer benutzen; vgl. § 3, 5.
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Fig. 27



Fig. 28

Fig. 29

Die Bildgerade v 0 ist nämlich, erstens senkrecht zur Grundlinie a (nach

§ 8) und zweitens geht sie durch den Bildpunkt P10 von P1 , der gemäß I

bestimmbar ist; sie ist also selbst zeichnerisch bestimmt. Ferner geht

die Gerade n0 erstens durch den Augenpunkt N und zweitens durch den

Punkt P2 , der ihr Durchdringungspunkt mit β ist, und infolge der Relation 1) ebenfalls zeichnerisch bestimmt ist. Damit ist die Behauptung

bewiesen. Wir erhalten also folgende Konstruktionsvorschrift.

III. Um das Bild eines Punktes P zu zeichnen, dessen Projektion P1

in der Grundebene und dessen Höhe P P1 über der Grundebene bekannt

sind, zeichne man gemäß § 3 den Bildpunkt P10 von P1 ziehe durch P10

die Gerade v 0 senkrecht zur Grundlinie, bestimme auf dem von P1 auf

die Grundlinie gefällten Lot P1 P0 den Punkt P2 , so daß P0 P2 = P P1

ist, und verbinde endlich P2 mit dem Augenpunkt N , so schneidet diese

Verbindungslinie n0 die Gerade v 0 im Bildpunkt P 0 .

Ein Beispiel einfachster Art ist das folgende. Eine quadratische Säule

von gegebener Höhe zu zeichnen, deren Grundfläche in der Grundebene

liegt (Fig. 29). Sei ABCD die untere und EF GH die obere Fläche

unserer Säule; wir wollen sie so annehmen, daß AB der Achse parallel

laufe. Wir zeichnen dann gemäß § 3 das Bild A0 B 0 C 0 D0 , errichten in A0
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eine Vertikale v 0 , fällen von A das Lot AA0 auf die Achse, verlängern es

um die gegebene Höhe bis A2 , verbinden A2 mit dem Augenpunkt N ,

und erhalten im Schnitt dieser Verbindungslinie mit v 0 den Bildpunkt

E 0 . Ebenso kann man die Punkte F 0 , G0 und H 0 zeichnen. Man beachte

zugleich, daß E 0 F 0 und G0 H 0 zur Achse parallel sind; man kann also

G0 und H 0 einfacher als Schnitt dieser Parallelen mit den in C 0 und D0

errichteten Vertikalen finden 1 ).

2. Enthält die Figur Σ Scharen von parallelen

horizontalen Geraden, die nicht auf der Bildebene β

senkrecht stehen, so liegt es nahe, sie in der gleichen

Weise zu benutzen, wie die Geraden n; analog zu

dem, was wir am Schluß von § 2 ausgeführt haben.

Fig. 30

In der Tat läßt sich die obige Regel ohne weiteres

auf alle Richtungen verallgemeinern, die zur Grundebene parallel sind. Man betrachte also jetzt (Fig. 30) den Punkt P

als Schnittpunkt einer Geraden v mit einer zur Grundebene parallelen

Geraden f ; P1 sei wieder der Schnitt von v mit γ, und F2 derjenige von

f mit β. Zieht man nun in γ durch P1 eine zu f parallele Gerade f1 und

nennt ihren Schnitt mit der Grundlinie F0 , so ist P P1 F0 F2 wieder ein

Rechteck, also P P1 = F2 F0 . Alles übrige ergibt sich wie oben. Mithin

ergibt sich folgende Regel (Fig. 31).

IV. Ist der Fluchtpunkt F einer zur Grundebene parallelen Geraden

f bekannt, so kann man das Bild eines Punktes P , dessen Projektion P1

in der Grundebene und dessen Höhe P P1 über der Grundebene bekannt

sind, wie folgt konstruieren. Man zeichne gemäß § 3 den Bildpunkt P10

von P1 ziehe durch P10 die Gerade v 0 senkrecht zur Grundlinie und durch

P1 eine zu f parallele Gerade f1 , errichte in ihrem Schnittpunkt F0

mit der Grundlinie ein Lot F0 F3 gleich P1 P , und verbinde F3 mit dem

Fluchtpunkt F von f , so schneidet diese Verbindungslinie die Gerade

v 0 im Bildpunkte P 0 .

3. Eine dritte oft brauchbare Regel erhalten wir folgendermaßen.

Sei e eine zweite horizontale Gerade, deren Fluchtpunkt E bekannt ist,

so gilt das vorstehende auch für sie. Die beiden zu f und e zugehörigen Punkte F2 und E2 liegen daher auf einer zur Grundlinie parallelen

Geraden, und zwar stellt diese Gerade den Durchschnitt von β mit der

Ebene dar, die durch P parallel zur Grundebene verläuft. Daraus folgt

sofort (Fig. 32):

) Man kann auch F 0 selbst so zeichnen; der Genauigkeit halber wird man aber

auch mit B 0 N operieren.

1



§ 9. Die zeichnerische Darstellung der räumlichen Figuren.



35



V. Kennt man die Spur d einer zur Grundebene parallelen Ebene δ

mit der Bildebene β, sowie die Fluchtpunkte E und F zweier horizontalen

Richtungen e und f , so kann man das Bild eines Punktes P von δ, dessen

Projektion P1 in der Grundebene bekannt ist, folgendermaßen zeichnen.

Man ziehe durch P1 je eine zu e und f parallele Gerade, bestimme ihre

Schnittpunkte E0 und F0 mit der Grundlinie, errichte in ihnen die Lote

E0 E3 und F0 F9 bis zum Schnitt mit der Spur d, verbinde E2 mit E

und F2 mit F , und erhält im Schnittpunkt dieser Verbindungslinien den

Bildpunkt P 0 .

Diesen Satz wird man besonders dann mit Vorteil anwenden, wenn es

sich um die Zeichnung einer in der Ebene δ enthaltenen Teilfigur von Σ

handelt. Man sieht leicht, daß die Art, in der wir die Figur 26 herstellten,

bereits der in ihm enthaltenen Regel entspricht. Übrigens dienen die

verschiedenen Möglichkeiten, die den Sätzen I, II, III entsprechen, der

stets notwendigen zeichnerischen Überbestimmung.

In dieser Weise wollen wir folgende Aufgaben behandeln.

1. Einen parallelepipedischen Kasten darzustellen, dessen Grundfläche ABCD in der Grundebene enthalten ist; A1 B1 C1 D1 sei die obere

zu ABCD kongruente Fläche. (Figur 33.)

Man nehme die Fluchtpunkte E und F der Geraden AB = e und

AC = f willkürlich an, und zeichne mit ihnen zunächst wieder das Bild

A0 B 0 C 0 D0 von ABCD. Dann errichte man in den Punkten, in denen die

Seiten von ABCD die Grundlinie schneiden, Vertikalen gleicher Länge

(die die Kastenhöhe darstellt), und verbinde ihre Endpunkte mit den

Fluchtpunkten E und F , so ergibt sich unmittelbar das Bild der oberen

Fläche A1 B1 C1 D1 des Kastens. Eine Überbestimmung besteht darin,

daß die Kanten A0 A01 , B 0 B10 , C 0 C10 und D0 D1 , vertikal sind.



Fig. 31



Fig. 32
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Fig. 33

Wird nun noch innerhalb ABCD das Rechteck RST U gezeichnet,

so kann man in gleicher Weise das Bild R10 S10 T10 U10 der oberen Fläche

und die von ihm nach unten gehenden inneren Kanten zeichnen.

2. Einen auf der

Grundfläche stehenden

Tisch zu zeichnen. Auch

hier wird am einfachsten

mit den Fluchtpunkten

der Tischkanten operiert;

die Ausführung selbst ist

aus der Figur unmittelbar

zu entnehmen (Fig. 34).

3. Ähnlich zeichnet

man auch einige nebeneinFig. 34

anderstehende sechseckige

Säulen gegebener Höhe.

Hier können zunächst die Fluchtpunkte zweier Sechseckseiten willkürlich

gewählt werden.

Für alle diese Figuren hat man die in § 3 angegebenen Bemerkungen

über die Kontrolle der Zeichnung zu beachten. 1 )

1



) Die Reihenfolge, in der man die einzelnen Punkte und Geraden des Bildes

erhält, ist stets Sache des Zeichners, bedarf also, um die Zeichnung möglichst zu

kürzen, in jedem Fall besonderer Erwägung.



§ 10. Herstellung der Bilder aus Grundriß und

Aufriß.

Zur Darstellung weniger einfacher Raumfiguren reichen die vorstehenden Methoden nicht mehr aus; hierzu bedürfen wir neuer Hilfsmittel.

Zu diesem Zweck müssen wir der Frage näher treten, wie man überhaupt

eine Raumfigur Σ durch zeichnerische Daten, die in der Zeichnungsebene

enthalten sind, in ihrer räumlichen Lage und Gestalt bestimmen kann;

denn andere als zeichnerische Bestimmungsarten kommen für uns nicht

in Frage.

Dies geschieht durch Grundriß und Aufriß. Ähnlich wie in der analytischen Geometrie gehen wir von zwei zueinander senkrechten Koordinatenebenen aus, auf die wir alle Punkte des Raumes der Lage nach

beziehen. Sind P1 und P2 die Projektionen von P in diesen Ebenen (vgl.

Fig. 27, S. 33), so ist P eindeutig bestimmt, wenn die Lage von P1 und

P2 gegeben ist, und zwar als Schnittpunkt der beiden in P1 und P2 auf

diesen Ebenen errichteten Lote. Die Ebenen sollen Projektionsebenen

heißen und durch π1 und π2 bezeichnet werden. Die eine denken wir

uns wieder horizontal und nennen sie Grundrißebene oder erste Projektionsebene, die andere, die vertikal ist, nennen wir Aufrißebene oder

zweite Projektionsebene. Ihre Schnittlinie nennen wir wieder Achse und

bezeichnen sie durch a. Wird jeder Punkt und jede Gerade einer Raumfigur Σ auf diese beiden Ebenen orthogonal projiziert, so entsteht in

der Grundrißebene der Grundriß oder die Grundrißprojektion, in der

Aufrißebene der Aufriß oder die Aufrißprojektion. Die Grundebene γ

und die Bildebene β stellen ein Paar solcher Ebenen dar.

Da Grundriß und Aufriß Parallelprojektionen

sind, so gelten für sie alle Sätze, die wir am Schluß von

§ 8 für solche Projektionen abgeleitet haben. Sie können daher auch selbst als geometrische Bilder räumlicher Objekte gelten, und kommen auch vielmals als

solche in Betracht. Hier soll jedoch wesentlich nur ihre Verwendung für die zeichnerische Herstellung des

perspektivischen Bildes in der Bildebene β erörtert

Fig. 35

werden.

Wir denken uns dazu in gewohnter Weise die Grundrißebene um. die

Achse in die Aufrißebene umgelegt, und leiten zunächst eine elementare,

aber grundlegende Eigenschaft für die so entstehende Figur ab. Sie

beruht darauf, daß die Ebene der drei Punkte P P1 P2 auf der Achse

a senkrecht steht; ist also P0 ihr Schnitt mit a, so ist P P1 P0 P2 ein

Rechteck. Bei der Umlegung der Grundrißebene bleibt daher P0 P2 zur
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Achse senkrecht, und es fallen deshalb P1 , P0 , P2 nach erfolgter Umlegung

in eine Gerade (Fig. 35); d. h.:

I. Die Verbindungslinie der beiden Projektionen P1 und P2 schneidet

die Achse a senkrecht. 1 )

Liegt P insbesondere in der Grundrißebene, so ist P mit P1 identisch,

während P2 auf P0 fällt; ebenso fällt P1 in P0 , falls P in der Aufrißebene

liegt, also mit P2 identisch ist. 2 )

In den einfachsten Fällen kann die Herstellung von Grundriß und

Aufriß ohne weiteres ausgeführt werden. Dies zeigen folgende Beispiele:

1. Grundriß und Aufriß einer quadratischen Pyramide zu zeichnen, deren Grundfläche in der Grundebene steht. Der Grundriß besteht

(Fig. 36) aus dem Quadrat A1 B1 C1 D1 und seinen sich in O1 schneidenden Diagonalen, die die ersten Projektionen der Kanten darstellen. Im

Aufriß fallen A2 , B2 , C2 , D2 in die Achse, während die Spitze O2 auf

der durch O1 , gehenden Vertikalen beliebig angenommen werden kann.

2. Grundriß und Aufriß eines regulären Oktaeders so zu zeichnen

(Fig. 37), daß eine Hauptdiagonale auf der Grundrißebene senkrecht

steht. Sei ABCDEF das Oktaeder und AF diese Hauptdiagonale.

Wir können das Oktaeder als eine Doppelpyraramide mit der Grundfläche BCDE und der Höhe AF betrachten und erkennen sofort, daß

der Grundriß aus dem zu BCDE kongruenten Quadrat B1 C1 D1 E1 und

seinen Diagonalen besteht; im Mittelpunkt des Quadrates fallen A1 und

F1 zusammen. Die Lage von B1 C1 D1 E1 in der Grundebene wählen wir

beliebig.

Um die Aufrißprojektion zu zeichnen, wollen wir zunächst festsetzen,

daß der Punkt A in der Grundebene enthalten ist; dann fällt A2 auf die

Achse a. Da die Höhe AF zur Aufrißebene parallel ist, so ist A2 F2 = AF ;

damit ist auch der Punkt F2 bestimmt. Endlich fallen die Projektionen

1

) Diese Verbindungslinie pflegt meist punktiert gezeichnet zu werden. Vgl. die

Anm. 1 auf S. 45.

2

) Für unsere Zwecke kommen nur solche Raumfiguren Σ in Betracht, die sich

vom Auge aus hinter der Bildebene und über der Grundebene befinden; die Lage

von P1 und P2 , ist alsdann immer so, daß P1 unter und P2 über der Achse liegt. Läßt

man allgemeinere Lagen von Σ zu, so können auch P1 und P2 andere Lagen in der

Zeichnungsebene annehmen. Dies bleibt aber hier außer Betracht; für die dadurch

bedingten Verhältnisse muß ich auf die ausführlicheren Lehrbücher verweisen. Dort

pflegt man sich den Gegenstand im allgemeinen vor der Aufrißebene stehend zu

denken, nimmt die Grundrißebene als Zeichnungsebene und legt die Aufrißebene in

die Grundrißebene um. Alsdann sind diejenigen Teile des Gegenstandes im Aufriß

stark zu zeichnen, die von der Aufrißebene den größten Abstand haben; vgl. den

Schluß von § 10.
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B2 , C2 , D2 , E2 sämtlich in eine zur Achse a parallele Gerade, die A2 F2

halbiert. 1 )

3. Ein Parallelepipedon beliebiger

Stellung in Grundriß und Aufriß zu

zeichnen.

Wir haben zunächst zu überlegen,

wie man die räumliche Lage eines

Parallelepipedons überhaupt festlegt.

Man kann dazu einen Punkt A des

Raumes und drei von ihm ausgehende Kanten AB, AC, AD beliebig annehmen; aus ihnen entsteht das Parallelepipedon durch bloßes Ziehen von

Parallelen. Handelt es sich also nur

Fig. 36

Fig. 37

darum, irgendein Parallelepipedon zu

zeichnen — und dies soll hier der Fall sein — so kann man (Fig. 38)

die Projektionen A1 , B1 , C1 , D1 und A2 , B2 , C2 , D2 beliebig wählen

(naturgemäß in Übereinstimmung mit Satz I); die Projektionen der übrigen Punkte ergeben sich aus ihnen durch Ziehen der noch fehlenden

Parallelen, wie die Figur es erkennen läßt.

Um nun aus Grundriß und Aufriß in der

Ebene β das Bild Σ0 einer Raumfigur Σ zu zeichnen, treffen wir zunächst die naheliegende Festsetzung, daß die Bildebene β zugleich als Aufrißebene und die Grundebene γ als Grundrißebene betrachtet werden sollen. Grundlinie, Horizont und Distanzpunkte betrachten wir wieder

als gegeben. Ferner genügt es, die Herstellung

des Bildpunktes P 0 für einen beliebigen Punkt

P zu leisten, und zwar naturgemäß wieder unter

Fig. 38

der Voraussetzung, daß wir die Grundrißebene

in die Aufrißebene hineingedreht haben. Die Aufgabe, die zu lösen ist,

ist also die, aus dem in der Zeichnungsebene gegebenen Grundrißpunkt

P1 und dem ebenso gegebenen Aufrißpunkt P2 den Bildpunkt P 0 zu

finden. Hierzu hat man sich aber nur zu vergegenwärtigen, daß die Lote

P P1 und P P2 eine Gerade v und eine Gerade n im Sinne von § 9 darstellen (Fig. 26), und daß die hier benutzten Punkte P1 und P2 mit den

dort eingeführten identisch sind. Infolgedessen überträgt sich auch die

dort unter III gegebene Regel auf den vorliegenden Fall; sie vereinfacht

1



) Die von E ausgehenden Kanten sind nicht gezeichnet, sie sind unsichtbar. Dies

wirkt stärker räumlich als die Figur 36.
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sich noch dadurch, daß hier der Punkt P2 bereits bekannt ist. Also folgt

(Fig. 27).

II. Um aus der Grundrißprojektion P1 und der Aufrißprojektion

P2 eines Punktes P den in der Aufrißebene liegenden Bildpunkt P 0 zu

erhalten, zeichne man zunächst gemäß § 3 den Bildpunkt P10 von P1

ziehe durch ihn eine Vertikale und verbinde P2 mit dem Augenpunkt N ,

so ist der Schnittpunkt beider Geraden der Punkt P 0 .

Einen zweiten nützlichen Satz erhalten wir, indem wir an den Satz V

von § 9 anknüpfen. Er betrifft die Zeichnung einer Figur P Q . . . , die

in einer zur Grundebene parallelen Ebene γ 0 enthalten ist, und fließt

unmittelbar aus der Erwägung, daß die dort benutzte Spur d der Ebene

γ 0 diejenige Gerade ist, auf der die Aufrißprojektionen P2 , Q2 . . . liegen.

Sind also wieder E und F die Fluchtpunkte zweier horizontalen Richtungen e und f , so folgt für die Konstruktion der Bilder solcher Punkte

folgende Regel:

III. Durch die Grundrißprojektionen P1 , Q1 . . . der Punkte P , Q . . .

lege man je eine Gerade e und f , wie in § 9, übertrage deren Schnittpunkte mit der Achse a lotrecht auf die Gerade, die die Aufrißprojektionen

P2 , Q2 . . . enthält, und verbinde die so entstehenden Punkte mit den

Fluchtpunkten E und F , so liefern diese Geraden in ihren bezüglichen

Schnittpunkten die Bildpunkte P 0 , Q0 . . .

Als Beispiel behandeln wir die Zeichnung einer geraden Pyramide mit

quadratischer Grundfläche und quadratischem Sockel; die Grundfläche

falle in die Grundrißebene γ.

Sei ABCD die Grundfläche und EF GH die obere Fläche des Sockels,

U V W Z die untere Fläche der Pyramide und O ihre Spitze. Dann besteht

der Grundriß (Fig. 39) aus den beiden ineinander liegenden Quadraten

A1 B1 C1 D1 und U1 V1 W1 Z1 , und den Diagonalen des inneren, und zwar

ist A1 B1 C1 D1 zugleich die Grundrißprojektion des Quadrats EF GH.

Die Lage dieser Quadrate in der Grundrißebene haben wir beliebig

gewählt; man beachte aber, daß damit die Stellung der Pyramide zur

Bildebene festgelegt ist. Der Aufriß ergibt sich unmittelbar auf Grund

davon, daß die zweiten Projektionen der Quadrate in je eine zur Achse

a parallele Gerade fallen; die Höhe des Sockels und der Pyramide haben

wir beliebig angenommen 1 ).

1



) Sind sie gegeben, so beachte man, daß sie sich in der Aufrißebene gemäß § 5

in ihrer natürlichen Größe darstellen.
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Um nun das Bild der

Pyramide in der Bildebene β zu zeichnen, nehme

man den Horizont h und

die Fluchtpunkte E und

F der Quadratseiten beliebig an 1 ), und konstruiere zunächst das Bild

A0 B 0 C 0 D0 der Grundfläche ABCD gemäß § 3.

Dann zeichne man gemäß

dem vorstehenden Satz II

die Punkte E 0 , F 0 , G0 ,

H 0 und ebenso die Punkte U 0 , V 0 , W 0 , Z 0 . Den

Punkt O0 haben wir jedoch mittels des Augenpunktes N gemäß Satz I

konstruiert. Diesen müssen wir aber erst bestimFig. 39

men. Wir erhalten ihn

z. B. als Fluchtpunkt der Geraden B1 B2 , indem wir also B2 B 0 mit

dem Horizont h zum Schnitt bringen. Die von ihm ausgehende Gerade

N F2 liefert für ihn eine überbestimmung. 2 )

Analog hat man zu verfahren, wenn man das perspektivische Bild

zu den Figuren 37 und 38 zeichnen will. 3 ) Im Fall des Parallelepipedons kann man die Konstruktion auch dadurch etwas kürzen, daß man

zunächst die Bilder zweier parallelen Geraden, z. B. diejenigen von AB

und CE, bestimmt; man erhält dann ihren Fluchtpunkt und kann ihn

für die Zeichnung der anderen ihnen parallelen Geraden benutzen. Ist

z. B. das Bild D0 des Punktes D gefunden, und soll der Bildpunkt F 0

gezeichnet werden, so hat man nur den Bildpunkt F10 von F1 gemäß § 3

zu zeichnen, in ihm eine Vertikale zu errichten und dann den Punkt D0

mit dem genannten Fluchtpunkt zu verbinden, so stellt der Schnitt der

Vertikalen mit dieser Verbindungslinie den Punkt F 0 dar. 4 )

1



) Erst nachträglich bemerke ich, daß die Buchstaben E und F doppelt vorkommen. Auch steht die Pyramide wegen Platzmangel der Bildebene zu nahe, um einen

guten Eindruck hervorzubringen.

2

) Die Figur würde besser sein, wenn die Pyramide nicht — aus Platzmangel —

der Bildebene zu nahe stände.

3

) Es empfiehlt sich, die Bilder zu den Figuren 35 und 36 selbst zu zeichnen.

4

) Vgl. den Anhang, VI.



§ 10. Herstellung der Bilder aus Grundriß und Aufriß.



42



Ich schließe mit einigen zeichnerischen Bemerkungen.

1. Erstens kann man fragen, welche der obigen Zeichnungsvorschriften in den einzelnen Fällen am besten anzuwenden ist. Hierauf kann,

wie auch sonst in der Kunst, eine allgemeine Antwort nicht gegeben

werden. Jeder wird so zeichnen, wie es ihm am bequemsten scheint und

am geläufigsten ist; auch wird man zweckmäßig mit überbestimmungen

operieren.

2. In den Figuren 36, 37 und 38 sind einige Linien stark, einige

nur gestrichelt oder überhaupt nicht gezeichnet. Die ersten sollen den

Kanten entsprechen, die man sieht, die anderen denen, die durch die

Körper selbst verdeckt sind, vorausgesetzt, daß man sie als undurchsichtig betrachtet. Dies geschieht, damit man die räumliche Stellung der

dargestellten Gegenstände möglichst leicht und sicher beurteilen kann.

Welche Linien stark oder gestrichelt zu zeichnen sind, hängt davon ab,

wo sich der Gegenstand Σ und das Auge des Beschauers befinden.

Da sich der Punkt S0 , für den das in der Aufrißebene entstehende

perspektivische Bild hergestellt wird, vor der Aufrißebene befindet, und

der Gegenstand Σ hinter der Aufrißebene, so wird man von S0 aus diejenigen Punkte des Gegenstandes Σ sehen können, die der Aufrißebene

am nächsten liegen; dies sind diejenigen, deren Grundrißprojektionen

von der Achse den kleinsten Abstand haben. 1 ) Sie sollen auch im Aufriß

stark gezeichnet werden. Alle Teile des Gegenstandes, die für das perspektivische Bild sichtbar sind, sind daher aus dem Aufriß unmittelbar

zu entnehmen. 2 )

Dies ist an den einzelnen Figuren leicht zu erkennen. Beispielsweise

ist in Fig. 38 der Punkt A derjenige, dessen Grundrißprojektion den

kleinsten Wert hat; er liegt deshalb der Aufrißebene am nächsten, und

die von ihm ausgehenden Kanten AB, AC, AD nebst den durch sie

bestimmten Flächen sind von S0 aus sichtbar. Sie sind daher stark

gezeichnet. Dagegen ist der Punkt H nebst den von ihm ausgehenden

Kanten durch den Körper verdeckt. Ebenso ist in Fig. 37 C die Ecke,

die man von S0 aus sieht, während E verdeckt ist. 3 )

Was den Grundriß betrifft, so zeichnen wir ihn immer so, daß wir

den Gegenstand von oben betrachten; es sind also diejenigen Teile des

Gegenstandes sichtbar, die am weitesten von der Grundrißebene entfernt

1



) Man beachte, daß die Figuren durch Hineindrehen der Grundrißebene in die

Aufrißebene entstehen.

2

) Da sich der Zeichner ebenfalls vor resp. über der Aufrißebene befindet, sind

dies zugleich diejenigen, die er selbst sieht.

3

) Um Grundriß und Aufriß als gute körperliche Bilder aufzufassen, hat man das

Auge auf unendliche Sehweite einzustellen. Vgl. S. 63 Anm. 1.
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sind, deren Aufrißprojektionen also den größten Abstand von der Achse

haben. In Fig. 38 sind dies die von dem Punkt F ausgehenden Kanten

und die durch sie bestimmten Flächen.



§ 11. Punkt, Gerade und Ebene in Grundriß und

Aufriß.

Die Eigenschaften von Grundriß und Aufriß, die

hier zu erörtern sind, betreffen wesentlich die in der

Zeichnungsebene vorhandene Gesamtfigur, die sich

durch Umlegen der einen Ebene in die andere ergibt. Sie sind dadurch bedingt, daß Grundriß und

Aufriß als Projektionen einer und derselben Raumfigur Σ nicht unabhängig voneinander sind. Sie sind

durchaus elementarer Natur. Nur insofern haftet ihnen eine gewisse Schwierigkeit an, als man genötigt

Fig. 40

ist, bald die tatsächliche Lage der Figur Σ zu den

Projektionsebenen, bald die in der Zeichnungsebene

vorhandene Gesamtfigur in Betracht zu ziehen und miteinander zu vergleichen; vielfach hat man von der einen zur anderen überzugehen und

von den Eigenschaften der einen auf die der anderen zu schließen. Es ist

dringend zu empfehlen, sich neben dem zeichnerischen Bilde stets auch

die Lage der zugehörigen Figur Σ vorzustellen, bis man den übergang

von dem einem zum anderen leicht ausführen kann.

Ich beginne mit Punkt, Gerade und Ebene und ihren gegenseitigen

Beziehungen. Zweierlei kommt hier in Betracht. Erstens sind die Eigenschaften der einzelnen Figuren zu entwickeln; zweitens kann es sich

darum handeln, Zeichnungen und Konstruktionen für gegebene geometrische Gebilde herzustellen.

1. Die Gerade. Das erste unmittelbar ersichtliche Resultat lautet,

daß zwei beliebig in den Projektionsebenen π1 und π2 angenommene

Geraden g1 und g2 stets die Projektionen einer eindeutig bestimmten

Raumgeraden g darstellen (Fig. 40). Sie ist Schnittlinie der beiden

Ebenen, die man durch g1 und g2 senkrecht zu π1 und π2 konstruiert.

Diese beiden Ebenen heißen auch projizierende Ebenen der Geraden g;

wir werden sie durch γ1 und γ2 bezeichnen.

Jede Gerade g ist durch zwei Punkte bestimmt; man kann hierzu

insbesondere ihre Schnitte mit den Projektionsebenen wählen, die wir

wieder ihre Spuren nennen und jetzt durch G1 und G2 bezeichnen wollen

(Fig. 41). Da G1 in π1 liegt, so fällt die zweite Projektion von G1 auf

die Achse a; sie möge G10 heißen. 1 ) Ebenso fällt die erste Projektion

von G2 auf die Achse (Fig. 42); sie heiße G20 . Daher sind G1 G20 und

G2 G10 die Projektionen der Geraden.

1



) Diese Bezeichnung weicht zwar von dem allgemeinen Schema etwas ab, sie wird

aber nur an dieser Stelle vorübergehend benutzt.
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Hieraus ergibt sich unmittelbar die Lösung der Aufgabe, die Spuren

einer gegebenen Geraden zu zeichnen, deren Projektionen g1 und g2

gegeben sind. Man hat nur ihre Schnittpunkte mit der Achse zu konstruieren und in ihnen die Lote zu errichten; sie schneiden g1 und g2 in

den Spurpunkten.

Wir betrachten endlich die Projektionen einiger Geraden ausgezeichneter Lage. Man erkennt unmittelbar die Richtigkeit folgender Tatsachen:

Ist g zur Achse parallel, so sind auch g1 und g2 zur Achse parallel.

Ist g zur Grundrißebene π1 parallel, so ist g1 zu g parallel, während

g2 zur Achse parallel ist; analog ist es, wenn g zu π2 parallel ist.

Die Grundrißprojektion einer Vertikalen v reduziert sich auf einen

Punkt, nämlich auf ihre Spur in π1 , während v2 zur Achse senkrecht

ist. Analog steht die erste Projektion einer auf π2 senkrechten Geraden

n auf der Achse senkrecht, während sich n2 auf die Spur von n in π2

reduziert.

2. Die Ebene. Eine Ebene kann entweder als begrenztes Flächenstück

oder aber als unbegrenztes Raumgebilde in Frage kommen. Im ersten

Fall sind die Projektionen des Flächenstücks durch die Projektionen

seiner Begrenzung unmittelbar gegeben.

Um im zweiten Fall die Ebene ε zeichnerisch zu bestimmen, genügt

es, ihre Schnittlinien mit den Projektionsebenen zu kennen (Fig. 43

und 44). Wir nennen sie ihre Spuren und bezeichnen sie durch E1 und

E2 1 ). Es ist klar, daß sie sich auf der Achse schneiden, und zwar in

dem Punkt, der zugleich Schnittpunkt der drei Ebenen π1 , π2 , und ε ist.

Wir bezeichnen ihn durch E0 . Auch ist ersichtlich, daß zwei beliebige,

1



) Diese Spuren pflegt man vielfach so zu zeichnen, wie es oben geschehen ist,

nämlich aus Strichen und Punkten. Es ist ein Haupterfordernis einer guten Figur,

daß man aus der Art, in der die einzelnen Linien gezeichnet sind, ihre Bedeutung

und damit die Gestalt der bezüglichen Raumfigur leicht zu entnehmen vermag. Ich

habe deshalb die früher ziemlich allgemein gebräuchliche Zeichnungsart benutzt.



Fig. 41



Fig. 42
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